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QUELQIES  APPLICATIONS  DES  COOROOWÉES  I^TRINSÈQIES; 

Par  m.   F.  BALITRA.ND. 


Soient  (M)  une  courbe,  M  un  point  de  celle  courbe, 
Mx  et  My  la  tangente  et  la  normale  en  ce  point.  Nous 
prendrons  ces  deux  droites  pour  axes  mobiles  de  coor- 
données et  nous  choisirons  l'arc  s  de  la  courbe  (M) 
comme  variable  indépendante. 

Par  le   point  M  menons  une  droite  MM,,   inclinée 


ID) 


diiii  angle  0  sur  la   tangente  Mx  ;  cet  angle  sera  consi- 
Ann.  de  Mathenial.,  4°  série,  t.  XV.  (Janvier  191.').)  I 


(  ^  ) 

déré  comme  fonction  de  l'arc  5,  c'est-à-dire  variera  en 
même  temps  que  le  point  M  sur  !a  courbe  (M).  La 
droite  MM,  enveloppera  donc  une  cerlaine  courbe  (M|); 
M)  désignant  son  point  de  contact  avec  son  enveloppe. 

Soient  5,  p,  £  l'arc,  le  rayon  de  courbure,  l'angle  de 
contingence  de  (M)  au  point  M;  5,,  0|,  s,  les  mêmes 
éléments  de  (M,)  au  |)oinl  correspondant  M,. 

Désignons  par  x  &V  y  les  coordonnées  d'un  point  du 
plan  par  rapport  aux  axes  Ma;  et  My,  qui  sont  mobiles. 
Ces  coordonnées  seront  supposées  fonctions  de  s.  On  a 
les  formules  suivantes,  dues  à  Cesàro, 

,   ,  o.r         dx  Y  ^K         dy         x 

(l)  —  =-—  +1  — ^,  _iL=^^-_; 

ds         ds  p  ds         ds         p 

les  caractéri>liques  d  et  ô  se  rapportent  au  mouvement 
absolu  et  au  mouvement  relatif  du  point  M. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'immo- 
bilité de  ce  point  sont  donc 

dx        y  dy  x 

^^^  Ifs^  J  ~''  ~dï  ^~  i' 

ou,  en  cooidonnées  polaires  r  et  0, 

,„s  i    dr  .  t/0        sin6        i 

(3  =_cose,  —  = 

ds  ds  r  p 

L'é(|uation  de  la  droite  MM,  est 
(4)  a;sinO — y  cosQ  =  o. 

Le  [)()inl  M,,  où  elle  toucbe  son  enveloppe,  doit  être 
considéré  comme  immobile.  Ses  coordonnées  satisfont 

donc   à    l'équation   (4)    et  à  celle  qu'on  obtient  en  la 

w57  (J'y 

ililIV-rcntiaut  et  en  y  remplaçant  —,     et  ~-    par    leurs 
•'  '      ^  ds  ds    ' 

valeurs  (2);   c'est-à-dire  à  l'i'cpiation 
(■'))  X  cosO  -I-  y  sin  0  —  A  sin  0  ==  o, 


(  3  ) 
où  Ton  a  posé 

(b)  -  =  _-)--; 

h        as        p 

h  représente  le  seginenl  MN,  délaehé  sur  la  normale 
en  Ma  (M),  par  la  normale  en  M,  à  (M,  ). 

DiflTérenlions  encore  (5);  nous  obtenons,  en  tenant 
compte  de  (2), 

(7)  a-sinO  —  y  cos6  -f-  h  cosô  ii j  -\ —  /?  sinO  =  o. 

Celte  droite  est  la  normale  à  la  développée  de  (M,). 
Sa  distance  à  l'origine  est  égale  au  rayon  de  courbure 
de  cette  courbe;  d'où  l'expression  suivante  de  ce  rayon 
de  courbure 

(8)  pi  =  /(Cos6(2 )  H ^Asin6. 

Plus  loin  nous  trouverons  d'autres  expressions. 
Les  coordonnées  de  M,  peuvent  s'écrire 

(9)  a?  = /•  cos6  =: /i  sinO  cosO,        ^  = /' sinô  = /i  sin-0. 
Les  formules  (1),  ap|iliquées  à  ce  point,  donnent 

d'où  pour  l'élément  linéaire  de  la  courbe  (iMi) 

(il)  ds  X  =^  dr  ~\-  co%(i  ds. 

Cette  formule  nedilTère  pas  de  celle  qui  a  été  établie 
par  I\L  Bricard  [Noia\  Ann.^  M)'^?  P-  3<3^^)- 

Les  mêmes  formules  (i)  appliquées  au  point  cos9  et 
sinO,  c'est-à-dire  aux  cosinus  directeurs  de  lMM(, 
donnent 

(17.)  £1  =:  rfO  4-  e, 


(  4  ) 

et  l'on  en  déduit  aussitôt  les  ("oimules  ci-dessous,  sou- 
vent utiles  dans  les  applications  : 

(l3)  (Is  =    -r^j, 

sinU 

dr 

(i5)  pi  = h  r  col9, 

P  £|  Pi  dsx 

ht  h         ds 

Pour    faire     quelques     applications,     reprenons     la 
formule  (6) 

I        di)        1 

(6)  7=7-^- 

li        as        p 

et  faisons  diverses  hypothèses  sur  l'angle  8  cjui  règle  le 
mouvement  de  la  droite  MM, .  J^e  cas  particulier  le  [)lus 

Il  -,  ■  1  ,  ,    .     ,     c^Û 

simple,  le   premier  a  considérer,  est  celui  aey-=o, 

d'où  0  =  coiist.  Les  formules  précédentes  résument 
alors  la  théorie  des  développoïdes  (voir  par  exemple 
E.  Gesàro,  Nouv.  Afin,  de  Mat/i.,  i886,  p.  67 
et  suiv.). 

Apres  -j-  =  o,  il  est  naturel  de  supposer  -7-  =  consl. 

Celle  hypothèse  ne  semhie  pas  conduire  à  des  résultats 
simples  et  intéressants  lors(|ue  la  courbe  (M)  est  quel- 
conque; mais  il  en  est  autrement  si  on  la  particularise 
et  si  l'on  suppose  qu'elle  est  un  cercle.  Faisons  donc, 
dans  les  relations  ci-dessus, 

ds  =  /  dd,         p  =  a; 

l\  et  a  étant  deux  constanles.  Il  résulte  de  là  tpie  h  est 

constani  et  égal  à 

ak 
a  -\-  k 


(  5) 
Puis  de  /•  =  h  sinO  on  déduit 

,lr=  /icosOrfO; 
et  les  fonniiles  (i4)  t't  (i  i)  donnent 

/(  (  /(  +  /.■  )        . 
pi  =  -, cosU, 


d'oi 


5|  =  (h  -{-  /.)  sinO 


à  une  constante  près  qu'on  peut  négliger,  puisque  l'ori- 
gine des  arcs  est  arbitraire.  Il  en  résulte,  pour  le  lieu 
du  point  M,,  l'équation  intrinsèque  suivante 


équation  intrinsèque  d'une  épi-  ou  hypocjcioïde,  engen 
dree  par   un    cercle  de  rayon 


roulant  sur  un 


cercle  de  rayon 


A- 


■  Goinnii  l'écpialion  contient  deux 


arbitraires,  a  et  K,  elle  peut  représenter  une  épi- ou 
hypocycloide  quelconque.  D'où  le  théorème  suivant 
(Demaktkes,  Cours  de  Géométrie  infinitésimale^ 
p.  iG3)  : 

Toute  épi-  OH  hypocycloïde  est  V enveloppe  (Tune 
droite  qui  tourne  uniformément  autour  d^ un  de  ses 
points^  tandis  (fue  celui-ci  décrit ^  (T un  mouvement 
uniforme^  un  cercle. 

Keprenoiis  la  formule  (6)  et  supposons  /«=:).p, 
À  étant  une  constante.  Cela  revietjt  à  dire  (jue  le 
point  N,  intersection  des  normales  en  M  et  M,  à  (M) 
et  (M,),  décrit   une  (l<'v<'l()|)|)('c  intennédiaire  de  (M). 


(  6  ) 
La  formule  (6)  donne 


I  —  À  ds        I  —  X    , 
dO  =  — ^ =  — ^—  do  ; 


o  désigne  l'angle  de  la  tangente  à  (M),  en  M,  avec  une 
droile  fixe  de  son  plan,  qu'on  penl  appeler  directrice. 
On  a  donc 

fi        '-^ 

D  =  — ^ —  ca 

à  une  constante  près  que  nous  négligerons.  C'est  le 
cas  envisagé  par  M.  Braude,  dans  la  troisième  parliede 
son  arlicle  des  Nouvelles  Annales  (igi.i,  p.  5o6  et 
suiv.).  On  voil  que  l'enveloppe  de  MM,  ei,lcelle  d'une 
droile  menée  par  M  ef  faisant  avec  la  tangente  en 

ce  point  un  angle  égal  à  k  fois  ik  =  — .    ^  1  V angle 

de  celte  tangente  avec  une  droite  fixe  de  son  plan. 

En  particulier,  pour  ).  =  a,  le  point  N  coïncide  avec 
l'exliémilé  du  diamètre  du  cercle  osculateur  à  (M) 
en  M.  Si  C  désigne  le  centre  de  courbure  en  ce  point, 
on  voit  que,  dans  le  triangle  rectangle  MNM|,  le 
segment  CM,,  médiane  de  ce  triangle,  est  égal  à  CM; 
c'est-à-dire  à  p.  De  plus,  la  direction  de  CM,,  lorsque  M 
varie,  reste  fixe  el  perpendiculaire  à  la  directrice.  Dans 
ces  condilions,  la  courbe  enveloppée  pa/' MM,  coïn- 
cide avec  le  lieu  des  extrémités  des  segments  égaux 
aux  rayons  de  courbure  de  (M),  menés  par  les 
centres  de  courbure  correspondants,  parallèlement 
à  une  direction  fixe. 

Inversement,  on  peut  dire  que  a7,  par  le  centre  de 
courbure  correspondant  à  chaque  point  de  (M),  on 
niène.1  parallèlement  à  une  direction  //./v?,  un  seg- 
ment égal  au  rayon  de  courbure  en  ce  point.,  le  lieu 
des  extrémités  de  ces  segments  est  une  courbe  {M,) 
dont  la  tangente  /tasse  pa/- (M). 


(  :  ) 

(Mj)  esl  donc  une  ligne  de  poursiiile  pour  (M)  el  le 
rapport  des  vitesses  sur  les  deux  courl)es  esl  facile  à 
évaluer.  En  effet,  en  vertu  des  formules  précédenles  ou 
des  hypothèses  faites,  ou  a 


dsi        dr 
ds         ds 

cos6,          /•  = /j  sinO  = '2  p  sinO, 

d^ 

Tfs  '' 

■X  p                           •> 

léduit 

ds\         2  R    .    o 
-r-  =  —  sin-^; 
ds             p           2 

Pi  désignant  le  rayo'i  de  courhure  de  la  développée 
de  (M).  Signalons  aussi,  en  vertu  de  (i6),  la  formule 

•j. 

qui  fournit  une  construction  géométrique  évidente  du 
centre  de  courbure  de  (M,). 

Pour  faire  une  application  de  ce  qui  précède,  prenons 
comme  courbe  (M)  celle  (|ui  a  pour  équalion  intrin- 
sèque 

elle  esl  connue  sous  le  nom  de  svntractiice.  I^a  forme 
de  son  équation  conduit  à  introduire  un  paramètre 
variable,  délini  par  la  relation 

e''  =  t  ; 
d'où 

«     I  -t-^2 

Par  suile  en  posant 

9 
t  =  laiijr-i- 


(  8  ) 

on  a 

,                 o                          a  ds  j 

s  =  a  loe  tane  - ,  p  =  — : >  —  =2  d'i.  ; 

1  1  sin  çç  p 

la  tangente  au  point  M  à  (M)  fait  donc  avec  une  droite 
fixe  D,  un  angle  égal  à  2cp, 

La  droite  menée  par  M,  faisant,  avec  la  tangente 
à  (M)  en  ce  point,  un  angle  égal  à  co,  enveloppe  une 
courbe  (M,),  qu'elle  touche  au  point  M).  D'après  ce 
qui  précède,  la  normale  en  M,  à  (M,)  coupe  la  normale 
à  (M)  en  M,  à  l'extrémité  N,  du  diamètre  du  cercle 
osculateur  en  ce  point.  La  droite  qui  joint  le  centre  de 
courbure  C,  correspondant  à  M,  à  M,,  est  égale  au 
rayon  de  courbure  en  M  et  est  perpendiculaire  à  la 
droite  D. 

Demandons-nous  quelles  sont,  dans  le  cas  présent, 
les  courbes  lieux  des  points  M,  et  N.  Soient  P  et  Q 
les  points  d'intersection,  avec  D,  de  la  tangente  en  M 
à  (M)  et  de  la  droite  MM,.  Le  triangle  MPQ  est  iso- 
scèle  et  M,,  pied  de  la  hauteur  abaissée  de  P  sur  MQ, 
est  le  milieu  de  MQ.  Dans  le  triangle  MM,  IN,  on  a 

MMi  =  MN  sinç  =  2p  sincp  =  a; 

en  vertu  de  la  relation  p  =  — ; Donc  M,  Q,  qui  est 

égal  à  MM|,  est  constant  et,  par  suite,  le  lieu  du 
|)oint  M)  est  une  trac'trice.  Il  en  résulte,  d'après  des 
propriétés  connues,  que  le  lieu  du  point  N  est  une 
chaînette,  développée  de  la  traclrice. 

Ce  qui  précède  fournit  une  construction,  d'ailleurs 
connue  (^I\'ouv.  .inn.,  1891,  p.  8(i),  du  centre  de  cour- 
bure de  la  synttaciricc.  Le  cciilre  de  courbure^  (],  de 
la  synlracAiicc,  relatif  au  point  M,  est  au  milieu  du 
se^nnent  qui  joint  ce  point  au  eentre  de  courbure  du 
point  correspondant  de  la  t racl riee . 


(9) 
Il  est  également  |)Ossibie  d'arriver,  au   moyen  des 
considéralions  ci-dessus,  à   une  construction  géomé- 
trique simple  du  rayon  de  courbure  de  la  développée 
de  la  syniracli  ice.  H  suffil  pour  cela  de  se  reporter  à  la 

formule  p,  =  4l^sin--  Seulement,  au  lieu  d'y  sup- 
poser R  connu  et  o,  inconnu,  c'est  l'inverse  qu'on  doit 
faire.  Il  faut  de  plus  observer  que  -  doit  y  èire  remplacé 

par  C5.  On  a  alors  pi  =  4l^  sincp,  et  comme  p,  =  2pcoscp, 
on  en  déduit  2Pi  =  ocoto.  D'où  la  construction 
suivante  : 

Le  rayon  de  courbure  CG,  de  la  développée  de  la 
syntiactrice  s'obtient  en  prenant  la  moitié  du  seg- 
ment déterminé  sur  la  normale  à  cette  développée 
par  la  droite  MM,. 

La  syntractrice  et  la  tractrice  fournissent  donc  un 
exemple  d'un  couple  de  courbes,  telles  que  les  normales 
aux  points  correspondants  se  coupent  en  un  point  dont 
le  lieu  est  une  dé\eloppée  intermédiaire  pour  lunedes 
courbes,  et  une  développée,  au  sens  ordinaire  du  mot, 
pour  l'autre.  Proposons-nous  de  trouver  toutes  les 
courbes  jouissant  de  cette  propriété.  Les  formules 
ci-dessus  le  permettent  aisément. 

En  eflet,  on  a,  par   liypollièse,  /i  =  Àp,  A  étant  une 

constante,   et  p,  =  A  cosO  =  Ap  cosO.  La  relation  (i6) 

ds 
donne  ~r'  =  cos8,   et    il    en   résulte  en  vertu   de   (ii) 
as 

(pie  /■  e^tune  constante.  Ainsi,  quelles  que  soient  les 

courbes^   la  distance  des  /joints  correspondants  est 

constante. 

A  cause  de  la  relation  (  (j)  on  a 

M  __  I  ->■ 
ds  ^      A     '"' 


(    lo    ) 
d'où 

cm  =  k  r/'p, 
en  posant 


et  en  désignant  par  co  Tangle  de  la  tangente  en  INI  à  (M) 
avec  une  droite  fixe  du  plan  de  In  courbe.  Donc  9  =  Aœ; 
on  peut  ne  pas  introduire  de  constante;  il  suffit  pour 
cela  de  choisir  pour  oiigine  des  arcs  le  point  où  la 
tangente  est  parallèle  à  la  droite  fixe. 

Les    formules    (i3)    et    (i6)    conduisent   alors    sans 
difficulté  à  la  relation 


0  = 


qui   est  l'écpialion  générale  des  courbes  cherchées  en 
coordonnées    intrinsèques    (p    et    ©);    a    désigne    une 

constante  arbitraire,    l*our  /,•  = ,  on  retrouve  bien 

la  syntraclrice. 

Quant  aux  courbes  (Mi),  leur  équation  générale  est 
également  aisée  à  trouver-.  On  a  en  effet 

,  .        Xacos/icp 

pi  =  A-  p  coso  =  — -. — - — •-  =  k  a  colA«. 


Mais  la  relation 
donne 


Par   suite,    en  désignant   par   '];  langle  de   la   tangente 
à  (M))  avec  la  droite  fixe,  on  a 

(/•\^  =  (Ah-|),/o; 

d'où 


(  "  ) 

et  l'équation  précédente  devient 

pi  =  kv.  cot  y {'\  —  (î>o)- 

C'est  l'équation  des  courbes  (M|)  en  coordonnées 
inlrirjsèques  (o,  et  •!/).  Par  un  changement  de  l;i  droite 
fixe,  elle  peut  se  meitre  sous  la  forme 

p,  =  |3  cot  m  '\; 

,j  et  m  sont  des  constantes.  Ce  qui  précède  se  résume 
ainsi  : 

Par  chaque  point  ^\rrune  courbe  (M)  d'équation 

intrinsèque  c  = -^ — ^ — »    menons  une  droite   faisant 
^         '  sinAcp  '' 

avec  la  tangente  en  ce  point  un  angle  égal  à 
k -\- i  fois  r angle  de  la  tangente  avec  une  droite 
fixe  de  son  plan;  elle  enveloppe  une  courbe  (M,) 
jouissant  des  propriétés  suivantes  :  \°  elle  appar- 
tient à  la  famille  des  courbes  d'équalion  intrin- 
sèque 0,=  ^  cot /?i 'i;  ;  2"  la  distance  des  points 
correspondants  sur  (M)  et  (M,)  est  constante;  3"  le 
point  de  rencontre  des  normales  à  (M)  et  (M,),  aux 
mêmes  points,  décrit  une  courbe  qui  est  à  la  fois 
développée  intermédiaire  de  (M)  et  développée,  au 
sens  ordinaire  du  mot,  de  (M,). 

Dans  le  cas  où  la  courbe,  lieu  du  point  de  rencontre 
des  normales,  est  une  développée  pour  (M)  et  une 
développée  intermédiaire  pour  (M,),  !<■  prol)lème  se 
résout  d'une  façon  analogue.  On  trouve  que  les 
courbes  (M)  et  (M,)  sont  deux  spirales  logarithmiques 
et  que  la  distance  des  points  correspondants  est  une 
fonclion  linéaire  de  l'arc.  De  plus,  l'angle  0  est 
constant. 


(     '2     ) 

Nous  avons  ainsi  examiné  deux  eas  :  celui  où  le  lieu 
décrit  par  le  point  N  est  développée  intermédiaire 
pour  (M),  sans  l'être  pour  (M,),  et  celui  où  le  même 
lieu  est  à  la  fois  développée  intermédiaire  de  (M)  et 
de  (M,).  Il  reste  un  troisième  cas  à  ex.miiner:  celui  où 
le  lieu  en  question  est  développée  intermédiaire  de(M)), 
sans  l'être  pour  (M). 

Dans  cette  hjpotlièse,  on  a 

A'  pi  =  h  cos 6. 
La  formule  (16)  donne  alors 


et  la  formule  (11) 


C 


ommc 


dsi 

cosO 

777 

A 

dr 

= 

I  -  A        . 

— - —  cosf 
A' 

dr 

ds 

= 

dr 
dsi 

dsx 
^    ds 

on  voit  rpie 


dr 
ds\ 


=  1  —  A 


donc    r    est    une    fon('lion     linéaire    de    l'arc    de    la 
courbe  (Ml). 

Ainsi  la  solution  générale  du  problème  s'obtient  en 
prenant  une  courbe  cpielconcjue  (M,  )  et  en  portant  sur 
ses  l;mi;ciitcs,  à  partir  du  |)oiiit  de  contact,  des 
lon'j;ii('urs  lonciious  linéaires  i\v  l'arc  de  la  couibe, 
compti-  à  pai  lir  tV\\i\  point  (i\e. 
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AGRÉGATIOV  DES  SCIE\CES  >I\TIIEMATI01JES 
(COXCOUIIS  DE  1914). 


SOEllTION  DE  LA  QlESilOX  DE  MATIIÉMATIOIES  SPÉCIALES; 

Par  m.  J.   LEMÀIRE, 

Professeur  au   Lycée  Jaiisoii  de  Sailly. 


On  donne  un  liyperboloïde  à  une  nappe  rapparié 
à  ses  axes  et  dont  V équation  est 


X-  IJL-  p- 


I.  //  existe  deux  familles  de  tels  hyperboloïdes 
susceptibles  d'être  engendrées  par  C intersection  de 
plans  rectangulaires  passant  respectivement  par 
deux  droites  fixes;  on  peut  passer  d'un  hyperbo- 
loïcle  H  de  la  première  famille  à  un  hyperboloïde  H' 
de  la  seconde  famille  par  rotation  d'un  angle  droit 
autour  de  OZ.  Soient  D,  A  les  droites  fixes  relatives 
à  H  ;  D'  A'  les  droites  fixes  relatives  à  II';  trouver  les 
surfaces  lieux  de  D,  A  et  de  D'  A',  quand  A,  [ji. 
varient,  p  étant  fixe.  Il  existe  des  plans  {*  parallèles 
au.  plan  XOY  coupant  ces  surfaces  suivant  deux 
courbes  qui  ont  un  point  commun  A  situé  sur  OZ  et 
un  point  commun  H  réel  situé  dans  le  trièdre  0X\  Z; 
évaluer  Caire  limitée  par  les  arcs  AR  des  deux 
coui-hes,  ainsi  que  le  volume  engendré  par  celte  aire 
quand  le  plan  P  a  une  cote  variant  de  z^  à  z-^. 

II.  /i  un  li\  perboloùle  II)  île  la  première  famille, 


(  i4  ) 

on  peut  faire  correspondre  une  infinité  cVhyperbo- 
loïdes  de  la  seconde  famille,  tels  que  les  droites  fixes 
relatives  à  H,  et  les  d/oites  fixes  relatives  à  un  de  ces 
derniers  forment  un  quadrilatère  gauche  ;  soient  Vi^ 
un  tel  hyperholoïde ;  D,  A,  e?  Do  Aj  les  droites  fixes 
relatives  respectivement  à  H,  et  «Ho;  ABCD  le 
quadrilatère  formé  par  ces  droites;  montrer  que 
Chyperboloïde  H3,  engendré  par  C intersection  de 
deux  plans  rectangulaires  passant  respectivement 
par  les  diagonales  du  quadrilatère,  appartient  au 
faisceau  ponctuel  linéaire  défini  par  H,  et  Hal 
que  les  pieds  a,  b,  c,  ddes  hauteurs  Aa,  B6,  Ce,  Dddu 
tétraèdre  ABCD  sont  sur  la  courbe  du  faisceau,  et 
que  les  droites  autres  que  les  hauteurs,  qui  joignent 
les  points  A,  B,  C,  D  aux  points  a,  b,  c,  d,  sont  sur 
un  hyperboloïde  H, ,  Ho  ou  H;,. 

III.  L' hyperboloïde  H,  étant  donné,  on  peut,  par 
un  point  A  de  V espace,  faire  passer  deux  hyperbo- 
loïdes  Ha  de  la  seconde  famille,  définis  comme  il  a 
été i ndiqué {\V)\  sur  quelle  surface  S  doit  se  trouver  K 
pour  que  ces  hyperboloïdes  R^soient  confo/idus  ?  On 
peut  de  même,  par  le  point  A,  faire  passer  deux 
hyperboloïdes  H,,  définis  comme  il  a  été  indiqué  (II); 
sur  quelle  surface  S'  doit  être  K  pour  que  ces  hyper- 
boloïdes Hs  soient  confondus  ?  Montrer  que  H, 
coupe  S  et  S'  suivant  la  même  courbe  C,  et  que  fin- 
tersection  de  S  et  S'  se  compose  de  la  courbe  C  et 
cV une  courbe  imaginaire. 

IV.  Construire  la  projection  \\  sur  le  plan  XOY, 
de  la  courbe  C;  montrer  que  V  est  ^enveloppe  de 
cercles  orthogonaux  à  un  cercle  fixe,  et  trouver  le 
lieu  des  centres  de  ces  cercles.    Trouver  le  lieu  des 


(  ^5  ) 
milieux  des  cordes  de  la  courbe  F  qui  pcissent  par 
V  origine. 

I.  On  sait  que  si  deux  plans  rectangulaires  tournent 
respect ivement  autour  de  deux  droites  D,  A  nou  en 
uiême  plan,  leur  intersection  engendre  un  hjperboloïde 
contenant  D  et  A,  ajant  ses  plans  de  sections  circulaires 
per|)endiciilaii  es  à  ces  droites,  et  dont  l'ellipse  de  gorge 
a  pour  axe  focal  leur  plus  courte  distance  ;  inversement, 
si  un  hjperboloïde  a  ses  sections  circulaires  perpen- 
diculaires à  deux  génératrices,  cpu  passent  nécessaire- 
ment aux  extrémités  de  l'axe  focal  de  l'ellipse  de  gorge, 
il  est  susceptible  de  ce  mode  de  génération.  Si  donc 
riiyperboloïde 

peut  être  ainsi  engendré,  les  droites  D  et  Ane  peuvent 
être  que  deux  génératrices  de  même  espèce  passant 
aux  sommets  opposés  situés  sur  X'X  ou  Y'Y. 

Première  famille,  —  D  et  A  passent  aux  extré- 
mités de  l'axe  appartenant  à  X'X  ;  les  équations  de  D 
étant 


(D)  x=       \  z^ 

celles  de  A  sont 

(A)  œ  =  -\  s=_PZ. 

Les  plans  perpendiculaires  à  ces  droites  et   passant 
par  OX,  c'est-à-dire  les  plans 


(^) 


y^ 


(    t6  ) 
devant  êlre  des  plans  cycliques,  l'équation 


x^  ■  K,?.-^.)(y'^^') 


obtenue  en  ajoutant  (i)  et  (2)  nienibre  à  membre,  doit 
représcnler  une  sphère,  d'où  la  condilion 

(3)     •  _L=±__L 

qui  exige  X  >>  a. 

En  remplaçant  D  et  A  par  les  génériitrices  de  l'autre 
système  passant  aux  mêmes  sommets,  on  a  le  même 
iiyperboloïde  H. 

Deuxième  famille.  —  Par  analogie,  si  l'on  a 
(3)'  _L  ^  J î_, 

ix'i  A'2  p'-^  ' 

riiyperboloïde  correspondant  H'  est  susceptible  du 
mode  de  génération  indiqué  dans  l'énoncé,  les 
droites    D'    et    A'    étant    les    génératrices    de     même 


espèce, 

(D') 

J  =       l^'> 

p'  X 

(A') 

y  =  -  \^\ 

p'  X 
^  ~        X' 

Si  A  =  [j.'  et  V  =  UL,  d'où  p  =  p',  on  peut  passer  de 
l'un  des  hyperboloïdes  H  et  H'  à  l'autre  par  une  rota- 
tion d'un  angle  droit  autour  de  OZ. 

Lieu  rie  D  et  A.  —  L'écjuatiou  du  lieu  dos  droites  D 
et  A,  (piand  ).  et  y,  varient,  0  restant  fixe,  s'obtient  en 
éliminant  ).  cl  <j.  entre  les  équations  de  l'une  on  l'autre 
de  ces  droites  et  la  condition  (3),  ce  qui  donne 

(D)  ^2(^2__^-2;,^    p-2^2. 


(  ':  ) 

l.e  lieu  des  droites  D'  et  A'  est  de  même  la  surface  ayant 
pour  équation 

(D')  y'-(z^  —  x^)  =  p^-x^-. 

Ces  deu\  surfaces  sont  symétriques  par  rapport  aux 
plaus  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  plans 
ZOX,  ZOY,  ce  qui  résulte  de  la  position  relative  des 
hyperboloides  des  deux  familles.  Retranchant  la 
seconde  équation  de  la  première,  nous  avons 

d'où  il  suit  aue  rinlerseclion  des  deux  surfaces  se 
composp  :  i°  de  OZ,  ligne  double  de  chaque  surface, 
qui  compte  pour  quali  e  droites  communes  ;  2"  de  deux 
courbes  imaginaires  du  quatrième  degré  contenues  dans 
les  plans  z  =  ±  0  /;  3"  de  deux  coniques  situées  dans 
les  plans  y  =  ±  a:,  et  projetées  sur  le  plan  ZOX  sui- 
vant l'hyperbole  équilatère 

(C)  ^2  — 372=    p2. 

On  déduit  de  là  une  génération  simple  de  la  surface 

(D)  :  (C)  désignant  l'hyperbole  du  plany  =  x  projetée 
suivant  (C'),  celle  surface  est  le  conoïde  droit  ayant  OX 
pour  axe  et  (C)  pour  directrice.  La  surface  (J)')  est 
susceptible  d'une  gérjération  analogue,  en  remplaçant 
OX  par  OY. 

Si  z  =  h  est  l'équation  d'un  plan  P  parallèle  à  XOY, 
il  coiq)e  les  surfaces  précédentes  suivant  des  courbes 
ayant  pour  projections  sur  ce  dernier  plan 

(d')  j2(/,-i  —  x-^)  =  p-^x-^. 

*'-«iivant  l'èipiation  de  (d)  sous  la  forme 

/'2 


7'  = 


P' 

X- 
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(   'B  ) 
nous  trouvons   pour  cette  courbe  la  forme  ci-dessous 
(yfig.  i)  :   elle  admet  les  axes  pour  axes  de  symétrie, 


ON 

/                              ,                                   X 

y  h 

^ 

-—M. 

y 

idi: 

FiK.   I. 


les   droites  j^-=  ±  A    pour  asvmptoles,  rorii;ine  pour 
point  double  d'inflexion,  l.a  courbe (f/)  est  la  sju.élrique 

de  la  précédente  par  rapport  à  la  bissectrice  de  XOY  ; 
les  arcs  situés  dans  cet  angle   se  coupent  au   i)oint  B 

L'aire  hachurée,  corn  prise  entre  OX,  1  arc  OB  de(<i), 
et  l'ordonnée  de  B,  a  pour  valeur 


/ 


y  dx  =    I 


\/x-  -t-  p- 


L'aire  comprise  entre  les  arcs  OB  des  deux  courbes  {d) 
et  {d')  vaut 

Le    poinl    Hn-csl   ré.l  ,,n-à  parti,    d.-    h      ,\    \^    volume 
engendré   par  celte  aire   et  compri.  entre  les  plans  de 


(  19  ) 
cote  z-i  e\  Z2  a  pour  expression 

II.  Soient  H,  un  hyperboloïde  de  la  première  famille 


0^>l^): 


les  droites  correspondantes  D,  et   ii,  ayant  pour  équa- 
tions 

1   ./■  =  X,  i  ■''  =  ~  ^^' 


(H,) 

h^j^ 

avec 

(3) 

I 

a- 

(             I 

el  Ho  un  hv|)(n'holoïde  de  la  seconde  famille 


f2     zi 

X^   ^    a' 2 


avec 

(3)' 


(I^' >>-'), 


A '2  ;i.'2  p'? 

les  droites  D^  el  Ao  ayant  pour  équations 


(D.) 


\  y  =  !-^'' 


p  a*  ^ 

X'  ' 


(A,) 


r  =  —  1-^  ' 


Ecrivant  que  D,  et  Dj  se  coupent,  nous  avons  la    con- 
dition 

A[-».  X' [jl' 


(.1) 


<pi'on  Irouvcrail  égaicmcnl  en  ('-crivant  que  I),  et  Ao  se 
coupent,  ou  D^  el  A,,  ou  A,  cl  \.,.  Donc  à  un  système 
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(a,  u,  p)  correspondent  une  infinilé  de  systèmes 
(V,  u',  p')  satisfaisant  aux  conditions  (3)'  et  (4),  autre- 
ment dit  à  un  H,  correspondent  une  infinité  de  H2  tels 
que  les  droites  fixes  relatives  à  H,  et  les  droites  fixes 
relatives  à  chaque  Ho  forment  un  quadrilatère  gauche 
ABCD  ;  H,  étant  supposé  fixe,  le  lieu  des  droites  D2,  A2 
relatives  à  Ho  est  le  piiraboloïde  équilatère  passant 
par  D, ,  A, ,  et  ayant  XOZ  pour  plan  directeur  {^fig.  2  ) 


Fis.  2. 


Les  coordonnées  des  sommets  du  quadrilatère  gauche 
ABCD  sont  : 


(Aj 


avec 


1  \^^  /o  .    !  1^'. 


(B^ 


(G)   '       ;    '        (D) 


c., 


Les  diagonales  AC  et  \VÙ  ont  pour  équations 


(AC) 


{y-'^-' 


(BD) 


(Jt  X 
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Observons  que  les  relations  (3)  (3)',  (4)  qui  lient  les 
paramètres  de  H,  et  H^  entraînent  la  suivante 

donc  les  distances  focales  des  ellipses  de  gorge  de  deux 
tels  hyperboloïdes  sont  égales,  et  les  ellipses  de  gorge 
de  tous  les  H^  correspondant  à  un  même  H,  sont 
honiofocales . 

Soit  M  [x^y,z)  un  point  de  l'hyperboloïde  H» 
engendré  par  l'intersection  de  deux  plans  rectangu- 
laires passant  respectivement  par  AC  et  BD  ;  les  plans 
MAC  et  MBD  ont  pour  équations 


(  MAC  ) 


p[a 


(MBD) 


-  X 

-  \^' 

a 

X 

Y 

Z          1 

X 

y 

z           I 

X       — 


L'équation  de  H3  est  la  condition  de  perpendicularité 
de  ces  plans,  c'est-à-dire 


(H;,)         —   [JL'2:r2-f-X2_^2_|_(X5_   [j,'2)z2_,_ 


p2  IX- 


(tx'2_X2)^0. 


Les  équations  de  H,  et  Ho  étant 


(  FI  I  )  -—  jjLÎ  .r2  -h  X2  72 . 


X2  a2 


X'2  a'î 

(  II,  )  =  IJL'2a-2  -4-  X'2  v2 1 


X2    |Jl2    =  O, 
X'2  fx'2  =  O, 


(    ^2     ) 

un  calcul  aisé  montre  que 

[j,'2  (  X2  ^   X'-2  )  (  H  ,  ,  _  X2  (  ,j,2  +   ,/2  )  (  H,  ) 

est  idenlique,  à  un  facteur  près,  eu  tenant  compte  des 
conditions  (3),  (3)',  (4),  au  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  H3,  ce  qui  établit  que  les  trois  hyperboloïdes 
appartiennent  à  un  même  faisceau  jionctuel.  On  peut 
s  en  rendre  compte  géométriquement  à  l'aide  du  théo- 
rème suivant  :  ABCD  et rt/tt  un  tétraèdre  quelconque^ 
M  un  point  de  Vespace.  si  les  plans  MAB  et  MCD, 
MBC  et  MDX,  sont  rectangulaires,  il  en  est  de  même 
des  plans  MAC  et  MBD. 

Rappelons  que  les  cercles  décrits  sur  les  trois  diago- 
nales d'un  quadrilatère  complet  comme  diamètres  ont 
deux  joints  communs,  d'où  il  résulte  que  le  lieu  des 
points  de  l'espace  desquels  on  voit  deux  diagonales,  et 
|)ar  suite  les  trois,  sous  un  angle  droit,  est  le  cercle 
ayant  pour  diamètre  le  segment  qui  joint  ces  deux 
points,  et  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  du 
(piadrilalèie. 

Pour  établir  que,  les  plans  MAB  et  MCD  étant 
rectangulaires,  ainsi  que  MBC  et  MDA,  il  en  est  de 
même  des  plans  MAC  et  MBD,  menons  en  M  des 
perpendiculaires  à  ces  plans  et  coupons-les  par  un 
plan  II  qui  les  rencontre  aux  poinlsa/>,  cd,  ...,  Od.  Les 
droites  Mab,  Mrtc,  Mad,  perpendiculaires  à  MA,  sont 
en  même  plan,  et  les  points  ab,  ac^  ad  sont  en  ligne 
droite;  il  en  est  de  même  des  points  ab,  bc,  bd,  des 
points  ac,  bc,  cd  et  des  points  ad,  bd,  cd,  de  sorte  que 
ces  six  points  fortneni  un  (piadrilatère  complet. 

A  cause  de   rhv|)oilièse,   les   angles  \ab,M,cd)  et 

\bc,M,ad )  sont  droits;  par  suite,  la  troisième  diago- 
nale esl   vue  aussi   de  M  sous  un   angle  droil,    l'angle 


(  ^3  ) 

{a^^^M^d)  est  droit;  les  plans  MAC  etMBD,  qui  sont 
perpendicuUures  :uix  côtés  de  cet  angle,  sont  bien 
rectangulaires.  c.q.f.  d. 

Si  nous  appelons  fï„  H,,  H,  les  hjperboloïdes  ayant 
pour  droites  fondamentales  AB  et  CD,  BC  et  AD,  AC 
et  BD,  ce  théorème  montre  que  tout  point  commun  à 
deux  de  ces  surfaces  appartient  à  la  troisième  :  ces 
hyperboloïdes  font  partie  d'un  même  faisceau  ponctuel. 
'  Ainsi  //  existe  une  infinité  de  points  déterminant 
avec  chaque  groupe  d'arêtes  opposées  un  dièdre 
droit,    et    ces    points   forment    une   biquadratique 

gauche. 

Si  a  est  le  pied  de  la  hauteur  issue  de  A,  les 
plans  ABrt,  DCa  sont  rectangulaires,  et  leur  droite 
commune  Ba  est  une  droile  de  H,;  de  même  Drt, 
intersection  des  plans  rectangulaires  AD«  et  BCa,  est 
une  droite  de  H,,  et  enfin  G«  une  droite  de  H3;  même 
propriété  pour  les  droites  analogues  relatives  aux  autres 
hauteurs  du  tétraèdre;  ainsi  H2  contient  les  droites  Ba, 
A6,  Cr/,  De;  H,  contient  les  droites  Da,  kd,  Bc,  C6; 
ei  H3  les  droites  Crt,  Ac,  D6,  B^.  Les  points  «,  b,  c,  d 
sont  bien  sur  la  biquadratique  commune  aux  trois 
hyperboloïdes. 

On  peut  observer  que  ces  propriétés  s'appli(iuent  à 
un  tétraèdre  quelconque,  et  non  pas  seulement  à  un 
tétraèdre  à  arêtes  opposées  égales  comme  celui  que 
forment  les  droites  D,,  A,,  D2,  A-,. 

111.  i;hyperboloïde  11,  (A,  [J-,  p)  de  la  première 
famille  étant  donné,  et  par  suite  ses  droites  fondamen- 
tales D,,  A,,  tout  système  de  droites  D2,  Ao,  parallèles 
au  plan  XOZ,  écpiidislantes  de  ce  plan  et  s'appuyant 
sur  D,,  A,  et  OY,  détermine  un  H^;  donc,  par  un 
point  A  de  l'espace,  passent  autant  de  H,  qu'il  existe  de 
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systèmes  D^,  A2  pour  lesquels  les  plans  (A,  D2)  et 
(A,  A2)  sont  rectangulaires. 

Soit  P  le  |)araboloïde  lien  des  droites  D2,  Ao  :  le  lieu 
géométrique  des  milieux  des  cordes  déterminées  par  P 
sur  des  droites  issues  de  A  est  un  paraboloïde  homo- 
thétique  de  P,  coupant  par  suite  le  plan  XOZ  suivant 
une  droite,  de  sorte  que  le  lieu  des  droites  /,  passant 
en  A,  et  s'appuyant  sur  deux  droites  D2,  A2  équidis- 
tanles  de  ce  plan  est  un  plan  p.  D'autre  part,  consi- 
dérons deux  droites  D^,  A',  telles  que  les  plans  (A,  D'^), 
(A,  A.,)  soient  rectangulaires;  comme  ces  plans  sont 
tangents  à  P,  le  lieu  de  leur  droite  commune  V  est  un 
cône  de  second  degré  c. 

A  tout  système  de  droites  D2,  A2  coïncidant  avec  vm 
système  D'^,  A'^,  c'est-à-dire  à  toute  droite  /  confondue 
avec  une  droite  V ^  correspond  un  H2  passant  en  A,  et 
réciproquement  :  donc  il  passe,  par  tout  point  de 
l'espace,  deux,  un  ou  zéio  hypeiboloïde  Ho. 

Poui-  que  les  deux  Ho  soient  confondus,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  plan  p  (|)lan  focal  relatif  à  A  du  complexe 
linéaire  formé  parles  droites  coupant  P  en  deux  points 
équidistanis  du  plan  ZOX)  soit  tangent  au  cône  c 
(cône  relatif  à  A  du  complexe  des  droites  par  lesquelles 
passent  deux  plans  tangents  à  P  rectangulaires)  :  le 
lien  (les  points  satisfaisant  à  cette  condition  est  une 
surface  S  dont  nous  allons  déteiininer  l'équation. 

Les  hyperholoïdes  H2  passant  par  /V(:r,  y^  s)  sont 
déterminées  par  les  relations  suivantes  en  )/,  pi',  p'  : 

1    _    I  I 

X'  (jl'         \\x 

~p^  ~  p  ' 

x"-         y^        z"-   _ 
X'-        [Jl'-        p'- 


(  =^5  ) 

I  I  I  ■  I  17    '  ■ 

c-n  et sont  les  racines  de  1  ecination 

A  -  'J.  -  '■ 


d'où 


I  p^ 

-  h'  jx-  p  ^ 


X- 
1 


L'équation  correspondante  en  o'  est 


a-j —  y  ,     „  ,        /      I  O-î  s- 

• ^    +  (.r2  4-7-2)4  /  —77  -(-  .      '  ,    ,, n   =  I  , 

■2  0  2  V       4?  A2[Jl3s2  P^ 

qui  peut  s'écrire 

4  ?  *  +  4     2^2  —  a?-  -f-  V2  —  i ; ^ 0'2 

-+-  (iz'^  —  X-  -^  y^  f  —  {  X--+-  y'^  )-  =  o, 

équation  du  second  degré  en  p'- ;  donc  il  passe  bien 
deux  hyperboloïdes  Ho  par  tout  point  de  l'espace.  La 
surface  S  sur  la(|uelle  doit  se  trouver  le  point  pour 
que  ces  livperboloïdes  soient  coufondus,  a  pour 
équation 

—  (23-  —  X'  -+- y-)'^  -h  (x-  -h y-)-  —  o, 
ou 

—  2(2-52—  :r2  +  J>'2)y^  +  (a72-|-j2)2^^    -f-l   =0, 
OU 

(S)  [p2(a.2^^2)  _^.X2jj.2]2_  4X2jj^2p2(^2^_2Î)  ==  q. 

On  verrait  de  même  que,  par  tout  point  de  l'espace 
passent  deux  hjperboloVdes  H3,  et  que  le  lieu  des  points 
[)Our  lesquels  ils  sont  confondus,  est  la  surface 

(S')  [[x2(^2^_32)^X2p2]2_4X2|jt2p2(^2+52)   ^^ 
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Retranchanl  cette  équation   de  la  précédente,  nous 
obtenons 

ce  qui  montre  que  l'intersection  des  surfaces  S  et  S' se 
compose  de  deux  parties  :  une  courbe  imaginaire  el 
une  courbe  C  appartenant  à  la  quadricpie 

p-{X--^    r'^  )  -+-  >v-[i.2—    a-2(.7^2_,_  52^  _  X'I  ;2  —  o_ 

En  tenant  compte  de  la  condition  — -  =  —  H rj  on 

reconnaît  l'équation  de  H, ,  de  sort»;  que  C  appartient  à 
cet  hvpetboloVde. 

1\  .  L'équation  de  la  projection  F,  sur  le  plan  XOY, 
de  la  courbe  C,  s'obtient  en  éliminant  :;-  entre  l'équa- 
tion ci-dessus,  et  celle  de  S,  ce  qui  donne 

—  4  ^^   \x^  0-  \  y-  ^  ' ■ ! ■ —      =  o . 

En  substituant  à  o-  sa  valeur  ^^-^ — -  dans  cette  étiua- 

'  A-  —  ;J.-  ' 

tion,  on  peut   la  nulire  sous  la  forme 

(T)     {x^-^y^-y^ 

-H2[(a2  — 3a-').r2-+-([j.2  —  3X2)^^]  -f~  (  X'-^ -4-  jjti)2  =  o, 

qui  r('[)résenle  une  quarti(|ue  bicirculaire  qui  a  les 
axes  de  coordonnées  pour  axes  de  svmétrie;  montrons 
qu'elle  admet  deux  anallagmatics. 

On  sait  que  l'enveloppe  d'un  cercle  mobile 

X-  -h  y-  —  IV. X  —  >.  py  -i-  2 0  =  o 
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qui  coupe  orlhogonalement  le  cercle  fixe 

et  dont  le  centre  décril  la  conique  qui  a  pour  équalion 

tangeutielle 

F(h,  i>,  w)  =  o 

a  pour  équalion 

/                        „      ^        '"'"''  -+-  V'  \ 
F  (  X  -  ao,  y  -  l^u,  Oo ^  j  =  o- 

Dans  le  cas  actuel,  la  conique  déférente  a  une  équa- 
lion de  la  forme 

A  f/2  -+-  A'  i'-  —  (v2  =  o, 

ce  qui  donne  pour  l'enveloppe 

A  (3-  -  ao  Y'  +  A'(  j  -  [ioV  -  (^-^o j    =  o 

ou 

-4-  8  A  'A.x  +  8  A'  poJK  -+-  4  (S"^  —  A  a2  —  A'  [32  )  =  o. 

En   identifiant  celte  équalion    avec   celle  de    F,   on 
obtient 

40^     ou     RJ  =  (X2-Hf^M^ 

2(  A    -H   Oo)  =    ^' ^  i-'-"''- 

—  2(  A'-i-  o„)  =  i-t-—  ;î  X-- 
On  en  conclut  : 

,..  r2^X2+1JlS         A  =  2^^^         A'='2X2. 

La  déféi'cnle  est  l'ellipse 

1  [Jl2  «2  -1-  9.  X2  t'2 M^2  =   O 


x~         y^ 
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et  le  cercle  fixe 

2°  R2^_(X'-+   [Jl2),  X   =   lJ.'-—\\  A'=X2—   ,jl2. 

La  déférente  est  l'hyperbole  équilatère 

(  ;j.2  —  X2  )  (  1(2  —   1-2  )   —    (V2  =   O 

OU 

(  S')  X^  j2  _,_  X2 ,j.2  _   o 

et  le  cercle  fixe 

.r2-1-j2=:—  (X2-h   [Jl2). 

L'équation  de  F  en  coordonnées  polaires  étant 

r*  -+-  2  [(  X2  —  3  ;x2)  cos2  w  -f-  (,-jl2  —  3  X2)  sin2  to]  r^  +  ( X2  +  [jl^  )2  =  o, 

une  droite  passant  par  l'origine  coupe  celte  courbe  en 
quatre  points  symétriques  deux  à  deux  par  rapport  à 
l'origine  :  A(;-'),  A'(—  r'),  B(r  ),  B'(—  /•"),  les  rayons 
vecteurs  /■'  et  /■"  de  A  et  B  étant  supposés  positifs;  le 

milieu  M  de  AB  a  pour  rayon  vecteur  — — — ,  et  comme 

(  r'  -f-  r"  )"-  =  r'-  -+-  r"-  -+-  1  r'  r" 

=  —  2[(X2 —  3[i.2  )  C0S2  W  -(-  ([i.^ 3X2)  5in2tu] 

-|-2(X2+  [Jl2) 

=  8(X2  sin^to  -+-  [J.2  cos2a)), 

l'équation  du  lieu  du  milieu  de  AB,  et  aussi  du  milieu 

de  A' B',  est 

/•2  =  2(X*  sin2oj  -f-  a2  cos'  \i) 
OU 

(y)  (3»2-Hjk2)2=   •2([Jl2a72-|-X2j2). 

Le    ludicu    M'    de    AB'   a   de   même    pour   rayon    vec- 
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r  —  /• 
leur >  et  comme 


=  —  ((X^^-  [i.-)  (oos-co  —  sin^to), 

l'équalion  du    lieu    du    milieu   de    AB',   et  du    milieu 
de  A'B,  est 

r-  =  —  (  X^ —  iJ.-)  {co  s -M  —  sin'2  w) 
OU 

Ces  deux  courbes  sont,  comme  F,  des  quartiques 
bicirculaires  doul  chacune  admet  deux  symétries  et 
deux  anallagmaties. 

La  première  (y),  qui  a  un  point  douMe  isolé  à  l'ori- 
gine, est  la  podaire  de  ce  point  par  rapport  à  l'el- 
lipse (o),  déférente  de  F,  comme  il  résulte  des 
propriétés  des  anallagmatiques,  et  aussi  l'inverse  de 
l'ellipse 

2  X^  2  (Jt^ 

par    r.qjport    à     l'origine,    la     puissance    d'inversion 
étant  2^^. 

La  deuxième  (y'),  qui  a  en  O  un  point  double  à 
tangentes  rectangulaires,  est  la  podaire  de  ce  point  par 
rapport  à  l'autre  déférente  (o'),  et  aussi  l'inverse  de 
cette  hyperbole  équilatère  par  rapport  à  l'origine,  la 
puissance  d'inversion  étant  (A- — tj.-)  :  c'est  une  lem- 
niscale  de  Bernoulli  doul  les  sommets  appartiennent  à 
l'axe  non  focal  de  l'ellipse  de  gorge  de  Hj ,  leur  distance 
étant  égale  à  la  dislance  focale  de  cette  ellipse. 
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CORRESPOI\DA\CE. 


M.  J.  Pàl.  —  Au  sujet  d'un  article  récent  de  M.  R.  Bri- 
ca/'û?  (191 4,  p-  19)-  —  La  question  traitée  dans  cet  article  a  déjà 
fait  l'objet  des  deux  Mémoires  suivants  de  M.  H.  Jung  : 

i"  Ueber  die  kleinste  Kugel,  die  eine  rduniliche  Figur 
umschliesst  {Journal  de  Crelle^  t.  12'.),  1901,  p.  ■i^i-iS']). 

2"  Ueber  den  kleinsten  Kreis,  der  eine  ebene  Figur  um- 
schliesst {Journal  de  Crelle,  t.  137,  '9'o,  p.  3io-3i3). 

Je  nie  suis  occupé  de  mon  coté  du  théoième  qui  concerne 
les  ensembles  plans,  et  voici  la  démonstration  à  laquelle  je 
suis  arrivé,  il  y  a  quelques  années  : 

Soit  M  un  ensemble  de  points  situés  dans  le  |)laM.  Soit  E 
l'élongation   de  l'ensemble.    Je   dis   qu'il  existe   un   cercle  de 

ravon  au  plus  égal  à  -—  renfermant  tout  lensemble. 

v/3 

Tout  d'abord,  on  peut  supposer  que  l'ensemble  est  fermé. 
On  démontre  d'une  manière  élémentaire  qu'il  existe  un  cercle 
de  rayon  minimum  (et  un  seul  qui  renferme  l'ensemble). 
Soient  Ko  ce  cercle,  Co  son  centre  et  po  son   rayon.    On   veut 

démontrer  qu  on  a  Po  =  — r- 
\/3 
M  étant  fermé,  la  périphérie  de  Ko  contient  des  points  de  M 
qui   forment   un   ensemble   fermé  m.    Soit   e^E  l'élongation 
de  m.  Il  existe  alors  deux  points  de  /«,  A  et  A',  tels  que  leur 
distance  AA'  =  e  ^  E. 

F  ^''^v 

Supposons  po  >  -p-  Alors  l'angle  ACoA'  est  plus  petit  que 

v/3 

1,10";  par  conséquent,   F   étant  un  point  aibilrairc  sur  le  plus 

grand  des  arcs  AA',  on  a  APA'<6o°.   Mais  alors,  AI'  ou  A'P 
est  plus  grand  que  AA' ;  donc  P  n'est  pas  un  point  de//?  (AA' 
étant  égal  à   l'élongation  de  m);    on   trouve   ainsi   que   l'en 
semble  m  est  situé  sur  le  plus  petit  des  arcs  AA'. 
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Menons  une  corde  BB'  parallèle  à  AA',  entre  AA'  et  Cq. 
M  étant  fermé,  aux  environs  du  plus  grand  des  arcs  BB'.  il 
n'existe  pas  de  points  de  M.  Par  suite,  si  Ci  est  assez  voisin 
de  Co  et  situé  à  la  même  distance  pj  <  po  de  B  et  de  B',  le 
cercle  de  centre  G,  passant  par  B,  contiendra  l'ensemble  M. 
C'est  une  contradiction,  parce  que  po  est  le  rayon  le  plus  petit 
possible. 


CERTIFICATS  DE  MATHÉMATIQIES  GENERALES. 


Grenoble. 


Épreuve  théokiqie.  —  Un  considère  une  verticale  ascen- 
dante Oy  et  une  liorizuntale  Ox  qui  la  rencontre  ;  soit  M 
un  point  matériel  de  masse  m,  de  coordonnées  (x,  j'), 
situé  dans  le  plan  xO y.  Ce  point  est  pesant  ;  il  est  en  outre 
repoussé  par  chaque  élément  V  de  la  verticale  Oy  avec 
une  force  qui  est  proportionnelle  à  la  masse  m,  à  la  masse 
de  Vêlement  F,  est  inversement  proportionnelle  à  la  4*  puis- 
sance de  la  distance  PiM. 

On  demande  : 

i"  Quelles  sont  les  projections  sur  Ox  et  sur  Oy  de  la 
résultante  des  forces  appliquées  au  point  M  ? 

2"  Ecrire  les  équations  du  mouvement  du  point  I\I  sous 
l'action  de  ces  forces,  et  intégrer  ces  équations  sachant  que 
lu  vitesse  initiale  du  point  M  est  contenue  dans  le  plan  xOy. 

3"  Etudier  sommairement  les  divers  mouvements  pos- 
sibles; en  particulier  tracer  approximativement  les  diverses 
formes  que  peut  affecter  la  trajectoire  suivant  les  condi- 
tions initiales.  On  montrera  que  cette  trajectoire  ne  peut 
jamais  rencontrer  la  verticale  Oy. 

a"  Etudier  plus  particulièrement  le  mouvement  lorsque 
la  vitesse  initiale  du  point  M  est  verticale;  on  distinguera 
le  cas  où  elle  est  dirigée  vers  le  haut  et  le  cas  où  elle  est 
dirigée  vers  le  has  ;  on  précisera  dans  ces  deux  cas  la 
jorme  de  la  trajectoire  en  étudiant  sa  concavité. 
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5°  On  peut  toujours  supposer  qu'on  a  choisi  Ox  passant 
par  la  position  initiale  du  point  M.  Dans  le  cas  ou  la 
vitesse  initiale  est  verticale  ascendante,  la  trajectoire  coupe 
alors  Ox  en  un  deuxième  point. 

Calculer  l'aire  limitée  par  Ox,  entre  les  deux  points.,  et 
la  trajectoire  du  point  M  en  supposant 

Vq—  g.  Xo=  2  K  =  I. 

EpRELVE  PRATIQUE.   —  Calculer  les  racines  de  l'équation 
3.r^-t-  22  373  +  63a"2-H  34.2:  —  24  =  0 
avec  une  erreur  inférieure  ou  au  plus  éi^ale  à  • 

(Juillet   1913.  ) 
Epreuve  théorique.  —  Intégrer  V équation  différentielle 


dx 


T^y 


Former  l'équation  de  la  courbe  intégrale  qui  passe  par 
l'origine  des  coordonnées,  et  construire  cette  courbe  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i. 

Former  les  quatre  premiers  termes  {c  est-à-dire  les 
termes  de  degré  o,  i,  2,  3)  du  développement  en  série  de 
Mac-Laurin  pour  V inté i^'rale  précédente,  et  en  déduire  la 
forme  de  la  courbe  dans  le  voisinage  de  l'origine  des 
coordonnées. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  à  J—  près  la  racine  posi- 
tive de  l'équation 


1"  Centre  de  gravité  de  la  portion  de  l'ellipsoïde 
x^         V"^        32 

situé  au-dessus  du  plan  z  =  o.  (Novembre  I9i3.) 
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Lille. 

lipKiiUVE  THKORIQUK.  —  1.  Question  de  cours.  —  Composition 
des  niouveinenls  vibratoires  rectilignes  de  même  période 
parallèles.  Interférence. 

II.  Problèmes.  —  i"  Trouver  le  lieu  géométrique  du 
milieu  d'un  segment  de  longueur  donnée  dont  le&  extré- 
nùtés  se  déplacent  sur  un  cercle  de  rayon  r  et  sur  un  dia- 
mètre fixe  de  ce  cercle. 

Indiquer  quelle  doit  être  la  longueur  donnée  pour  que 
le  lieu  soit  la  courbe  (F)  représentée  par  V équation 

x'*  -\-  \ox'-y-  -t-  9 j-'*  —  4  '■' X'  =^  <»j 

le  diamètre  fixe  étant  pris  pour  axe  des  abscisses  et  le 
diamètre  perpe ndiculaire  pour  axe  des  ordonnées. 

Constiuire  la  courbe  (F),  calculer  V aire  de  la  région 
du  plan  qu'elle  limite. 

2"  Etant  donnés,  dans  un  plan,  un  pôle  0  et  un  axe 
f)olaire  Ox,  trouver  toutes  les  courbes  telles  cjue  l'aire  du 
triangle  curviligne  limité  par  l'axe  polaire,  un  arc  de  la 
courbe  et  un  rayonvecteur  quelconque  soit  proportionnelle 
à  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe. 

Epreuvk  pratique.  —  I.  Gtoniétrie  analytique.  —  x  variant 
de  G  à  T.,  on  considère  la  courbe  représentée  par  l'équation 

y  =  e~''v-  ûnx. 

i"  Calcule/-  te  maximum  de  y. 

Soit  A  le  point  correspondant  de  la  courbe.  Calculer  le 
rayon  de  courbure  en  ce  point. 

•>P  Soit  n  le  point  d'abscisse  tt.  Calculer  en  degrés  et 
minutes  l'angle  que  fait  en  ce  point  la  tangente  à  la 
courbe  avec  l'axe  des  x. 

)"  Calculer  l'aire  limitée  par  l'a/c  Al>,  la  x:er tirai e  du 
point  A  et  l'axe  Ox. 

4"  Déterminer  les  coordonnées  du  point  d' in  flexion. 

II.  Mécanique.  —  Pendule  composé  dont  l'axe  de  sus- 
pension n'est  pas  horizontal.  Un  corps  solide  est  pesant  et 

An/i.  de  Matliëniat,,  4"  série,  l,  X.V.  (Jaiivier  lyi  j.)  3 
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mobile  autour  d'un  axe  qui  fait  avec   le  plan  ho/izontal 

Vangle  M  o<  t  <—  )•  Donner  V équation  différentielle  du 

mouvement  :  on  déterminera  la  position  du  solide  par 
l'angle  G,  compté  algébriquement,  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  gravité  sur  l'axe  de  rotation  avec 
celle  de  ses  positions  où  elle  a  la  plus  grande  pente  et  est 
dirigée  vers  le  bas.  Positions  d'équilibre  du  solide.  Montrer 
qu'il  existe  un  pendule  simple  oscillant  dans  un  plan 
vertical  et  synchrone  du  pendule  composé  considéré.  Com- 
ment  change  la  durée  des  oscillations  infiniment  petites 
d'un  pendule  composé,  si  on  le  fait  osciller  successivement 
autour  du  même  axe  {par  rapport  à  lui)  placé  d'abord 
horizontalement,  puis  faisant  l'angle  i  avec  le  plan  hori- 
zontal? (Juillet  igiS.) 

EpRKUVE  THÉORiQiiE.  —  I.  Problèmes.  —  i°  Etant  donnés 
trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz, 
construire  les  projections  sur  les  plans  de  coordonnées  de 
la  courbe  (F)  représentée  par  les  équations 

■2 


K(    -i        ¥) 
a7=:7-costp,         7  =  rsincf,         z  =  —  \e      H- e     /> 


où  /•,  K,  ©  désignent  deux  longueurs  données  et  un  angle 
variable. 

Rectifier  la  courbe  (F). 

Montrer  que  les  tangentes  à  (F)  touchent  une  sphère  de 
centre  0. 

'2°  Dans  un  plan  rapporté  a  un  pôle  O  et  à  un  axe 
polaire  Ox.  construire  la  courbe  (G)  représentée  par 
l'équation 

p  —  a  ri'"'K'", 

(0  et  p  désignant  l'angle  polaire  et  le  rayon  vecteur  d'un 
point,  a  étant  une  longueur  donnée. 

former  et  intégrer  l'équation  différentielle  des  trajec- 
toires orthogonales  de  la  famille  de  courbes  engendrée 
par  (G)  quand  a  varie. 

II.  Quesiion  de  cours.  —  Définir  le  mouvement  hélicoïdal 
uniforme  d'un  corps  solide  par  application  de  la  compo- 
sition des  mouvements. 


(  '^5  ) 

ÉpuEiVK  FKATIQUE.  —  I.  Un  point  matériel  M,  de  niasse  m, 
est  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur,  gui  lui  imprime 
l'accélération  g^  et  d'autre  part  à  une  attraction  issue 
d'un  point  fixe  O,  constante  et  égale  en  valeur  absolue 
à  mg. 

Démontrer  que  la  résultante  de  ces  deux  forces  dérive 
d'une  fonction  de  forces.  Définir  géométriquement  les 
surfaces  de  niveau. 

Le  point  M  est  soumis  aux  deux  forces  précédentes  et 
assujetti  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  une  droite 
horizontale  Ox  passant  par  le  point  O.  On  le  place  en  un 
certain  point  Mg  de  Ox,  et  on  le  lance  avec  une  certaine 
vitesse,  vers  le  point  O  ou  dans  la  direction  opposée.  Quel 
est  le  mouvement  du  point  M  jusqu'à  ce  qu'il  atteigne  le 
point  O  ?  Calculer  la  réaction  de  la  droite  Ox. 

II.  Calculer  l'intégrale 

r  '  dx 


J^      {x''-r-l)ix^-^  X  +  l) 

(  Ai'oveiiibre  191 3.) 

Lyon. 

Éprelve  ÉCKirE.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et 
la  surface  (  P  )  qui,  rapportée  à  ces  axes,  a  pour  équation 

z  =  x"--^  JK-. 

On  porte  sur  Or  une  longueur  OA  égale  à  l'unité  et 
l'on  considère  le  cylindre  (C)  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  Oz  et  dont  la  base,  dans-  le  plan  xOy,  est  le 
cercle  de  diamètre  OA  : 

1"  Montrer  que  les  surfaces  (P)  et  {C)  se  coupent  sui- 
vant une  ellipse  dont  on  calculera  la  surface. 

•2"  Trouver  le  volume  V  du  solide  limité  par  le  cylindre 
(G),  le  plan  z  —  o  et  la  surface  i  V  ). 

3"  Calculer  la  portion  de  la  surface  du  cylindre  \  C  i 
limitée  par  le  plan  z  =  o  et  la  surface  (  P  ). 

4°  Calculer  l'intégrale  curviligne 


f  V^-^'  -^  ^j  dx  - -1  y^  dy 


(  30  ) 

prise  le  long  du  cercle  de  base  du  cylindre  (  C  ).  Pour 
quelle  raison  ta  valeur  absolue  de  cette  intégrale  est-elle 
égale  au  volume  V  demandé  dans  i"'? 

Épreuve    pratique.     —    i"    Intégrer    l'équation   diffé- 
rentielle 

a7'-(n-  x-Yy"  =  2. 

•2°  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 
j^  =  L  I —  1  -T-  3:z"  arc  tanga-. 

3"  Asymptotes  de  cette  courbe. 

4°  Calculer  des  valeurs  approchées  à  jL  près  des  abs- 
cisses des  points  où  cette  courbe  coupe  Ox. 

(Juillet  191').) 

É'PHEUVE  ÉciurE.  —  I.   i  "  Intégrer  l'équation 

1°  Troui-er  toutes  les  courbes  intégrales  telles  que,  pour 
X  =  i ,  on  ait  y'  =^  i  ou  y'  ^=  —  1 . 

3"  Forme  de  ces  courbes. 

4°  Soit  y  =^f  {x)  l'équation  de  la  courbe  intégrale  qui 
passe  par  l'origine  et  qui  est  tangente  en  ce  point  à  l'axe 
des  X.  Déterminer  une  constante  a  telle  que 

f{x)  —  ax^ 


ait  une  limite   finie  lorsque  x  tend  vers  zéro.    Valeur  de 
cette  limite. 

II.  Dis-cuter  l'équation 

iX  -\-  \j\lX  —  1 1  =  o 

et  calculer  ses  racines  à  j',,  près. 

Mécanique.  —  Co/nme/it  />a/rie/it-on  à  énoncer  le  prin- 
cipe de  la  conservation  de  l'énergie.  Systèmes  au. rquels 
s  'applique  ce  pri/ici/>e. 

Exercice.  —  Un/xn/it  matériel  "SX  de  masse  m  est  repoussé 


(  ^7  ) 

par  un  centre  fixe  O  suivant  une  force  dont  l'intensité  n 

mK-         ,  ,-  .1,1, 

pour  expression —  .  ou  K  est  une  constante  réelle  donnée. 

On  demande  de  trouver  la  trajectoire,  en  supposant  qu'à 
l'origine  du  mouvement  la  vitesse  <'o  est  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur  initial  OMo  =  /"n  et  que  l'on  a  de  plus 
K2  =  3;'2  (,2  5j  ig  temps  le  permet  on  examinera  de  plus 
près  la  courbe  trajectoire . 

Epreuve  prvtiqie.  —  I.  Soient  K  et  ^  deux  points  qui, 
par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires^  ont  respectivement 
pour  coordonnées  :  x  ^=  i,  )'  =  o,  z^o  e/  rr  ^  i,  ^'  =:  i,  z  =  o. 
Trouver  le  volume  du  solid^  limité  par  le  plan  z  ^  o,  la 
surface  z  =x  \/x--i-j^  et  le  prisme  droit  qui  a  pour  base 
le  triangle  OAB. 

Les  candidats  traiteront  la  question  successivement  par 
les  différentes  méthodes  qu'ils  connaissent. 

II.  Calculer  les  intégrales 

/      (i  -^  X-)-  d.r.  I 

(  Novembre  191  3.) 

Marseille. 

EiMiEuvE  ÉciuTE.  —  1°  Construire  la  lemniscate  p2  =  a2cos2to. 
Calculer  :  l'angle  V  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec 
le  rayon  vecteur  qui  va  au  point  de  contact;  —  Vangle  a 
que  fait  cette  tangente  avec  Vaxe  polaire;  —  l'angle  9 
que  fait  la  normale  à.  la  courbe  avec  le  même  axe  polaire  ; 
—  Vangle  polaire  10  étant  pris  pour  terme  de  comparaison. 

■i°  Calculer.,  avec  w  variable  indépendante.,  la  dijféren- 
tielle  ds  de  V arc  de  la  courbe,  la  comparer  à  f/a  et  en 
conclure  le  rayon  de  courbure  en  un  point  en  fonction  du 
rayon  vecteur  p. 

3"  Calculer  laire  d'un  secteur  de  lemniscate,  en  parti- 
culier d'une  boucle. 

4°  Enfin,  on  fait  tourner  la  lemniscate  autour  de  l'axe 
qui  passe  par  ses  sommets.  Calculer  les  ravons  de  cour- 
bure des  sections  normales  principales  en  un  point  de  la 
surface  de  révolution  obtenue. 


(38) 

Solution. 

p  diminu;iiU  quand  w  varie  de  lo  à  -  >  l'angle  aigu  V  de  la 

4 
tangente    avec  le    rayon   vecteur   est   déterminé   par    la    for- 

mule  tang  V=  —  -,  •  On  obtient  —  par    une    dérivation  loga- 

P  P 

rithmique  et  l'on   a  V  = 2m.  On   voit  ensuite   que   l'on  a 

1 

a  =  3(0 et  enfin  0  =  3oj,  résultat  remarquable. 

Des  formules 

as  =  ■  et  rfa  =  J  crw 

v/cos2  w 

on  tire  de  suite 


Pour  le  secteur,  on  a 


3    p 


-  a^  sin  2(0. 
4 


oj  partant  de  zéro. 

La  section  principale  qui  touche  le   parallèle  de  la   surface 
de  révolution  a  pour  rayon 


Rr 


p  sin  to 
sin  3  10 

(  Octobre  191 3.  ) 


ÉruEiJVK  PKVTiQiiE.  —  Un  point  pesant  M  est  assujetti  à 
se  mouvoir-  sans  frottetncnt  sur  un  cercle  vertical  de 
rayon  R.  //  est  repoussé  par  une  force  perpendiculaire  à 
la  tangente  AB  proportionnellement  à  la  distance  de  M 
«  AB. 

La  répulsion  à  la  distance^  est  égale  au  poids  du  point. 

Trouver  les  positions  d'équilibre  en  donnant  numéri- 
quement la  tangente  de  la  moitié  de  l'angle  0  que  fait  le 
rayon  OM  avec  la  verticale,  et  marquer  sur  la  figure  ces 
positions  d'équilibre. 

Dire  si  elles  sont  stables  ou  instables. 


(  39) 

SOLCITION. 

La  projection  des  forces  mg  (  i  +  sinô)  et  m^  sur  la  tan- 
gente au  cercle  donne  une  somme  algébrique 

T  =  ing{\  H-  sinO)cosO  —  m^sinO. 
Dans  le  cas  de  l'équilibre,  T  est  nulle  et  l'on  a 
I  -1-  sinO  =  tango. 

En  posant  tang-=   t,  on  est   conduit  à  résoudre   numéri- 


quement l'équation 

Il  y  a  une  racine  positive 

^1  =  0,62  =  tang3i^48' 

et  une  racine  négative 

?2=  —  4,01  =  tang(— 75"), 
ce  qui  donne 

0,  =  63"36'         et         e2=:-i5o" 

et  correspond  à  deux  positions  presque  opposées  sur  le  cercle. 
La  dérivée  T  ^  mg  (coifÔ  +  cos'-i  Ô  -  sin  0  )  est  manifeste- 
ment négative  pour  un  angle  voisin  de  60",  il  en  résulte  que 
T  varie  en  sens  inverse  de  6  dans  le  voisinage  de  l'équilibre 
0,  qui  est  par  suite  stable.  L'autre  équilibre  6^  est  forcément 
instable;  on  peut  d'ailleurs  le  vérifier  par  la  considération  de 
la  dérivée  T'.  (  Novembre  .91  3.) 

Montpellier. 

ÉPREUVE  ÉCRITE.  -  Les  axes  étant  rectangulaires,  on 
donne  la  parabole  représentée  par  l'équation 

y-  =  '>'P^- 

En  un  point  {x,  y)  de  la  parabole  on  mène  la  tangente, 
et  une  droite  D  symétrique  de  la  tangente,  par  rapport 
à  la  parallèle  à  l'axe  OX  qui  passe  par  M. 


(  4o  ) 

i"  Déterminer  les  coordonnées  du  point  M'  où  la  droite  D 
rencontre  la  parabole. 

2"  Déterminer  les  coordonnées  du  point  G,  milieu  de  MW , 
et  trouver  le  lieu  du  point  G,  quand  le  point  AI  décrit  la 
parabole. 

3"  Trouver  V enveloppe  d'une  droite  GN,  passant  par  G, 
et  parallèle  à  la  tangente  en  M  à  la  parabole. 

4"  N  étant  le  poi/it  de  contact  de  la  droite  G!N  avec  son 
enveloppe,  démontrer  que  la  droite  NM  passe  par  le  som- 
met O  de  la  parabole. 

EpRiaiVE  PRATiouE-  —  Une  courbe  G  est  représentée,  en 
coordonnées  polaires,  par  l'équation 

„  I  -+-  cns-oj 

p2  =  a- 

■>. 

Montrer  que  cette  courbe  est  fermée  et  intérieure  à  la 
cil-conférence  du  centre  O  et  de  rayon  a . 

Une  sphère  de  rayon  a  a  pour  centre  l'origine.  Calculer 
Vaire  de  la  portion  de  la  sphère  située  au-dessus  du 
plan  xOy^qui  se  projette,  sur  ce  plan  .rOr,  à  l'intérieur  de 
la  courbe  G.  (Juin  iQiS.) 

lù'iuoiivK  liciUTE.  —  Une  courbe  G  est  représentée,  par 
rapport  à  trois  axes  rectangulaires,  par  les  équations 

x  —  ot,  y=zZt-,  z  =  ?.t'\ 

où  t  est  un  paramètre  variable. 

1"  Former  les  équations  de  la  tangente  eti  un  point 
quelconque  M  de  la  courbe  et  déterminer  les  points  A  et  B 
où  cette  tangente  rencontre  les  plans  xOy  et  xOz. 

MA 

2    Montrer  que  te  rapport  -^—^  est  constant,  et  trouver  le 

lieu  du  point  A,  et  celui  du  point  B,  lorsque  M  décrit  la 
courbe  G. 

3"  Calculer  la  longueur  de  l'arc  OM  de  la  courbe   G. 

4"  Du  point  M  de  la  courbe  G  o?i  abaisse  une  perpendi- 
culaire IMI*  sur  le  plan  xOy,  et  l'on  porte  sur  MP,  dans  le 
sens  de  iM  rr/.v  I',  une  longueur  MQ  égale  à  l'arr  OiM. 
Trouver  le  lieu  du  point  (>. 


(  4i  ) 

Épreuvk  pratique. —  i"  Déterminer  l'intégrale  générale 
de  r équation  différentielle  du  troisième  oi-dre 

,   „  —  S  —, iv  ^=  i  siii.r  -t-  cosa?  —  ix  —  3. 

dx^  dx  ■^ 

"i"  Détermine/une.  intégrale  particulière  qui  représente 
une  courbe  passant  par  l'origine,  tangente  en  O  à  l'axe  Ox, 
et  pour  laquelle  ce  point  O  est  un  point  d'inflexion. 

(  INovembre  I9i3.  ) 

Nancy. 

Première  Partie  :  Analyse.  —  I.  Intégration  de  l'équa- 
tion linéaire  du  premier  ordre  par  la  méthode  de  varia- 
tion des  constantes  ;  donner  un  exemple. 

II.  Soient  Ox  et  Oj  deux  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires et  G  une  courbe  tracée  dans  l'angle  positif  de 
ces  axes.  On  désigne  par  P  le  pied  de  l'ordonnée  d'un 
point  quelconque  M  de  cette  courbe,  par  T  le  point  de 
rencontre  de  la  tangente  en  Mai'ec  l'axe  Ox  et  l'on  sup- 
pose OT  >  OP. 

1°  Déterminer  les  courbes  G  pour  lesquelles  l'aire  com- 
prise entre  l'axe  Ox,  la  couibe  G,  l'axe  Oy  et  l'ordonnée 
PiVI  est  égale  à  l'aire  du  triangle  PMT.  Construire  les 
courbes  G. 

2"  Démontrer  que  les  deux  aires  précédentes,  supposées 
homogènes,  ont  par  rapport  à  l'axe  Oy  des  moments 
d'inertie  dont  le  rapport  est  constant  quel  que  soit  le 
point  M  su?-  une  quelconque  des  courbes  G. 

Deuxième  Partie  :  Mécanique.  —  On  donne  un  système 
d'axes  de  coordonnées  rectangulaires  O^,  Oy,  Oz,  l'axe  Oz 
étant  dirigé  suivant  la  verticale  ascendante,  et  l'on  con- 
sidère la  surface  représentée  dans  ce  système  d'axes  par 
l  'é(j  lia  lion 

-2  y 

-  =  il  rc  I  n  n  g  — , 
//  X 

où  h  désigne  une  constante  : 

1"  Trouver  la  projection  sur  le  plan  .rOy  du  lieu  des 
jioints  (le  cette  surface  où  le  plan  tangent  est  />arallèle  à 


(    42    ) 
la  droite  d'équations 

X  ^=  az,        y  =z  b  z. 

i"  Sur  cette  suif  ace  se  déplace  sans  frottement  un  point 
matériel  A,  de  masse  m,  soumis  d'une  paît  à  l'action  de  la 
pesanteur,  d'autre  part  à  celle  d'une  force  ¥ ,  parallèle 
au  plan  xOy,  et  variable  avec  la  position  du  point  A. 
Comment  doit  être  choisie  cette  force  F  pour  que  le  point 
soit  en  équilibre  sur  la  surface  dans  une  position  quel- 
conque? Quel  est  le  moment  de  ¥  par  rapport  à  Oz? 

3"  Calculer  le  travail  de  la  force  F  lorsque  le  point  A 
passe  d'une  position  Ao  à  une  position  Aj  en  restant  sur  la 
surface.  ■  (Juin  1912.) 

Première  Partie.  —  i"  Conditions  pour  que 

P(^,  r,  z)dx-^(l{x,  y,  z)dy  ^K{x,y,  z)  dz 

soit  une  différentielle  totale  exacte.  Lorsque  les  conditions 
sont  satisfaites,  calculer  l'intégrale  indéfinie  de  cette 
différentielle. 

Soient  G  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy  et  MN  la  normale  en  un  point  quelconque  M, 
limitée  à  son  point  de  rencontre  N  avec  Ox. 

i"  Déterminer  les  courbes  G  pour  lesquelles  on  a 

MN  =  w.OM, 

m  étant  une  constante  donnée. 

2°   Tracer  une  des  courbes    intégrales  correspondant   à 

y- 

m-=i  en  utilisant    les   expressions  de  x  et- —  en   jonction 

'  X- 

d'un  même  paramètre. 

Deuxième  Partie.  —  On  considère  les  droites  représentées 

par  les  équations 

(  X  ^=  az  -^  p, 
(1)  )  ^' 

(  J'  =  a--3  -I-  ^ap, 

où  a  est  un  paramètre  variable  et  p  une  fonction  de  a  : 

i"  Comment  doit-on  choisir  cette  fonction  p  pour  que 
ces  droites  aient  une  enveloppe?  Déterminer  l'arête  de 
rebroussenient. 


(  43  ) 

2°  Un  point  matériel,  de  masse  m,  se  déplace  sans  frotte- 
ment sur  une  quelconque  des  droites  représentées  par  les 
équations  (  i  ),  les  composantes  de  la  force  qui  le  sollicite 
étant 

Déterminer  les  positions  d'équilibre  du  point  sur  la 
droite.  Écrire  l'équation  de  son  mouvement  en  utilisant 
le  théorème  des  forces  vives.  (Octobre  1912.) 

Calcul  différkntiel  kt  intkgrvl.  —  I.  Question  de  cours  : 
Calcul  d'une  intégrale  double  en  coordonnées  polaires. 

II.  Les  axes  Ox,  Oy,  Oz  étant  rectangulaires^  on 
considère  la  courbe  du  plan  xOy  dont  l'équation  est 

1  6 

-  =  H-  cos  -  j 
P  2 

en  prenant  Ox  comme  axe  polaire,  et  l'on  désigne  par  C 
la  partie  de  cette  courbe  en  forme  de  boucle,  obtenue  en 
faisant  varier  (i  de  —  ir  «  +  -n.  Trouver,  en  partant  de  la 
notion  d'intégrale  double,  l'aire  du  cône  dont  le  sommet 

est  le  point  de  l'axe  Oz  de  coordonnées  (o,  o,  2  \/3  )  et  dont 
la  base  est  la  boucle  G. 

GÉOMiÎTRiE  ET  MÉCANIQUE.  —  Les  axes  de  coordonnées  Ox, 
Oy,  Oz  étant  rectangulaires  et  Oz  étant  la  verticale 
ascendante,  on  considère  le  paraboloïde  de  révolution 
représenté  par  l'équation 

2  s  =  X-  -i-  y^. 

r"  Déterminer  sur  cette  surface  une  courbe  C  telle  que 
la  tangente  en  chacun  de  ses  points  fasse  un  angle  cons- 

tant  égal  à  —  avec  la  tangente  au  parallèle  en  ce  point. 
4 

On  déterminera  V équation   en  coordonnées  polaires  de  la 

projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  xOy. 

2"  Un  point  matériel  pesant,  de  masse  m,  est  assujetti  à 

se  mouvoir  sans  frottement  sur  la  surface  du  paraboloïde 

et  est  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  et  à  celle  d'une 


(  44  ) 

force  normale  à  l'axe  du  par aholoï de  fonction  seulement 
de  la  distance  du  point  à  l'axe.  Comment  doit  être  choisie 
cette  force  pour  que  la  trajectoire  du  point  sur  le  para- 
boloïde  soit  la  courheÇi^.   Quelle  est  la  loi  du  mouvement? 

(Juin  1913.) 

Calcul  différentiel  et  intégral.  —  1°  Trouver  les  solu- 
tions de  l  'équation  différentielle 

Examiner  si  l'intégrale  générale  est  donnée  par  la 
même  formule  pour  toutes  les  valeurs  de  la  constante  K. 

9°  Les  axes  Oa?,  Oy  étant  rectangulaires,  tracer  la  fa- 
mille des  courbes  intégrales  pour  K  =  2.  Préciser  la 
jorme  de  ces  courbes  en  déterminant  les  tangentes 
d'inflexion  et  traçant  la  courbe  lieu  des  points  d'inflexion. 

3"  Montrer  que  les  sous-normales  menées  aux  diverses 
courbes  intégrales  (K  :^.  "x  ou  ^=  1)  en  leurs  points  d'inter- 
section avec  un  cercle  donné  et  tan^enf  à  l'origine  à 
l'axe  Oy  ont  une  même  valeur. 

Géométrie.  —  Trouver  la  condition  pour  que  des  droites 
de  l'espace  représentées  par  les  équations 

X  :=  az  -i-  p.  f  ^=:  b  z  -^  q , 

où  a,  b,  p,  q,  sont  fonctions  d'un  même  paramètre  /,  aient 
une  enveloppe. 

Méi:amque.  —  Un  point  matériel,  de  masse  m.  est  assu- 
jetti à  se  déplacer  sans  frottement  sur  une  droite  d'équa- 
tions 

X  =^  z  /3 ,         y  =  22/3; 

il  est  soumis  à  l'action  de  plusieurs  forces  dont  la  résul- 
tante a  pou/-  projections  sur  les  axes  fie  coordonnées 

\  —  —  Km  y,         Y  =  —  Kma7,         Z  ——  mg. 

Trouve/-  la  posilio/i  d'é<iuilili/-e  de  ce  point  et  étudier 
son  /nouve/nent.  (Octobie    kjij.) 
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Paris. 

Analyse  et  Géométrie  analytique.  —  I.  Vérijîer  que  les 
fonctions  X  et  y  de  la  variable  indépendante  t  qui  sont 
définies  par  les  équations 


(0 


x=^acoi^t,         y=^a{%'\n'^t  —  3sin^), 


où   a  désigne   une    longueur  constante   donnée^  satisfont 
au  système  d'équations  différentielles 


(2)  -^  —  3j^  =  6asin^ 


dy 
dt 


-H  oa:-  =:  o. 


II.  Montrer  qu'on  retrouve  les  fonctions  (i)  en  intégrant 
le  système  {-j.)  avec  les  conditions  initiales 


X  ^  «, 


j-  =  o 


pour 


m.  Construire  la  courbe  représentée  par  les  équations(i), 
X  et  y  désignant  des  coordonnées  rectangulaires. 

IV.    Trouver  toutes   les  courbes  dont  chaque  rayon   de 


courbure  MC  est  coupé  par  Vaxe  O  k  «"  tiers  de  ce  rayon 
de  courbure  à  partir  de  son  pied  M  (iMC  =:  3iVIP).  Comment 
ces  courbes  se  déduisent-elles  de  la  courbe  (i)? 

MÉCANIQUE.  —  Un  point  matériel  M  non  pesant,  de 
masse  m.  est  mobile  sans  frottement  sur  un  plan  I*  dans 
lequel  on  a  fixé  deux  axes  rectangulaires  Oa?,   O^.    Le 
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point  M  est  soumis  à  une  force  F  dont  les  composantes  sur 
les  axes  Ox  et  Oy  sont  respectivement 

\  z=  /nj,         Y  =  mx. 

1°  Existe  t-il  une  fonction  de  forces?  Et,  s'il  en  est 
ainsi,  la  donner  ainsi  que  les  courbes  de  niveau. 

■i"  Former  et  intégrer  l'équation  différentielle  des  lignes 
de  force.  Montrer  qu'on  obtient  les  lignes  de  force  en 
faisant  tourner  les  courbes  de  niveau  d'un  certain  angle 
autour  de  Q. 

3°  Ecrire  les  équations  différentielles  du  mouvement  du 
point  M  sous  l'action  de  F.  Donner  l'intégrale  générale 
de  ces  équations. 

4"  Les  conditions  initiales  étant 


^0  =  —  i ,        yo' 


dxQ  dyo 

'df  ~         '  dt 


montrer  que  la  trajectoire  est  rectiligne  et  que  le  mouve- 
ment du  point  M  est  périodique. 

Quelle  est  la  période  de  ce  mouvement? 

Epreuve  pratiqle. —  Soit  f{x)  ^=  x^ -^-'^x- — io5a7-i-2oo. 

i"  Montrer  que  l'équation  f(x)  =  o  a  trois  racines 
réelles. 

i"  Calculer  les  valeurs  de  f(x)  pour  les  valeurs  crois- 
santes de  X  à  partir  de  x=  y,  de  dixièmes  en  dixièmes, 
jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  résultat  positif. 

3"  Calculer,  à  un  millième  près,  la  racine  comprise 
entre  7  et  8. 

Nota.  —  Les  candidats  auront  à  leur  disposition  des 
feuilles  de  papier  quadrillé,  mais  toute  méthode  de  calcul 
de  la  racine  demandée  est  admise.  (Juillet  191 3.) 

CoMPOsnroN  d'Analyse.  —  I.  1"  Trouver  les  deux  fondions 
de  X  qui  satisfont  à  l'équation  différentielle 

y"  -h  '?.y  -h  \  y  =  y  e-^  —  4X  —  6 

et  aux  conditions  initiales 

y —.  (),         y'  =  ±i  pour         .r  =  o. 
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1°  Développer  en  série  entière  la  différence  de  ces  deux 
fonctions. 

II.  Etant  donnés^  dans  un  plan,  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy^  on  considère  les  courbes  (C)  de  ce  plan  gui 
possèdent  la  propriété  suivante  :  M  étant  un  point  quel- 


conque de  la  courbe,  et  H  la  projection  de  O  sur  la  tan- 
gente en  M  à  la  courbe,  la  médiane  OT  du  triangle  OMH 
a  une  longueur  constante  donnée  a. 

i"  Former  Véquation  différentielle  {¥j)  qui  lie  les  coor- 
données x,y  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  (C). 

2°  Montrer  que,  si  l'on  passe  en  coordonnées  polaires 
p,  o)  d'origine  O  et  d'axe  polaire  Ox,  l'équation  diffé- 
rentielle (E)  devient  l'équation  (E') 

3  p*  dio-  -i-  (  p-  —  4  '^-  )  (  ^p-  +  p-  doi^-)  =  o. 

3°  Intégrer  cette  dernière  équation  différentielle,  en  se 
servant  du  changement  de  variable  p-  =  a-u. 

4"  Déduire  de  l'équation  (  E),  indépendamment  de  toute 
intégration,  que,  si  une  courbe  (C)  ne  se  réduit  pas  à  un 
cercle  de  centre  O,  son  rayon  de  courbure  en  M,  est  égal 
à  30H. 

5°  Montrer  que  l'équation  générale  des  courbes  (G) 
peut  s'écrire,  en  désignant  par  ^  une  constante  arbitraire, 


sin^  (w  —  P)  =;  cos^  (w  —  [i). 


En  conclure  la  forme  des  courbes  G. 

MÉCANIQUE.    —    Un  point   matériel   M,    de  masse  m  =  i. 
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non  pesant^  situé  dans  le  plan  xOy,  est  soumis  à  l'action 

d'une  force  F  dont  les  composantes  par  rapport  à  deux 
axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy  sont  respec- 
tivement 

X-  X 

I"  Trouver   V équation  des    lignes    de  force   du    champ 

créé  par  F  et  construire  ces  lignes. 

1°  Existe-t-il  une  jonction  de  forces?  S'il  en  est  ainsi, 
la  déterminer  et  construire  les  lignes  de  niveau. 

3"  On  imagine  que  le  point  M  est  assujetti  à  se  mouvoir 
dans  un  tube  de  section  infiniment  petite  dirigé  suivant 
la  droite  j^  ==;  r  h-  i.  Le  mouvement  a  lieu  sans  frottement  ; 
à  l'origine  des  temps  le  mobile  est  lancé  du  point  A 
d'abscisse  x  =  i  avec  une  vitesse  dont  la  composante 
initiale  est  x'^^  =  — (i  -t-  y/ï). 

Montrer  comment  le  théorème  des  forces  vives  permet 
de  trouver  la  position  de  M  en  tout  instant;  en  particulier., 
indiquer  le  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller  de  A 
jusqu'au  point  B.  Intersection  du  tube  et  de  l'axe  des  y; 
et  donner  le  travail  effectué  de  A  en  B. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  à  o,oooi  près  les  abscisses 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées,  par  l'origine 
des  coordonnées.,  à  la  courbe 

e^-H  e-^ 

y  =  — : — 


On  pourra  ramener  d'abord  l'éqwition  du  problème  à 
la  forme 


.   X  -^  \ 

L IX  ^  o. 


Toutes   les   métliodes  d'approximation.,    y    aanpris    les 
méthodes  purement  graphiques,  sont  admises. 

i  Octobre   it)i3.) 

Rennes. 

(io.Mi>o.srnoN  éciuie.   —  I.  Courbure  des  courbes  gauches. 
(Formules  de  Seiret.) 
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II.  Intégrer  l'équation  différentielle 

dy  lax 

dx        a- — x^' 

si  l'on  détermine  la  constante  d'intégration  de  manière 
qu'on  ait  y  =^  o  pour  3"  =  o,  oti  obtient  l'intégrale  parti- 
culière 


(0  r  =  — «'og     • 


Etudier  la  forme  de  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion {\)  en  coordonnées  rectangulaires.  Calculer  l'expres- 
sion du  rayon  de  courbure^  et  la  longueur  d'arc  comfitée 
à  partir  de  l'origine. 

Epreuve  pratiqle.  —  i°  Soit  la  courbe 

a;  =  6/  -t-  6f-+  a^'', 

y  ^  2^^ 

z  =  6t. 

Calculer  les  cosinus  directeurs  a,  [3,  y  de  la  tangente. 
In  c  ide  m  ment  dé  montrer  l'identit  é 

( I  -1-  O* -H  <i -1-  I  =  2  (  I  -4-  ^ -t-  ^' )"^ 

ds 
et  en  conclure  que  a,  3,  y  ainsi  que  la  vitesse  V  =  —r-  sont 

rationnels  en  t. 

1°  Calculer  les  coefficients  A,   B,  C  du  plan  osculateur 

A  =  y  z"  —  z'y"  ;  B  =  z'x"—  x'  z"  ;  G  =  x'y"  —  y'  x" . 

Incidemment  démontrer  l'identité 

t'^-\-{\-\-ty--\-  c-{i-\-tY^{\-^t-^  c-)i 

et  en  conclure  que  les  cosinus  directeurs  fie  la  bi/iormale, 
a",  ^",  -i",sont  rationnels  en  t.  (Novembre  I9i3.) 


Ann.  de  MalhénKit.,   |"  série,  t.  X\'.  (Jiuivier  nji').) 
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SOLITIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


2222. 

(  191V.  p.   33S.) 


Soient  (E)  une  ellipse  ayant  pour  axes  Ox  et  Oy,  IM  un 
point  de  cette  ellipse.  La  tangente  en  M  à  (lï)  coupe  Ox 
€t  Oy  en  a  et  ^  ;  la  normale  les  coupe  en  a'  et  [i'.  Soient  (V) 
la  parabole  tangente  en  O  à  Ox  et  touchant  les  parallèles 
à  la  normale  et  à  la  tangente  menées  respectivement 
par  'X  et  ■x  \  (P')  la  parabole  analogue,  obtenue  en  rempla- 
çant Ox  par  Oy. 

i"  Démontrer  que  les  paraboles  (Pj  et  {Y*')ont  même  axe 
et  même  foyer  ; 

2°  Donner  une  construction  géométrique  simple  de  l'axe 
et  du  foyer  communs. 

F.  Balitrand. 

Solution 
Par  m.  R.  Bouvaist. 

La  construclion  classique  du  foyer  d'une  parabole  dont  on 
connaît  trois  tangentes,  et  le  point  de  contact  situé  sur  lune 
d'elles,  montre  que  le  foyer  commun  des  paraboles  (P)  et  (P') 
est  le  point  d'intersection  F  des  cercles  O  a  ^,  O  a'  jj'.  La  direc- 
tion commune  de  l'axe  de  ces  paraboles  est  la  symétrique  de  la 
droite  OF  par  rapporta  Oj'ou  Oy. 

Autre  solution  par  l'auleur. 

2226. 

(lOU.  p.  336.) 

<hi  donne  une  ellipse  (ou  une  h)  perbole)  et  un  cercle 
ayant  le  même  centre  :  trouver  le  lieu  du  point  d'intersec- 
tion des  tangentes  menées  à  la  conique  par  les  extrémités 
d'un  diamclre  du  cercle. 

T.  O.NO. 
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Solution. 
Par  M.  H.  Bouvaist. 

Soit  O  le  centre  de  l'ellipse  ou  de  riiyperhole,  le  lieu  cher- 
ché est  le  lieu  de  l'intersection  des  tangentes  menées  à  cette 
courbe  par  un  point  M  du  cercle  avec  le  diamètre  conjugué 
de  OM. 

Soient  Rcoscp,  Rsin»  un  point  du  cercle,  nous  sommes 
ramenés  à  éliminer  cp  entre  les  deux  équations 

R'2  cos'^cp         R-  sin-tp         \  / t-        y- 
02         ""        62  '  /  l  ^2  ^   6^  ~ 


FR. rcoscp    ,    R  7  si  no         1^ 


y 


il  vient 


a'^  sin  cp        6*  coscp  ' 


I^e  lieu  est  donc  une  conique,  qui  coïncide  avec  le  cercle 
ortlio|)tique  si  R^  —  «2  zh  6^. 

2227. 

(IHii,  p.  :i:!c.) 

Le  lieu  du  point  d'intersection  des  normales  menées  aux 
extrémités  des  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  est  une 
courbe  du  sixième  ordre. 

T.  UNO. 
Solution 

Par  M.  H.  Bouvaist. 

Nous  obtiendrons  l'équation  du  lieu  en  éliminant  cp  entre 
les  deux  équations 

a  X  by  ^ 

coscp         sincp  ' 

ax  b  Y 

-. 1 1-  c2  =  o  ; 

sincû        coscp 

il  vient 

c* 
(«2^2 _^  62j/2j3  _  _  (^a-x"- —  b'^y"-)"-. 

Le  lieu  est  la  projection  d'une  rosace  à  quatre  branches. 
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2228. 

(1914,  p.  336.) 

Etant  donnés  deux  faisceaux  de  cercles  co  et  ©',  on  associe 
à  chaque  cercle  du  faisceau  «p  le  cercle  du  faisceau  œ'  qui 
lui  est  orthogonal .  Démontrer  que  le  lieu  du  centre  du 
cercle  qui  passe  par  leurs  points  d'intersection  et  par  un 
point  fixe  du  plan  est  une  conique. 

R.   GOORMAGHTIGH. 

SOLUTION  (iÉOMÉTRIQUE. 
Par  M.  H.   Bouvaist. 

Soient  A.  et  B,  A'  et  B'  les  points  de  base  des  faisceaux  cp  et  cp'> 
O  l'intersection  des  droites  AB  e^t  A'  B'.  Soient  r  et  F'  deux 
cercles  associés  :  leur  axe  radical  enveloppe  une  conique  tan- 
gente à  AB  et  A'B';  soit  en  effet  M  le  point  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  AB;  il  existe  un  cercle  V  et  un  seul  passant 
par  A' et  B' et  orthogonal  au  cercle  de  centre  M  et  de  rayon 
y/MA.MB  ;  il  n'existe  de  même  qu'un  cercle  T  orthogonal  à  F'- 
L'axe  radical  des  cercles  F  et  F'  ainsi  déterminés  passera 
par  M  ;  comme  il  est  unique,  les  points  de  rencontre  de  cette 
droite  avec  AB  et  A'  B'  se  correspondent  homographiquement  ; 
son  enveloppe  est  donc  une  conique.  Une  transformation  par 
inversion  montre  donc  que  l'enveloppe  d'un  cercle  passant 
par  rintersection  de  F  et  F'  et  un  point  du  plan  est  une  inverse 
de  conique;  son  centre  décrit  par  suite  la  polaire  réciproque 
de  celte  dernière  conique. 


oiiKsno^s. 


2231.  Soient  a  une  racine  simple  de  l'équation  '^(x)  =  o  et 
F(x)  un  polvnome  défini  par  ré(|uation 

<p2(.r)  =  (x  —  a  j-V (x). 
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Démonlrer  qu'on  a 

F(a)  =  cp'M«),         F'(«)  =  'f'(«)o"(a), 
F(«)=--j-^  3 ,         •••• 

Supposant  qu  on  ait 

(f(x)  =  (x  —  ai)(x  —  a-i)  .  .  .  {x  —  a„) 

et  que  f(x)  soit  un  polynôme  de  degré  m  {m  <  ?«),  vérifier 
l'identité 

.f{x) 

{x  —  axY{x  —  «2)2  ...  (a-  —  a„)2 


2 


f'{ai)o'{ai)—f{ai)i'{ai) 


Aà  [cp'(a/)]3  .r  — a, 

Les  nombres  «1,  «.7,  ...,  «„  étant  connus,  déterminer  le 
polynôme  f(x)  par  la  condition  que  la  relation  précédente 
ne  contienne  pas  de  termes  de  la  forme 

A,- 


et,  dans  ce  cas,   trouver  la   forme   de  la   relation   considérée. 

N.   Abramescu. 

2232.  Sur  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  O  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  sur  les  côtés  de  ce  triangle, 
on  prend  respectivement  les  points  D,  E,  F  tels  que 

DB  =  ne  =  X  /,         EG  =-  EÂ  =  Xm,         F\  =  FB  =  X  n, 

l,  in^  n  étant  des  nombres  donnés  et  X  une  quantité  variable. 
Déterminer  X  de  telle  sorte  que  le  centre  d'ortliologie  (deux 
triangles  ABC,  A'B'C  sont  orlhologiques  quand  les  perpen- 
diculaires des  sommets  A',  B',  G'  sur  liG,  GA,  AB  sont  con- 
courantes en  un    point   I*,  et  aussi  les  perpendiculaires  de  A, 
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B,  G  sur  B'C,  C'A',  A.'B'  concourent  en  un  point  P';  P  et  P' 
sont  dits  centres  d'orthologie)  des  triangles  ABC,  DEF 
(autre  que  0)  soit  respectivement  symétrique  des  sommets  A, 
B,  G  par  rapport  aux  côtés  EF,  DF,  DE. 

N.    Abramescu. 

2233.  Soient  A',  B',  G'  les  pieds  des  trois  céviennes  AM, 
BM,  CM  du  triangle  ABC.  Trouver  l'enveloppe  T  de  l'axe 
d'Iiomologie  A  des  triangles  ABC,  A'B'C  quand  le  point  M 
décrit  une  courbe  S.  En  particulier  :  i"  quand  la  courbe  S 
est  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC,  F  se  réduit  à 
un  point  ;  i°  quand  S  est  une  droile,  F  est  une  conique  inscrite 
au  triangle  ABC.  Étudier  la  transformation  M,  A;  3°  quand 
la  courbe  S  est  une  conique  variable  d'un  faisceau  passant 
par  les  points  donnés  A,  B,  G,  D,  la  courbe  F  se  réduit  à  un 

point  qui  décrit  deux  droites.     . 

N.  Abrxmescu. 

2234.  De  chaque  point  Al  d'une  courbe  (M),  on  abaisse  une 
perpendiculaire  MH  sur  une  droite  fixe  A;  par  le  point  H  on 
mène  les  parallèles  MT  et  MN  à  la  tangente  et  à  la  normale 
en  M  à  (M).  Lorsque  M  décrit  (iM),  ces  deux  droites  enve- 
loppent deux  couibes  (T)  et  {\^.  Montrer  que  les  centres  de 
courbure  de  ces  courbes  s'obtiennent  par  la  construction  sui- 
vante :  Soient  I  le  point  de  rencontre  des  normales  à  (T) 
et  (N)  et  A  la  projection  sur  A  du  centre  de  courbure  de  la 
développée  de  (M);  A'  le  symétrique  de  A  par  rapport  à  I. 
Les  projections  de  A'  sur  les  normales  aux  courbes  (T)  et  (1\  ) 
donnent  les  centres  de  courbure  cherchés.  (Comparer  jVom- 
velles  Annales,  juin  191 3,  question  2207.) 

F.  Balitkand. 

223.").  Soient  A,  B,  G,  D  les  pieds  des  normales,  issues  d'un 
point  P,  à  une  ellipse  d'axes  0.r  et  O^.  Les  points  B,  G,  D 
et  le  point  A',  tliamétralement  opposé  sur  l'ellipse  au  point  A, 
sont  sur  un  cercle  dit  cercle  de  Joacliinisthal.  Démontrer 
que  le  centre  de  ce  cercle  peut  être  obtenu  par  la  construc- 
tion suivante  :  Soient  a  et  ^  les  points  de  rencontre  de  la 
normale  en  A  avec  les  axes  Ox  et  O^,  M  le  point  d'intersec- 
tion des  perpendiculaires  élevées  par  ces  points  aux  axes, 
Ml  le  symétrique  de  I\l  par  rapport  à  (.)  ;  le  centre  cherché 
est  le  milieu  du  segment  !\liP. 


) 


(  55  ) 

Ce  théorème  résulte  de  l'équation  du  cercle  de  Joacliimsthal 

mise  sous  une  forme  convenable. 

F.  Balithand. 

2236.   Trouver  l'intégrale 


r  '*  d.r 


■y 

E.-N.  Barisien. 
2237.   Les  trois  équations 

(i)  {x  ~  1  a){ix  -\-  a){x  -\-  ^a){ix  —  3a) 

—  ^ax{'?tx  —  ^a){^x  —  9«)  =  o, 


{■i.)  \  a  v/'4  a  —  ix  -\-  (a  —  x)  ^x  -+-  i  a 

—  y  a  \Ji a  —  Zx  —  (a  —  x)  ^x  -\-  ia  =  \J a  \l  i  \/%^ 


(  3  )    v  a  \/a  -+■  \J d-^  -H-  x^  +  \  a  \J a  —  \/-d^  —  x-^  =  \  n  a  y/a 
ont  les  deux  racines  communes  —  (g±  y/^S)  qui   sont  racines 

4 

doubles  de  l'équation  (i). 

Les  autres  racines  de  l'équation  {•i)  sont 

o,     —  a(3±v/^).     t(3±Jv/^^)- 

4 
Les  autres  racines  de  l'équation  (3)  sont 

o,      f  (9±v/33)(-.  +  v/=^),      |(9±v'33)(-i-v/=l). 

E.-N.  Barisien. 

2238.    Etablir  les  identités  suivantes  : 
n        I  n{n  —  i )  i . 3 


\   '}.n  —  I  -i  !  (2/1  —  I  )  (  i  /t  —   3  ) 

n\n  —  \){n  —  i)  1.3.5 


{•m  —  I  )  (  2  /i  —  3  )  (  '2  /i  —  5  ) 


n         I  2.4.6...(2«) 

I     2/1  —  1  1.3.J...(2/l  —  I) 
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{in  —  \)(iii  —  3 ) (  2 /i  —  5 ) 

1  2 . 4  . 6 . .  .  C  2  /i  ) 

2  1 . 3 . 5 .  .  .  (  2  n  —  I  ) 

T.  Ono. 


2239.  On  donne  deux  points  A,  B  sur  chacun  des  axes  de 
coordonnées  rectangulaires.  Soient  AM,  Bi\  deux  droites 
menées  jusqu'à  Taxe  opposé,  et  P  leur  intersection,  de  telle 
sorte  qu'on  ait  la  relation 


AP 


PM 


BP 


P.N 


1°  Démontrer  que  le  lieu   du   point   P   est  une  strophoide; 

i"  Les  tangentes  en  A,  B  sont  parallèles  à  son  asymptote 
réelle  ; 

3"  Les  deux  tangentes  menées  de  A  à  la  courbe  sont  égales 
à  OA,  O  étant  l'origine  des  coordonnées; 

4"  L'aire  de  la  boucle  est  représentée  par  l'expression 

a  —  b 
1 


M 


-^ — -, 4(ai—  b'')-h  Sabia"^—  b^)\o^- 


où  OA  =  a,  OH  =  b  <a; 

5"  Examiner  le  cas  particulier  où  a  =  b. 

T.  0x0  (Kagoshima,  Japon). 

'  ^240.  Des  pieds  des  bissectrices  intérieures,  D,  E,  F,  d'un 
triangle  ABC,  on  mène  les  parallèles  aux  côtés  du  triangle; 
elles  coupent  BC,  CA,  AB  respectivement  en  E2  et  Fj,  Dj 
et  El,  Di  et  F2.  Montrer  que  les  droites  AFi,  BEj  et  CD), 
AE2,  BD2  et  CF.2  concourent  en  deux  points  Ji  et  J2  tels  que 
la  droite  J1J2  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  des 
cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle  ABC. 

V.  Thébault. 


(    5;    ) 

[K'ilc] 

SLR  LES  OIAIHULATÈRES  DE  PORCELET; 

Par  m.  Paul  MON  TEL. 


Soient  O  et  O'  les  centres  de  deux  cercles  de 
rayons  R  et  /■,  et  d  la  distance  de  ces  centres.  Si  le 
cercle  O  est  circonscrit  à  un  triangle  dont  les  côtés 
sont  tangents  à  O',  les  nombres  R,  /'et  cl  sont  liés  par 
la  relation  d'^^^Vy.-±  aRr,  due  à  Euler.  M,  Gambier  a 
donné  récemment  une  démonstration  élégante  de  la 
relalion  d'Euler  qui  permet  de  déduire,  de  l'existence 
d'un  triangle  inscrit  dans  O  cl  circonscrit  à  O',  l'exis- 
tence d'une  infinité  de  pareils  triangles  ('). 

Je  me  propose  de  donner  une  démonstration  élé- 
mentaire directe  du  théorème  correspondant  relatif  au 
quadrilatère  : 

La  condition  nécessaire  et  sujjisante  pour  qu'il 
existe  un  quadrilatère  convexe  inscrit  dans  O  et  cir- 
conscrit à  O'  est 


S^ il  existe  un  pareil  quadrilatère,  il  en  existe  une 
infinité  (^). 

Je  démontrerai  celle  projiosition  en  faisant  voir  que: 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathcmatiques,  !{'  série,  l.  XIV^,  i9i4i 
p.  36<i. 

(-)  l'oncclel  a  déinonlré  que,  s'il  existe  un  polygone  de  n  côtés 
inscrit  dans  U  et  circonscrit  à  O',  il  en  existe  une  infinité;  on 
donne  le  nom  do  polygones  de  Poncelet  aux  polygones  inscrits 
dans  tin  cci'cle  et  circonscrits  à  un  autre  cercle. 

Aan.  de  Mathémal.,  4"  série,  t.  \V.  (Février  lyiJ-)  5 
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i"  s'il  existe  un  quadrilatère  convexe  inscrit  dans  O  et 
circonscrit  à  O',  la  relation  (i)  est  vérifiée;  2"  si  la 
relation  (i)  est  vérifiée,  on  peut  construire  un  quadri- 
latère inscrit  dans  O  et  circonscrit  à  O'  dont  lun  des 
sommets  est  pris  arbitrairement  sur  O. 

Soit  ABCD  {fig.  i)  un  quadrilatère  convexe  inscrit 

Fi-.  I. 


dans  un  cercle  O  et  circonscrit  à  un  cercle  O'que  nous 
supposerons  d'abord  situé  dans  l'intérieur  du  quadri- 
latère;   la    puissance    du     centre    O'   par    rapport    au 

cercle  O  est 

d-i-W^^- O'k.O'E, 

E  étant  le  milieu  de  l'arc  BCD.  Soient  H  le  point  de 
contact  du  côté  AD  et  du  cercle  O',  et  F,  milieu  de 
l'arc  liAD,  le  point  diamétralement  opposé  au  point  E 
sur  le  cercle  O.  Les  triangles  AHO'  et  FBE  sont  sem- 
blables, puisqu'ils  sont  rectangles,  et  f[ue  les  angles  BFE 
et  EAD  sont  tous  deux  égaux  à  la  moitié  de  l'angle  BAD. 


(  39 


On  a  donc 

(') 
d'où 


Q'A 

2R 


JJIi 


O'A.O'E  =  iWi 


O'E 
BE 


Soit  K  le  point  de  conlûct  du  côté  CD  et  du  cercle  O' ; 

l'angle    O'CK.    est    complémenlaiie    de    l'angle    EAD, 

puisque  les  angles  BAD  et  BCD  sont  supplémen- 
taires; la  droite  CO'  passe  d'ailleurs  par  le  point  F. 
Les  triangles  CK.O'et  ]*^BF  sont  semblables  et  l'on  peut 

écrire 

O'G  _  _r_ 

TiT  ~  BF  ' 


(3) 


d'où,  en  divisant  (a)  et  (3)  membre  à  membre, 


O  A 

O'  c 


HF 


On  déduit  de  la,  comme  --t-t^  =  ?y^' 


donc 


et 


O'E        O'F        VO'E   ^O'F 

vZ-^if  K--f-  d-) 

"'■-      ""       v'ÏÏË'+ÏÏF' 

iB 

O'A.O'E  =  2K/-i7j^  =  / 

Vu^^-^-</2) 

J2  _    K2  :^  _  ,.  y/.^(   \\1  _4_  d-l  ). 


Si  (/li,'.  y)  le  cercle  O' n'est  pas  intérieur  au  quadri- 
latère, il  sufdt  de  remarquer  que  la  puissance  du 
point  O'  est  alors  égale  à  -}- O' A  .  O' 1'^  et  de  répéter 
les  mêmes  rais()nn(;nu;nls  pour  aboutir  à  la  formule 


(  6o  ) 
Dans  tous  les  cas,  on  peut  écrire 


f/2  _  R2  =  ±  ,.  y/.2(R2+C?2) 

ou 

{d-^—  R2)2=  •2/-2(R2+f/2)   =   ,-2[(R_f/)2_,_(R  +  rf)2]^ 

c'est-à-dire 

,  .  JL  —         1  » 


Réci|)ro(|ueinent.  supposons  que  celte  relation  soit 
satisfaite;  on  en  (hMuit  cpie 


/•2  ^  (  K  —  dy^ 


ou         /•2<(R  — f/)î; 
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donc 

/•<R  — rf         on         r<(r/— R. 

I^e  cercle  O'  est  donc  tout  entier  à  l'inlérieur  ou  tout 
entier  à  l'extérieur  du  cercle  O.  Considérons  seulement 
le  premier  cas  :  par  un  point  quelconque  B  du  cercle  O, 
menons  une  tangente  BA  au  cercle  O'  qui  rencontre  le 
cercle  O  en  un  second  point  A.;  par  A  menons  la 
seconde  tangente  au  cercle  ()'  qui  rencontre  en  D  le 
cercle  O,  et  enfin  par  D  menons  la  seconde  tangente 
au  cercle  O'  qui  rencontre  en  C  le  cercle  O;  je  vais 
montrer  que  DC  est  tangente  au  cercle  O'.  Soient 
encore  E  et  F  les  milieux  des  arcs  BCD  et  BAD, 
et  H  le  point  de  contact  de  AD  et  du  cercle  O'.  Nous 
pouvons  écrire,  puisque  d- — R- =  — /'\/2  (R-  +  d-)^ 

O'A.O'E  =  /V^CR'-^rfV), 


et,  comme 

(2) 

on  a  aussi 

d'où 


O'A  _    /• 
9.  R    ■"  ÏÏÊ  ' 

O'A.O'E  =  ,R,-^; 

Hl^^         IR ■ 

Joignons  O'F  qui  rencontre  le  ceixle  O  au  |)oint  C, 
on  aura 


et  comme 


(4) 


O'E  _  V^O'e'  +  O'I^'  _  0^ 

BE    ~      /=^1 ^=^1     ~    BF 

VRE    -t-BF 

O'A.O'E  =  O'F.O'C, 
O'C        BE 


O'A        BF 
Divisons  membre  à  membre  les  égalités   (2)  et  (4)> 
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il  vient 
...  O'G^         /• 

Soit  K'  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O 
sur  CD;   les  triangles  C'R'O'  et  £BF  sont  semblables 

puisqu'ils   sont  rectangles    et   cpie    les    angles    O'C'R' 

et  BEF  ont  la  même  mesure;  on  en  conclut  la  propor- 
tion 

O'C  _  Q'K' 
iR    ~    BF  ' 

qui,  comparée  à  la  projjortion  (5),  montre  que  O'K' 
est  égal  à  /•  :  la  droite  DC  coïncide  avec  la  droite  DC 
et  le  point  G  avec  le  point  G.  La  droite  O'G  est  alors 

la  bissectrice  de  l'angle  BGD  et,  |)ar  suite,  BG  est  tan- 
gente au  cercle  O'. 

La  démonstration  est  la  même  lorsque  le  cercle  O' 
est  extérieur  au  cercle  O. 

Remarque  I.  —  Nous  n'avons  pas  établi,  dans  la 
démonstration  réciproque  précédente,  que  le  quadrila- 
tère construit  est  convexe;  mais  un  quadrilatère  ins- 
criplible  ne  peut  èlre  que  convexe  ou  biconcave  et 
nous  allons  voir  que,  dans  ce  dernier  cas,  les  cercles  O 
et  O'  sout  nécessairement  sécants. 

Soit,  en  effet  {fig-  3),  ABGD  un  quadrilatère  bicon- 
cave inscrit  dans  O  et  circonscrit  à  O'  :  les  bissectrices 

extérieures  des  angles  BAD  et  BGD  se  coupent  en  O'; 
elles  doivent  aussi  se  couper  au  milieu  de  Tare  AG  du 
cercle  O,  donc  le  point  O'  est  situé  sur  la  circonfé- 
rence O. 

Réciproquement,  supposons  f|ue  le  cercle  O'  ait  son 
centre  sur  O  ;  construisons,  comme  précédemment,  les 


(  <^3  ) 

côtés  BA,  AD,  DC  tangents  à  O';  je  dis  que  le  côté  BC 
est  aussi  tangent  à  ce  cercle;  en  effet,  la  droite  AO'  est 
la  liissectrice  extérieure  de  l'angle  BA13,  donc  O' est  le 
milieu  de  Tare  AO'C  du  cercle  O;  par  suite,  CO'  est  la 


bissecl'rice  extérieure  de  l'angle  BCD  et  BC  est  tan- 
gente au  cercle  O'.  On  |)eut  remarquer  que  tous  les 
quadrilatères  ainsi  construits  admettent  la  droite  00' 
comme  axe  de  symétrie,  caria  bissectrice  intérieure  de 
l'angle  DAB  et  celle  de  l'angle  BCD  rencontrent  le 
cercle  O  au  point  O"  diamétralement  opposé  au 
point  O':  le  diamètre  O'O"  est  perpendiculaire  aux 
cordes  AC  et  BD. 

Remarque  II.  —  La  relation  (  i)  peut  s'écrire 


O'P 


O'Q 


en    appelant   P    et    Q  les    exlr(Mnités   du   diamètre  du 
cercle  D  (pii  passe  ])ar  O' :  on  déduit  de  cette  foimule 


(  64  ) 
une  construction  rapide  du  rayon  /■  lorsqu'on  se  donne 
le  cercle    O   et   le   centre    O'.    La   longueur    /■  est,  en 
effet  {fig-  4)i  1^  hauteur  d'un  triangle  rectangle  dont 

Fig  4. 


les  côtés  de  l'angle  droit  ont  pour  longueur  O'P  et  O'Q. 
Sous  sa  dernière  forme,  la  relation  (i)  peut  être  rap- 
prochée   de    la    relation   d'Euler   ^/-  =  R2riz3R/',    qui 
s'écrit  de  même 

/•       o  P  ~  O'Q 


[Ala] 


SIR  LES  PROGRESSIONS  ARITIIMÉTIOllES 
DISPOSÉES  m  ESCALIER; 

Pau   m.   W.  ALEZAIS. 


Un  problème  élémentaire  d' Vrithmétique  a  attiré 
l'attention  de  M.  Haton  de  la  Gonpiilière  qui  lui  a 
consacré    deux    Notes    dans   les   Comptes   rendus   de 


(  »i5  ) 

l'Académie.  Voici  quelques  compléments  sur  la  pre- 
mière de  ces  Notes  {Sur  une  propriété  des  progres- 
sions arithmétiques,  i.\  novembre  1914)  : 

\vec  M.  Halon  de  la  GoupiUière,  je  dirai  que  les 
termes  d'une  série  sont  disposés  en  escalier  ou 
forment  un  escalier,  quand  ils  sont  écrits  sur  des 
lignes  superposées  dont  la  plus  élevée  contient  les 
;,  premiers  termes  de  la  série,  la  deuxième  les  p  +  ry 
suivants,  la  troisième  les  p  +  ar/  suivants,  et  ainsi  de 
suite;  l'appellerai  p  le  palier  et  q  la  marche.  Je  dirai 
aussi  que  les  p -\- {n  -  1)7  termes  de  la  n^-^  ligne  a 
partir  du  haut  forment  la  n'^"'''  assise. 

Le  problème  est  le  suivant  :  Le  premier  terme  a 
d'une  progression  arithmétique  étant  un  entier 
positif,  nul  ou  négatif  et  sa  raison  r  un  entier 
positif,  on  cherche  à  déterminer  les  entiers  a,  /•,  p,  q 
de  manière  que  la  somme  des  termes  de  la  n'^"-  assise 
soit,  quel  que  soit  n,  le  cube  d'un  entier  N. 

On  trouve  qu'il  ne  peut  y  avoir  de  solution  que  si 
l'on  suppose  N  =  c[p-^{n-i)ql  où  c  est  un  entier 
quelconque  indépendant  de  n.  On  voit  aussi  que  s. 
a,,  ,-,  et  «.,  /-c  sont  des  valeurs  de  a  et  /•  relatives 
à  c=  I  et  à  une  valeur  quelconque  de  c,  on  a 

U  ne  reste  donc  qu'à  étudier  le  cas  où 

\  —  p  -^in  —  x)']. 

c'est-à-dire  où  la  somme  des  termes  de  la  z?"''"^  assise 
est  le  cube  du  nombre  des  termes  de  cette  assise.  On 
trouve    alors    que    les    conditions    du    problème    sont 
exprimées  par  les  formules 
( i)  r=iq,  a  =  P'  —  /"/  -^  '/' 


(  66  ) 

qui  l'ournissent  toujours  une  solution  unique  quand  p 
et  q  sont  des  entiers  donnés. 

Le  problème  inverse  nest  pas  toujours  possible.  La 
première  équation  (i)  montre  que  ;•  doit  être  pair  et 
1\L  Haton  de  la  Goupillière  n'a  même  considéré  que  le 
cas  où  ;•  est  multiple  de  4;  mais  cette  dernière  restric- 
tion n'est  pas  nécessaire.  A  toute  valeur  entière  et 
positive  de  q  (et  par  suite  à  toute  valeur  paire  de  /•) 
correspondent  des  systèmes  de  valeurs  de  a  et  de  p  en 
nombre  infini  qui  constituent  des  solutions;  mais,  et 
ceci  est  la  seconde  des  remarques  que  j'ai  à  présenter, 
si  l'on  convient  de  dire  que  deux  escaliers  ne  sont  pas 
distincts  ou  qu'ils  sont  équivalents,  quand  l'un  se 
déduit  de  l'autre  par  le  seul  retranchement  de  quelques- 
unes  des  assises  supérieures,  nous  allons  voir  qu'à 
chaque  valeur  de  q  correspondent  exactement  q  esca- 
liers distincts  et  qu'on  peut  leur  donner  respectivement 
pour  palier  i,  2,  ...,  q. 

On  tire  de  la  seconde  équation  (i) 


Posons 


=fV(f 


-  —  I  )  -+-  «  —  I  = 

1 


il  en  résultera 

a  =  R2  +  (  y  —  a  )  H  -H  I 
et 

d'où  les  ôif'A\^  solutions 

/>,  =  ,7  —  1  +  K,        ^.^^,_K, 

et  l'on  voil  qiu',  |)our  (pie  a  et  p  soieni  entiers,  il  faut 
et  il  suffit  que  il  le  soil  ;  il  v  a  dont;  bien  une  iulinilé 
de  solutions. 


(^7  ) 
Notons   loulelois    qu'il  suflit,  pour  avoir   toutes  les 
solutions,  de  donner  à  R  les  valeurs  entières  supérieures 
ou  égales  à  la  racine  de  l'équation  />(  ^/>2,  c'est-à-dire 
au  nombre 


En  eflet,  si  nous  prenons  des  entiers  équidistants  de  ce 
nombre,  à  savoir 

>.      et      —  X  —  a  (  -  —  I  )  =  —  (  À  M-  7  —  2  ), 


et  si  nous  indiquons  par  des  indices  les  valeurs  corres- 
pondantes de  a  et  de/>,  nous  aurons 

«-a+V-2)  =  (X  +  ^  —  -l)"-—  {q  —  2}  (X  -f-  </  —  2)  -M 
=  \-  -^  { q  —  ■!  )\  -\-  \  —  a>., 

(  Pi  y-Ch+q-v  =  q  —  i  —  'k  —  q  ^1—  1  —  X  =  (/>2 )x, 

(/'2)-{X+r/-2)=  H-X-l-^  —  2   =   ^  —  H-X  =  (Pi)\. 

Ainsi  a  reste  le  même  et  /?,  et  /?2  i^e  font  que 
s'échanger. 

Il  faut  évidemment  n'admettre  pour  p  r[ue  des  entiers 
positifs;  nous  allons  voir  qu'en  tenant  compte  de  ce 
fait  et  en  donnant  à  H  les  valeurs  entières  supérieures 

ou  égales  à  —  |-  —  i  ),  mais  inférieures  ou  égales  à  i, 

on  obtient  exactement  (j  escaliers  et  que  tous  les  autres 
leur  sont  ('quivalents. 

D'abord  on  obtient  q  escaliers.  En  eflet,  posons  sui- 
vant la  parité  q  =z  'ik  -\-  \  ou  q  ^=i  i  k  -\-  'a.  Il  y  a  alors 

/.•  entiers  nuls  f)u   négatifs  supérieurs  à  —  (  -  —  i  j  et 

chacun  d'eux  donne  à  />)  et  à  />o  des  valeurs  positives 
et  distinctes;  ils  fournissent  donc  a/c  solutions.  Pour 
K  =  I , /?2  est  nul,    mais  /?,    est  positif  et  en  fournit 
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une  {ik-\-  i)'«'"e  Enfin,  quand  q  est  pair,  —  [  -  —  i  j  esL 
entier  et  ce  nombre  donne  à  p,  et  à  p.^  une  même  valeur 
positive  qui  fournit  la  q^^"^^  solution  relative  à  ce  cas. 

Pour  ces  q  premiers  escaliers,  je  représenterai  la 
valeur  de  Pt  par  A  et  je  les  appellerai  les  escaliersX. 
L'entier  A  doit  prendre  des  valeurs  décroissantes  à 
partir  de  i  si  l'escalier  dépend  de  /^i,  à  partir  de  o  s'il 
dépend  de  p^',  dans  les  deux  cas,  ses  valeurs  doivent 
descendre  jusqu'à  —  {k  —  i)  si  q=  aA"  +  i ,  mais  l'une 
des  deux  suites  de  valeurs  doit  aller  jusqu'à  — k^ 
si  q  ■=  ik  -\~  s.  On  vérifie  facilement  que,  pour  ces 
valeurs  de  ).,  les  entiers  /*,  et />2  Jirennent  dans  leur 
ensemble  les  valeurs  i,  2,  ...,  q. 

Etablir  que  tout  autre  escalier  est  équivalent  à  l'un 
des  escaliers  A,  revient  à  prouver  que,  pour  toute 
valeur  de  R  entière  et  supérieure  à  i,  le  premier 
terme  a  =  R2-|_(^  —  2)R4-i  est  égal  au  premier 
terme  d'une  des  assises  d'un  escalier  A.  Pour  celui-ci, 
le  premier  terme  de  la  séiie  est  A-  +  (^  —  2)  ).  +  1 ,  et 
le  premier  terme  de  la  /i"^""^  assise,  occupant  dans  la 
série  le  rang 

{n  —  \){n  —  -î) 
a  pour  valeur 


/              •                \,           X           {n  —  \)(n  —  2)    "1 
A2  +  (^  — 2jA  +  i-i-  Un-\)p^  i ^^ iy 


.q. 


Soit  dahurtl 

p  =  pi  =  c/  —  \  +  k 

on  est  alors  ramené  à 


(  69) 

ou 

R2+(y  —  2)R- X2+2X 

-t-  [ 2 ( /i  —  i)  —  (in  —  i)A]q  —  n(n  —  i)q-=  o; 

équation  du  deuxième  degré  en  R  dont   les  solutions 

sont 

p,  ^  2  —  g±  [(in  —  i)q  -4-9.(X  — i)] 
2 

Puisque  nous  n'avons  à  considérer  que  les  valeurs 
positives  de  R,  il  suffit  de  prendre  le  signe  +,  ce  qui 
donne  R  =  (/i  — )  q  -\-K;  d'où,  n^  étant  la  solution  de 

cette  équation. 

R  -  A 

n  1  = h  1 . 

9 

Soit  ensuite 

p  =Pi=\  -  A. 

L'équation  est  alors 

R2+(g'  —  2jH 

{n  —  \)(n  —  2) 


>.2^_(^_2)A+    [(„_!)(,  _X)^ 


1CJ, 


ou 


R2+(^  — 2)R  — X2+2X 

—  ['i.{n  —  i)  — (  m  —  ^^ÀJ^  — («  —  i)(n  — 2)5-2  =  o, 

et  ses  racines  sont 

2 

En  prenant  le  signe  -\-,  on  a  R=  (/i  —  ■3.)<j  —  X  +  2, 
€t  en  désignant  par  /?.,  la  solution  en  /?, 

R  +  À  —  2 

/«>  = h  2. 

V 

Pour  qu'un  escalier  R  soit  é()uivalent  à  un  escaliei-  \, 
il  faut  et  suffit  que  R  rende  entier  soit  /«,,  soit  n^  pour 
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l'une  des  valeurs  que  )>  peut  prendre, 

«1  est  entier  si  l'on  a     R  ^  X 

«>  esl  entier  si  l'on  a     R  ^s  —  À  -+-  2 


(  m  0  d  ^  ) . 


Quand  A  parcourt  les  séries  de  valeurs  indiquées  |)lus 
liant,  on  trouve  rpie  X  et  —  A+  2  |)arcourent  dans  leur 
ensemble  un  système  complet  de  restes  suivant  le 
module  q;  quel  que  soit  R,  il  sera  donc  possible  de 
déterminer  ).  de  sorte  que  n,  ou  /lo  soit  entier. 


[L'4] 

SUR  LES  COMOIES  INSCRITES  A  l\  TRIANGLE; 

Par  m.  V.  THÉBAULT, 

Professeur  à  Ernée  (Mayenne). 


1.  Soient  un  triangle  ABC;  V,  B',  C  les  |)ieds  des 
hauteurs;  H  l'orthocentre  ;  A,,  B(,  C,  les  milieux  des 
cotés. 

Considérons  une  conique  quelconque  il  inscrite  à  ce 
Iriangle,  et  une  ([uatrième  tangente  A  à  la  courbe,  qui 
coupe  \C  et  CB  respectivement  en  D  et  K.  On  sait  que 
le  centre  I  de  la  conique  ^  est  situé  sur  la  médiane  A' 
du  (juadrilatère  circonscrit  formé  par  les  cpialre 
droites  A,  AC,  CB,  BA. 

De  j)lus,  les  cercles  co,,  (Oo,  (O3,  décrits  sur  les  diago- 
nales du  (juadrilatère  complet  comme  diamètres,  se 
coupent  en  deux  |)oints  1*  et  ()  et  la  droite  IH^  contient 
les  ortliocentres  des  quatre  triangles  formés  par  les 
(jiiiitri;  piécédentes  droites. 

Si  nous  su/>])os(tns  donc  variable  la  droite  A,  le 
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triangle  ABC  et  la  conique^  restant  fixes^  la  droite 
variable  PQ  passe  en   un  point  fixe  H,  orthocentre 
de  ABC. 

2.  Appelons  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  to  le  milieu  de  OH,  L  celui  de  PQ,  et 
proposons -nous  de  calculer  la  distance  Ico. 

D'après  ce  qui  précède  (I  étant  situé  sur  A'),  11^  est 
perpendiculaire  sur  P(^  en  son  milieu,  et 

FF'  — ÏH"  =  lP'— Lh'  =(LP  -hLH)(LP  — LH) 
=  PH  X  HQ  =  BH  X  HB'=  -  (r2_C)H'), 

R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  O  ;   d'où  visible- 
ment, dans  le  triangle  OIH, 

aÏH'  —  Ôïî'  =  >.ÏP"  —  R2  =  417/  —  -iôl  . 

On  obtient  ainsi  finalement 

(i^  4Ï7o"  =  2TP"  -f-  2ÏÏi'  —  R2. 

3.  Supposons  c|ue  la  tangente  A  soit  perpendiculaire 
à  CB;  alors,  PQ  se  confond  en  direction  avec  HE. 
Q  vient  en  E,  fpii  est  situé  sur  CB  et  sur  le  cercle 
ortlioptique  de  la  conique  X. 

La  relation  (i)  devient,  ia  et  ib  étant  les  axes  de 
la  conif|ue, 

(7.)  ',177    =   2(«2_^6--')  +  2ÔÎ'—   R2.  "^ 

On  en  (l('(luil  immédiatement  que  : 

I^e  lieu  géométrique  des  centres  des  co/iiques  ins- 
crites à  un  fria/igle  donné,  et  telles  que  leur  cercle 
ortlioptique  soit  de  rayon  donné  0,  est  une  circonfé- 
rence H  dont  le  centre  est  Vorlhocentre  du  triangle 
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et  dont  le  rayon  p,  est  donné  par  la  relation 

(3)  '2    =:.2p2—   -   (   R2— Ôh'). 

En  efî'el, 

k'ûi  —  -lÔV    =  2 («2-^  62)  — R2=  2p2— R2=  const. 

4.  Le  cercle  insciit  I  au  Irlangle  ABC  esL  l'une  des 
coniques  S  inscrites  à  ce  triangle;  son  cercle  orlhop- 
lif|Lie  lui  est  concentrique  et  de  rayon  o  =  /'y2, 
;■  cMaiit  celui  du  cercle  inscrit. 

En  remplaçant  dans  (2)  la  valeur  de  OI  donnée  par 
Eu  1er,  il  vient 

1  co  = /• 

2 

et  le  tliéorème  de  F'euerbach  : 

Dans  un  triangle  quelconque^  le  cercle  inscrit  est 
tangent  au  cercle  des  neuf  points^ 

est  ainsi  établi. 

Inversement,  si  l'on  suppose  donné  ce  théorème  de 

Feuerbach,   la  relation  (2)   donne    pour  01    la   valeur 
trouvée  par  Eu  1er. 

o.    Ecrivons 

l  (  ÔÏÏ'—  KO  =(H), 

(II  I   (b'-signe   la   videur  algébrique  commune  aux   pio- 
duils 

ÎÎÂxîlT',         ÏÏÏÏ  X  HÎF         et         ÏÏC  X  ÎÎC. 

L'expression  (3),  fpii  devient  alors 
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fait  apparaître   aussitôt  la   valeur  donnée  par  Steiner, 
de    la  distance    de    l'orthocentre   au    centre  du   cercle 
inscrit  au  triangle 

ÎTl' =  2/-2+(H). 

Nous  obtenons  ainsi,  d'une  façon  reniai'quablement 
simple  et  élémentaire,  le  résultat  de  démonstrations 
directes  de  Mannheim  et  de  M.  Fontené  relativement 
au  calcul  de  HI  (  '  ). 

p,  pouvant  désigner  la  distance  de  l'orlhocenlre  d'un 
triangle  donné  à  un  point  quelconque  de  son  plan,  on 
obtient  pour  p  les  valeurs  particulières  suivantes  : 

,        a-  -1-  6--i-  c- 

('a,  ^,  c  côtés  du  triangle),  lorsque  le  centre  de  la 
conique  est  au  point  de  concours  G  des  médianes  du 
triangle  ; 

quand  le  centre  de  la  conique  est  à  Tortliocenlre  H 
du  triangle.  Cette  valeur  n'est  d'ailleurs  réelle  que 
lorsque  le  triangle  est  acutangle.  La  conique  touche 
les  côtés  en  trois  points  a,  Jj,  y  obtenus,  par  exemple, 
en  joignant  le  sommet  A  au  point  où  A,  H  ren- 
contre B,  C,  ; 

,         .  r,,        a-  +  h-  -h  c- 

?ô  =  >  R- ^ ' 

si  le  centre  de  la  conique  est  au  centre  O  du  cercle  cir- 
conscrit. 

Nous  avons  signalé  ce  cercle  comme  curieux  dans  les 

('j  l'oMiiM-:,  Bdlletin  des  Sciences  nicitlu'i)i((ti(ji(cs  et  /iliysii/ues 
élémentaires,  ujo'i,  p.  3S-3'|:j  ;  njoG,  p.  oSi).  —  Manmii.im.  Ihid., 
i()oG,  p.  ()(). 

Aan.  de  Malhéincit.,  \"  série,  t.  XV.   (  l'ovritr  nji5.)  G 
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Nouvelles  Annales  de  Mathématiques^  'yio,  p.  280. 
Nous  ajouterons  que  ce  cercle  O  est  Iclque  le  triangle 
podaire^  par  rapport  au  t/iangle  ABC,  de  tout  point 
de  sa  circonférence  est  équivalent  au  triangle 
orthique  A'B'  C  de  ABC.  ^  Aa^^ 

On  sait  en  effet,  a,  ,3,  y,  étant  le  triangle  podaire 
d'un  point  quelconque  P  de  la  circonférence  O  de 
rajon  poi  qwe 

aii-egi[3iYi  ^  R'^  -  pg  ^  —  (  H  ) 
aiie  ABC  4  R2  4  R2    ' 

d'où 

.  ^  (II)  c  «2_x_62_4_c2_8R2 

aire  Xj  Sj  71  =  S  x  —5^,  =  S  X 


4  R2  4  R2 

(S  =  aire  ABC). 

6.     Dans    tout    triangle    ABC    obtnsangle,    (H)    est 

positif  et  le  cercle  H  de  rayon  0'-=  -  (OH   —  R.-J  est  dit 

conjugué   par   rapport    au    triangle   ABC.     L'expres- 
sion (3)  permet  alors  d'énoncer  ce  théorème  : 

Quand  une  conique  est  inscrite  à  un  triangle 
obtusangle,  son  cercle  orthoptique  est  orthogonal 
au  cercle  conjugué  à  ce  triangle. 

En  particulier  : 

Le  cercle  conjugué  à  un  triangle  oblusangle  est 
orthogonal  au  cercle  orthoptique  du  cercle  inscrit  à 
ce  triangle. 

AI.  Fontené  a  énoncé  ces  tliéorèmes  après  ta  solution 
de  sa  (picslion  1168  [liulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques et  physiques  élémentaires,  i()o4,  p.  3()).  Il 
y  a  ajouté   les  suivants,  en   partant  de  la  valeur  de  la 
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distance  HO  ,  donnée  par  Faure, 

HÔ^=  R2+>.(H), 
que  l'on  peut  écrire 

Quand  une  conique  est  conjuguée  à  un  triangle^ 
son  cercle  orthopticjue  est  orthogonal  au  cercle  cir- 
conscrit au  triangle. 

Ainsi,  le  cercle  circo/iscrit  à  un  triangle  obtus- 
angle  est  orthogonal  au  cercle  orthopdque  du  cercle 
conjugué  à  ce  triangle. 

Réciproquement,  si  deux  cercles  sont  tels  que  le 
cercle  orthoptique  du  premier  soit  orthogonal  au 
second.)  il  existe  une  infinité  de  triangles  circons- 
crits au  premier  et  conjugués  au  second,  une  infi- 
nité de  triangles  conjugués  au  premier  et  inscrits 
au  second. 

[0'2] 

SIU  LES  COURBES  IMCURSALES  A  ARC  RATIO\\EL; 

Par  m.  J.  IIAâG, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Clermonl-Ferrand. 


Sous  ce  titre,  nous  entendons  les  courbes  dont  les 
coordonnées  et  labscissc  curviligne  du  point  courant 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  eu  fonction  d'un 
même  paramètre. 

Je  dis  que  toutes  ces  courbes  |)euvent  être  obtenues 
de  la  manière  suivante  : 
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Soient  H  et  p  deux  fonctions  rationnelles  quel- 
conques de  t,  h'  et  p'  leurs  dérivées.  V enveloppe 
(C)  de  la  droite 

est  la  plus  générale  des  courbes  cherchées. 

\°  Cette  enveloppe  répond  bien  à  la  question.  — 
En  effet,  tout  d'abord,  les  coordonnées  x^  y  du  point 
de  contact,  déduits  de  l'équation  (i)  par  des  calculs 
rationnels,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  t. 

En  second  lieu,  si  nous  posons  6  =  tang-,  l'équa- 
tion (1)  devient 

dp 
(1)  a;  coso -4- y  sin  o  =  — —  • 

'    ^  •       -^         '        d'^ 

Elle  provient,  par  dérivation  par  rapjîort  à  o.  de  la 
suivante 

(3)  37  sin  cp  —  j' oos'^  =/?, 

laquelle  représente  une  droite,  dont  l'enveloppe  (C) 
admet  (C)  pour  développée.  Or,  on  sait  que  1  arc  s 
de  (C)  égale  le  rayon  de  courbure  R  de  (C'),  lequel 
est,  comme  on  le  sait  aussi,  donné  par  la  formule 

'4)  .  =  R=-(,^^). 

Cette  formule  conduit  manifcstenient  à  une  expression 
rationnelle  en  /. 

a"  Cette  courbe  ((])  répondant  à  la  question  peut 
être  obtenue  de  la  manière  précédente .  —  Supposons 
<|ue  X,  r,  .V  soient  fonctions  rationnelles  d'un  même 
paramètre  t.  Si  a  désigne  l'angle  |)olaire  de  la  demi- 
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tangente  positive,  on  a 

,    ,  d.r        x'  .  dy         y' 

(  3)  cosa  =  — r-  =  — -  >  sina  =  -^  =  '—;■  • 

as         s  as         s 

Ces  cosinus  et  sinus  sont  fondions  rationnelles  de  t. 
L'équation  de  la  tangente  s'écrit,  d'autre  part, 

(6)  Xsina  —  Y  cosa  =  .r  sin  a  — y  cos/.  =  q . 

Or,  on  a 

/>  =   /  q  d'x  =^  j  X  ^inoL  dy.  —   /  r  cosa  du, 

=  —  X  cosa  —  r  sin  a  —   /  cosa  dx  -+-  j  sin  a  dy, 

(■j)        j)  ^  —  3"  cosa — _}'sina-H    /   <^/5(  cos- a  +  sin^a) 
=  5  —  X  cosa  — _/  sina. 

Celte  expression  est  manifestement  rationnelle  par 
ra|)port  à  /,  en  vertu  des  liv[)Otli('ses. 

Leci  étant,  si  nous  posons  a  =  co  H —  et  tang-^  =  t, 

l'équation  (6)  s'écrit  successivement 

.  dp        dp 

X  cos  es  M-  1  sinci=  -p   =  -7-? 
d'x        d'f 

1  —  02  ,^0  ^/^      ,^02 

X  H —  Y 


On  retrouve  l'i-quation  (  1  ).  Notre  réciproque  sera 
donc  finalement  établie,  si  nous  prouvons  que  0  est 
lalionnel  en  t.  Or,  ceci  résulte  de  l'identité 

.  _   I  —  costp  _   I  —  sina 
sin  o  —  cosa 

et  de  la  ratiounalitc  de  sina  et  de  cosa. 
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[H2a] 

SIU  L'li\TÉGRATIO\  DE  1/ ÉQUATION  DIFFÉREl\TIELLE 
LINÉAIRE; 

Par   m.  PARFENTIEFF, 

Pi-ofesseur  à  l'Université  impériale  de  Kazan. 


On  peut  trouver  l'intégrale  de  l'équation  différen- 
tielle linéaire  très  élégamment  ;  la  méthode  est  curieuse, 
parce  qu'elle  souligne  très  clairement  le  rôle  que  jouent 
les  constantes  arbitraires  des  intégrales  des  équations 
différentielles. 

Prenons  l'équation  de  la  forme 

(0  5Î  =/(-.-''). 

et  soit  son  intégrale  générale 

(2)  y  =  cf(x,  G); 

alors 

do 

(3)  ^  =  f^-'^^- 

Dérivons  maintenant  l'équation  (3)  par  rapport  à  la 
constante  arbitraire  C;  on  a 

d^:~à^dC         '^"  à^^y^^dc)  ~  do' 

et  par  conséquent 


c'est-à-dire 
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Dans  la  formule  (4)  la  fonction  '-^(j?)  est  encore 
inconnue  et  tout  à  fait  arbitraire,  mais  nous  la  défi- 
nirons sous  la  condition  que  la  formule  (4)  doit  satis- 
faire identiquement  à  l'équation  (i). 

La  formule  (4)  est  intéressante  aussi  à  un  autre 
point  de  vue;  elle   montre  que  la  constante  G   entre 

fi  f 

dans  l'intégrale  de  l'équation  (i)  linéairement,  si  -~  ne 

dépend   pas   de   G.    En    prenant   pour   l'équation   (i) 
l'équation  de  la  forme 

(5)  -^^-py^^J 

{p  et  q  sont  des  fonctions  de   x),  notre  formule  (4) 
prend  la  forme 

(6)      o{x,  C)  =  C  e"i '"'"'' +t];(;r)=.e"/ '"'''■[ G  4- ?(a^)]. 

Si  la  relation  (6)  est  la  solution  de  (o),  on  a 

-  fl)  d.v  ^  Cl)  </..• 

—  peJ'      [C-^i{x)\-^e  J'      l'{x) 

=  -pe  J'      [G  +  ^(a;)]-i-y, 
d'où 


c'est-à-dire 


=  Ceh- 


\( x)  —  I  e^^'       dx, 
et  nous  obtenons  la  formule  classique 

Notre  remarque  presque  banale  caractérise  très  bien 
la  nature  des  mélhodes  classicjues. 
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CERTIFICATS  D'ASTRONOMIE. 


Alger. 


Épreuve  écrite.  —  Étant  connue  la  position  d' une  étoile 
rapportée  à  l'équateur  et  àl'équinoxe  moyen  d'une  époque 
donnée^  établir  les  formules  qui  permettent  : 

1°  De  ramener  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  de 
l'étoile  à  un  autre  équinoxe  moyen; 

i"  De  passer  de  la  position  moyenne  au  commencement 
de  l'année  à  la  position  vraie  à  un  jour  donné. 

Épreuve  pr4tique.  —  i"  Observation  réelle  du  Soleil  au 
théodolite.  (Gon-eclion.) 

2"  Observation  réelle  d'étoile  au  méridien.  (Correction.) 

(Juin  1912.) 

Besançon. 

Épreuve  THÉORIQUE.  —  I.  Mouvements  des  corps  célestes.  — 
Cause  initiale  du  mouvement  parabolique.  Loi  du  mouve- 
ment sur  la  parabole.  Principe  de  la  méthode  d'Olbers 
pour  la  détermination  d'une  orbite  parabolique.  (  L'exposé 
du  principe  n'implique  nullement  le  développement  des  for- 
mules du  calcul  proprement  dit  de  l'orbite.) 

II.  Réfraction  astronomique.  —  De  l'équation  de  Laplace 
mise  sous  la  forme 

a(  I  —  S)  tangs  — 


[--(-^)]v/-4^(-^)-(^-t)'--] 

déduire  les  termes  du  premier  et  du  deuxième  ordre 

fli]  =  —  y.  taiiir;;^  —  a^  f  i ^  )  (3  lange  -f-  tang^^)  -^ 

?o  \  Po/  '  Po 


dp 

-H  a  b  f  l  a  n  g  c  -j-  ta  11 1;^  c  )  — !-  j 

.0(1 


(  B.  ) 

et  intégrer' 

a  =  conslanle  de  la  réfraction, 

p  =  densité  de  l'air, 

/• 

Épreuve  pratique.  —  Établir  la  formule  apnrocliée 

( e")  sin  M 


E  =  IM 


v/i  —  ■?-.€  cosM 

e 


e  = 


•  m  i 


qui  donne  l'anomalie  excentrique  E  en  fonction  de  l'ano- 
malie moyenne  M  et  calculer  E  par  la  série  qui  provient 

1 
du  développement  de  (i —  2e  cos^I  M-  e-)    -  en  se  bornant 
pour  celle-ci  aux  termes  du  troisième  ordre  en  e. 

Appliquer  ensuite  au  calcul  du  rayon  vecteur  r  et  de 
l'anomalie  vraie  W  de  la  planète  Amaltée  (lis)  à  la  date 
de  juillet  3o,  o,  1912,  sachant  que  l'on  a  pour  les  éléments 
d'Ainaltée  : 

Epoque  =  1 912,  juillet  10,0; 
M  =  81°  17' 40",  '2  ; 


cp  =    5°  2'  16",  2  ; 
|jL  =  968",  910  86; 
loga  =  OjSjSHf  32. 


(Juin  1912.) 


Épreuve  théouiqui:.  —  I.  Exposer  les  formules  fonda- 
mentales du  mouvement  d'un  seul  corps  autour  du  Soleil 
en  se  limitant  au  cas  d'une  orbite  planétaire. 

Esquisser  brièvement  la  suite  des  opérations  à  effectuer 
pour  passer  des  positions  héliocentriques  aux  positions 
géocentriques. 

II.  i*lu';nomène  d'ahcrialion.  —  Etudier  particulièrement 
V effet  de  Vaberration  dans  le  mouvement  diurne.  Eormules 
usuelles. 


(  ^2  ) 

Épreuve  pratique.   —   On  donne  les  A\  de  la  Lune  aux 
dates  suivantes  : 


1913.    Novembre  5. 


i 


\ 


o.  .  . 

20. 

.  Jl, 

■   9,  fa* 

6... 

2[  . 

,   3, 

.26,71 

12.  .  . 

•21  , 

.  i5. 

, 3o,o5 

I8.  .  . 

•21  , 

.27, 

.20,36 

O.  .  . 

21  , 

,38. 

.58,44 

6... 

•2  1  . 

,  5o, 

.25, i5 

12.  .  . 

il 

.    I , 

.41,37 

i8... 

•22 

.12 

.48,04 

o.  .  . 

22 

.23 

.46,10 

G... 

22 

.34 

.36,52 

I  -2  .  .  . 

22, 

.45, 

.20,26 

i8... 

22, 

.55, 

.58,3o 

o.  .  . 

23, 

.   6, 

.31,63 

6.  .. 

23, 

.17 

.     1,23 

12.  .  . 

23, 

.27, 

.28,06 

i8... 

23, 

.37, 

.53,10 

2.',  .  .  . 

23, 

,48, 

.17,33 

On  demande  ensuite  : 

1°  L'M  d'heure  en  heure  de  novembre  5,o  à  novembre 
8,  i2''o™; 

2°  La  variation  en  M  pour  i  minute  de  novembre  6,0 
à  novembre  8,  i2''o"'.  (Novembre  19 12.) 

Bordeaux. 

Epreuve  théorique.  —  Calcul  des  éléments  d'une 
orbite  circulaire  connaissant  à  deux  époques  les  direc- 
tions géométriques  d'un  astre. 

Epreuve  pr.atique.  —  Graduation  d'un  polarimètre 
d'Arago.  Utilisation  de  cette  graduation  pour  déterminer 
la  proportion  de  lumière  polarisée  dans  un  faisceau 
donné.  Sensibilité  de  la  méthode.  (Juin  1912.) 

Epreuve  théorique.  —  Extension  de  la  loi  d'attraction 
de  NeiK'ton  aux  étoiles  doubles.  Résultats  des  observations. 
Forme  très  probable  des  orbites^  problème  de  Bertrand. 

EpREL'VE  pratique.  —  Analyse  spectroscopique  d'une 
source  lumineuse .  (Juin  1913.) 


(  83  ) 

Caen. 

Epreuve  théorique.  —  1.  Problème  des  deux  corps. 
Détermination  du  temps   dans  le  cas  de  la  trajectoire 
parabolique. 

II.  Développer  en  série  suivant  les  puissances  de  A,  sup- 
posé petite  la  variable  x  définie  par  la  relation 

cosa:  =  cos(a  -\-  h). 

Épreuve  pratique.  —  La  Connaissance  des  Temps  fournit 
les  indications  suivantes  pour  un  jour  donné  : 
A  midi  moyen,  à  Paris  : 

Longitude  héliocentrique  de  lAIars 69" 49'  •3",  i 

Latitude  héliocentrique  de  Mars o"4o'   7", 4 

Logarithme  du  rayon  vecteur o, iSSSi'^ig 

Longitude  du  Soleil U23"i4'i4"i4 

Latitude  du  Soleil o'î^? 

Logaritlime  du  rayon  vecteur  de  la  Terre 7,9959902 

Calculer  la  longitude  géocentrique  de  Mars,  ainsi  que 
la  distance  de  Mars  à  la  Terre.  (Novembre  191 1.) 

Épreuve  théorique.  —  1.  Calcul  de  la  réfraction  astro- 
nomique. 

II.  Définition  et  calcul  de  l'erreur  moyenne  d'une  obser- 
vation. 

Épreuve  pratique.  -  -  En  considérant  la  Terre  comme 
une  sphère  de  rayon  R  =  6 878 000'",  on  demande  de  calculer 
les  éléments  d'un  triangle  tracé  sur  cette  sphère.,  dans 
lequel  on  donne 

A  =  S^" •2743", 7  ; 

B  =  65" 49'   'î",6; 
C  =  95  45>,"', 69  ; 

en  s'appuyant  sur  le  théorème  de  Legendre. 

(Novembre  U)!'^.) 
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Clermont. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Exposer^  dans  ses  traits  essen- 
tiels^ l'étude  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour 
de  son  centre  par  la  méthode  de  Laplace.  Indiquer  ses 
résultats  relativement  aux  phénomènes  de  précession  et  de 
nutation. 

II.  Description  et  usage  du  théodolite. 

l'^i'REUVE  PRATIQUE.  —  La  longitude  d'une  étoile  est 
5G"iG'i7"  et  sa  latitude  9"  19' 9.7".  On  demande  de  calculer 
son  ascension  droite  et  sa  déclinaison.  On  prendra  l'obli- 
quité de.  l'écliptique  égale  à  i'i"i']'.  (Juin  1912.) 

Grenoble. 

Composition.  —  I.  Détermination  du  méridien  à  l'aide 
d'une  étoile  dont  le  plan  vertical  a  été  déterminé  à  une 
heure  sidérale  connue.  Influence  d'une  erreur  0  sur  cette 


heure.  Conditions  dans  lesquelles  on  peut  opérer  de  façon 
à  rendre  négligeable  V  influence  de  cette  erreur  de  l'heure., 
et  résolution  du  problème  de  V orientation  dans  ces  condi- 
lions. 

II.  Pour  rattacher  un  signal  accessible  F  à  un  triangle 
-\BC  exactement  connu,  on  mesure  les  angles 


APB  =  ai,         Iil»G  =  rt2 


BGP  =  a3. 
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Déduire  de  ces  mesures  les  valeurs  les  plus  probables 
des  angles  aj,  a,,  «3  et  de  l'angle  «i  =  BAP. 

Résoudre  la  même  question  en  supposant  qu'on  ait  aussi 
mesuré  l'angle  r/4. 

l'>REiivE  PRATIQUK.  —  En  un  lieu  de  latitude  À  =  45°  1 1'  22", 
l'heure  sidérale  étant  11^- =  1 1''9'"9%  on  a  trouvé,  sur  le 
cercle  horizontal  du  théodolite^  pour  azimut  relatif  d'une 
étoile,  Ao  =  108"  lo'oo",  la  graduation  du  cercle  étant 
rétrograde.  L'étoile  a  pour  coordonnées 

.R  =  o''5i"'iS',         (0  =  5o"i3'54".9. 

1°  Calculer  l'azimut  Xm  du  méridien,  côté  nord,  sur  le 
cercle  du  théodolite  ; 

1"  Déterminer  l'erreur  qui  affectera  cet  azimut  si  le 
chronomètre  retarde  de  i  seconde; 

3°  Chercher  à  quelle  heure  l'observation  aurait  dû  être 
faite  pour  rendre  insensible  V influence  de  l'erreur  du 
chronomètre,  et  calculer  à  ce  moment  l'azimut  vrai  de 
l'étoile  par  rapport  au  méridien.  (Juillet  191 1.) 

Composition.  —  Eléments  d' une  planète.  Leur  détermi- 
nation pour  une  planète  dont  on  possède  une  longue  suite 
d'observations. 

Les  éléments  d'une  planète  étant  connus,  calculer  ses 
coordonnées  équatoriales  JR,  (D  pour  une  époque  donnée  t. 

KpRKUVK  l'u.vriQUi;.  —  Les  angles  A,  B,   C  d'un  triangle 


plan  étant  exactement  connus,  et  P  étant  un  signal  cjt. 
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rieur  au  trians^le,  on  mesure  les  angles 

APB  =  «,,         BPG  =  «2,         PGB  =  «3,         BAP  =  a4. 

Les  mesures   comportant   des   erreurs,   on  demande   de 
calculer  les  valeurs  les  plus  probables  «i,  aj,  a^,  «4. 
Données  numériques  : 


A   =:  60.  3l).32, 

B  =8f.   9.   o, 
G  =38.  II.  28, 


«1 =    55.38.   2, 

a2=  I  12.32.  52, 

«3=    45.54.   4, 
«^=  64-46. 10. 


On  calculera  d'autre  part  quelles  auraient  dû  être  les 
\>aleurs  de  «3  et  de  «4,  si  les  valeurs  de  a^  et  de  a^  avaient 
été  exactes.  (Juillet  1912.) 

CoMPOSlTiox.  —  Théorie  du  temps  moyen.  Equation  du 
temps.  Discussion  :  l 'équation  du  temps  s'annule  quatre 
fois  par  an. 

Epreuve  pratique.  —  Orientation  à  l'aide  d'une  étoile. 
Emploi  d'une  étoile  polaire.  Heure  à  laquelle  il  convient 
défaire  l'observation  pour  que  V  erreur  du  chronomètre 
soit  sans  influence  sensible.  Azimut  correspondant  de 
l'étoile. 

Application  numérique  : 

JR  =  i"ify"4i%49; 

CD  =  88"4i'26''; 

À    =4  5"  II '22". 

(Novembre  1912.) 

Go.MPosiTiox.  —  Influence  de  l'aberration  sur  les  coor- 


O  A  B  -M  j> 

données    équatoriales  .•R   et  lO  d'une    étoile.   Aberration 


(  «7) 

annuelle  en   M  et  (D.  Aberration  annuelle  en  longitude  et 
en  latitude.  Orbite  d'aberration. 

Influence  de  l'aberration  diurne  sur  le  moment  dupas- 
sage  apparent  d'une  étoile  au  méridien  d'un  lieu. 

Épreuve  pratique.  —  Rattachement  d'un  point  P  à  une 
baseOx  à  l'aide  de  trois  observations  faites  de  trois  points 
0,  A,  B  de  cette  base. 

Mesures  effectuées  : 

m  o       ,        „ 

OA  =  a  =  1435,81,  POX  =  «i  =  47. '^7  -42, 

OB  =  6  =  2i8G,43,  PAX  =a.=  59.55.45, 

PBX  =  r/3=68.   8.20. 

1°  On  calculera  le  côté  du  triangle  d'erreur  des  obser- 
vations qui  est  dirigé  vers  le  point  O,  et  l'on  figurera  ce 
triangle. 

1"  On  compensera  de  la  façon  la  plus  probable  les 
angles  mesurés  ai,  a-n  a^  de  façon  à  assurer  la  conver- 
gence des  rayons  OP,  AP,  BP,  et  l'on  calculera  alors 
les  valeurs  de  OM  =  x,  MP  =  y. 

3"  On  calculera  la  longueur  du  côté  dirigé  vers  O  du 
triangle  d'erreur  qui  pourra  subsister  après  la  compen- 
sation. (Juillet  1913.) 

Lille. 

Epreuve  théorique.  —  I.   1°  Equation  de  Kepler. 

1°  Etude  de  la  chromosphère  en  dehors  des  éclipses. 

II.  Indiquer  combien  de  relations  et  quelles  relations 
doivent  exister  dans  le  problème  des  deux  corps  entre  les 
douze  coordonnées  {cartésiennes)  et  projections  des  vitesses 
à  un  instant  quelconque  pour  que  les  deux  corps  se  choquent 
dans  le  mouvement  étudié  :  i"  anté rieur ement  et  posté- 
rieurement à  l'instant  considéré  ;  2"  postérieurement  à 
l'instant  considéré. 

Ei'Riîi  vi;  PRATIQUE.  —  On  examine^  au  moment  de  l'oppo- 
sition, le  spectre  d'une  planète  de  diamètre  apparent 
notable.  On  suppose  qu'à  ce  moment  l'axe  de  rotation  A 
de  la  planète  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  visée.  On  dispose  la  fente  perpendiculairement  à  A. 
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On  étudie  la  région  du  spectre  voisine  de'k  =  o!^-,5.  Dans 
cette  région^  deux  raies  dont  les  longueurs  d'onde  diffèrent 
de  o!^,oooi  sont  séparées  sur  la  plaque  par  un  intervalle 
de  i""".  La  hauteur  du  spectre  est  2""".  La  vitesse  équato- 
riale  de  la  planète  est  lo"""  par  seconde.  Calculer  l'incli- 
naison des  raies  de  Frauenhofer  et  celle  des  raies  dues  à 
l'absorption  par  l'atmosphère  de  la  planète. 

(Juillet  1910.) 

Marseille. 

Co.Mi'OSiTiON.  —  Exposer  le  calcul  de  l'ascension  droite 
et  de  la  déclinaison  géocentriques  d'une  planète,  connais- 
sant les  éléments  de  son  orbite  et  sa  position  à  une  date 
sur  cet  orbite.  Constantes  de  Gauss.  Construction  d'une 
éphéméride  de  la  planète. 

Éprkuve  pratique.  —  A  la  date  1873,0  les  coordonnées 
moyennes  de  l'étoile  a  de  l'Aigle  sont  : 

Ascension  droite I9''44'"39',  3i 

Déclinaison  boréale 8°32'    i4">7 

Calculer  ses  coordonnées  moyennes  à  la  date  i<S25,o. 
On  rappelle  aux  candidats  que  la  précession  annuelle 
en  ascension  droite  et  en  déclinaison   a  pour  expressions 

m  -+-  n  tango  sinot, 
/*  cosa, 

et  l'on  sait  qu'on  a,  à  la  date  de  i85o,o,  les  valeurs 

m  =  46".o5q'J 

„■    .    .      (en  arc). 
n  =  uo  ,  o5 1 3 

(Juin  1912.) 
Épreuve  théorique.  —  Une  planète  P  décrit,  suivant  les 


P 


lois  de  Kepler,   une  orbite  elliptique  de  foyers  S  et  S',  le 
Soleil  étant  supposé  en  S. 


(  «^9) 

„    ,w  .  •  ,    .         dv        dv'    . 

I     Ueniontrei'  nue   les  vitesses  ansriLlaircs   —r  et  —j-  des 
^  ^  dt  dt 

rayons  vecteurs  SP  et  S'P  sont  données  par  les  formules 

dv        {\ -+- e  co?,v)- n  dv'  ('i -+- e  cosp)-rt 

(I  —  e-)'  (i -(- .>, e  cost' +  1^- )  (i  —  e-y 

dans  lesquelles  e  désigne  V excentricité  de  Vurhite,  n  le 
moyen  mouvement  horaire  de  P,  v  l 'anomalie  vraie  de  P, 

v'  l  angle  SS'P,  t  le  temps  mesuré  en  heures  de  temps  moyen. 

Trouver  les  maximums  et  les  minimums  de  ces  vitesses 

quand  P  parcourt  son  orbite. 

,,    -r.  /  7  -      j  1     dv  ^     dv' 

1     trouver  les    développements   de  —r  et  de  —;—  suivant 
'  '  dt  dt 

tes  puissances  de  e  jusqu'aux  termes  en  e^  exclusivement 
et  montrer  que  le  mouvement  du  rayon  vecteur  S'P  est 
uniforme  en  supposant  e-  négligeable. 

3"  Dans  le  cas  oii  Von  a  e==  0,05491  et  n  =  32'.56",  45, 
calculer    l'écart  entre    le    nja.rimum    et   le    minimum    de 

dv        ,,  ,  ,  dv' 

—r-  et  l  écart  analogue  pour  -—- • 
dt  ^       ^  dt 

EpKEivK  PRATiguiî.  —  En  un  certain  lieu,  on  a  trouvé 
pour  la  hauteur  du  Soleil  G3''56'5o"  l' heure  moyenne  étant 
o''49"''25%  et  le  temps  moyen  à  midi  vrai  I'"3o^  La  décli- 
naison du  Soleil  esi  -23" 27'.  Quelle  est  la  latitude  du  lieu? 

(Noveiubre  19  ri.) 

Composition  kchitk.  —  1"  Expliquer  ce  que  Von  appelle 
inclinaison,  colliinalion  et  azimut  d'une  lunette  méridienne. 
Montrer  comment  on  détermine  ces  trois  constantes. 

1°  Dans  une  orbite  parabolique,  démontrer  que  le  cercle 
passant  par  le  foyer.,  le  sommet  et  un  point  i\I  de  la  para- 
bole., détermine  sur  la  tangente  au  sommet  un  segment 
proportionnel  au  temps  mis  par  l'astre  pour  aller  du 
périhélie  au  point  IM  de  la  parabole. 

N.  B.  —  On  rappelle  au.c  candidats  que.,  dans  une  orbite 
parabolique,  l'anomalie  vraie  v  est  liée  au  temps  corres- 
pondant t  par  la  formule 

I  .  ^  V         h 

-  lanii^  -  -\r-  lanL'-  =  — -  (  /  —  T  ), 

3  ■?.  l  q- 

Ann.  de  Matkéinat.,   \"  série,  t.  X.\'.  (  l'cvrier  lyiJ.)  7 
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dans  laquelle  h  désigne  la  constante  des  aires,  q  la  dis- 
tance périhélie  et  T  l'époque  du  passage  de  V astre  au 
périhélie . 

Éi'RKUVii  PRATIQUE.  —  Pour  une  planète,  la  longitude 
vraie  dans  l'orbite  est 

180°  1 5' 20", 
V  inclinaison 

6" '23'  10" 

et  la  longitude  du  nœud 

128" II'  5o". 

Calculer  la  longitude  et  la  latitude  héliocentriques. 

(Juin   1913.) 

GoMPOSiTiox  ÉcRiTK.  —  i"  Exposcr  la  théorie  des  paral- 
laxes pour  les  planètes.  Influence  de  la  parallaxe  sur  les 
observations  méridiennes  et  sur  les  observations  équato- 
riales. 

2°  Négligeant  F  excentricité  de  l'orbite  apparente  du 
Soleil,  on  suppose  cjue  cette  orbite  soit  un  cercle  incliné 
de  23" 27'  sur  le  plan  de  l'équateur.  Trouver  ce  que 
devient  dans  ce  cas  /'équation  du  teiups.  Etablir  une  for- 
mule permettant  de  calculer  cette  équation  en  fonction 
de  la  longitude  du  Soleil  et  trouver  les  zéros,  les  maxi- 
mums et  les  minimums  de  cette  quantité. 

Epreuve  PRATiQUii.  —  Sur  une  sphère  dont  le  rayon  est 
10'",  les  côtés  d'un  triangle  sphérique  sont  respectivement 
3"',  4'"  ^^  5'". 

Calculer  les  angles  de  ce  triangle  avec  la  précision  que 
comportent  les  tables  à  cinq  décimales. 

(Novenil)i'c  f9i3.) 

Montpellier. 

I*>piuu  VK  KCRiiiî.  —  Définition  et  principales  propriétés 
des  fondions  de  Bcssel.  En  particulier,  démontrer  les 
formules 

i„(x)=-    I      cos{n(f  —  j^- siucî)  t/cp, 


(  9') 

où  Jn^sr^)  désigne  la  n'''=»^e  j-.juction  de  Bessel .  In  liguer  {sans 
détails,  ni  calculs)  quelques  applications  à  l'Astronomie. 

KpKELVi';  PRATrouR. —  Résoufire par  la  méthode  de  Ktrnigs 
l'équation  de  Kepler 

u  —  e  siiw/  =  ÎI 
poiii- 

X.  =  3i",         loge  =  r,38()76. 

Au  bout  de  deux  (ou  trois)  applications  de  la  méthode., 
dire  sur  quelle  approxi/nation  on  peut  compter. 

(Juin   1 9 1 3 .  ) 

ÉpRiîivi-:  KCRITK.  —  Moui'eme/it  parabolique  des  comètes. 
Détermination  du  temps.  Détermination  des  éléments 
paraboliques  connaissant,  dans  l'espace,  la  position  et  la 
vitesse  de  la  comèle  à  l'instant  t^u 

Éprkuve  prvtiquk.  —  A  une  date  déterminée,  les  coor- 
données astronomiques  d'une  étoile  E  sont  iîl  =  i9°2o', 
déclin.  =  7°3i'.  Calculer  l'ascension  droite  de  l'étoile  équa- 
toriale  qui  se  lève  en  même  tempjs  que  E.  Quelle  est  la 
différence  des  azimuts  des  deux  étoiles  au  moment  de  leur 
leverl  La  latitude  du  lieu  de   l'observation  est  5o°38'44". 

(Novembre  1912.) 

EpREi  VK  KCRiTT.  —  }f ont rcr  com ment  on  peut  déterminer 
les  éléments  d'une  orbite  elliptique  quand  on  a  la  position 
Xo  Yo  Zj  et  la  vitesse  X[,Y;,Zy  à  un  instant  donné  to. 

ÉpRKi  vn  PRATIQUE.  -•   Résoudre  l'équation  de  Kepler 

u  —  e  si'ii  «  =  w 

pour  les  valeurs  suivantes  de  e  et  de  !^  : 

loge  =  r,.i''-3G9,         t  =  i9°35'4o". 

Poursuivre  les  calculs  jusqu'à  être  assuré  que  l'erreur 
commise  sur  u  ne  dépasse  pas  1'  en  valeur  absolue.  Com- 
bien faudrait-il  faire  d' approximations  ultérieures  pour 
obtenir  une  erreur  au  plus  égale  à  1"?         (Juin  191 3.) 
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Epreuve  écrite.  —  Exposer  dans  ses  grandes  lignes  la 
solution  du  problème  des  deux  corps  dans  l'espace.  Intro- 
duire les  éléments  d'une  orbite  dans  le  mouvement  relatif 
cV une  planète  autour  du  Soleil,  et  expliquer  co//une/it  on 
fixe  à  un  instant  donné  la  position  de  la  planète  sur  son 
orbite. 

Noie.  —  On  admettra,  sans  rappeler  la  démonstration, 
que  r équation  de  Kepler  a  une  solution  et  une  seule  :  et  l'on 
ne  parlera  fjas  des  procédés  de  calcul  de  cette  solution. 

Épreuve  pratique- —  En  un  lieu  donné,  on  admettra  que 
le  crépuscule  commence  lorsque  le  Soleil  atteint  l'horizon, 
et  qu'il  se  termine  lorsque  le  Soleil  possède  une  hauteur 
égale  à  —  i8"  {c'est-à-dire  lorsque  l'angle  du  rayon 
visuel  passant  par  le  Soleil,  avec  l'horizon,  est  égal  à 
—  i8").  Ceci  posé,  on  demande  quelle  est  la  latitude  des 
lieux  terrestres  pour  lesquels  le  jour  où  la  déclinaison  du 
Soleil  est  D,  le  crépuscule  cesse  à  7''  de  temps  vrai? 

Cette  latitude  existe-t-elle  toujours,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  D?  Donnant  à  D  une  valeur  numérique  {au 
choix  du  candidat  )  telle  que  le  problème  soit  possible, 
calculer  la  latitude  correspondante . 

(Novembre   191 3.) 

Nancy. 

Epreuve  écrite.  —  On  considère  trois  axes  de  coordon- 
nées ayant  leur  origine  au  centre  T  de  la  Terre  :  Tz  pa- 
rallèle à  la  direction  LS  qui  va  du  centre  de  la  Lune  au 
centre  du  Soleil, 'Ty  mené  perpendiculairement  à  Tzdans 
le  plan  passant  par  Ts  et  l'axe  TP  de  la  Terre,  mais  de 
manière  à  faire  un  angle  aigu  avec  TP,  P  étant  le  pôle 
boréal  ;  enfin  Ta:  perpendiculaire  au  plan yTz,  de  manière 
que  le  trièdre  '^xyz  présente  la  disposition  directe. 

Soit  une  époque  voisine  de  celle  du  milieu  d'une  éclipse 
de  Soleil.  Calcule/'  pour  cette  époque  : 

1°  L'ascension  droite  /B  et  la  déclinaison  tt)  de  T^  ; 

2"  Les  coordonnées  r,  y,  z  du  centre  de  la  Lune; 

3"  Les  coordonnées  \,  r,,  "C,  d'un  lieu  terrestre  M; 

4"  Les  demi-angles  au  sommet  des  cônes  d'ombre  et  de 
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pénombre^  ainsi  que  les  rayons  de  leurs  traces  sur  le 
plan  crT y  ; 

5°  Les  rayons  de  leurs  traces  sur  le  plan  parallèle  au 
plan  ocTy  mené  par  le  lieu  1\1  ; 

()"  Les  l'aie urs  des  quatre  dérii'ées  x\  y\  ^',  r^ prises  par 
rapport  au  temps.  Déduire  de  là  l'heure  approximc(tiie 
d'un  contact  des  disques  lunaire  et  solaire  ainsi  que 
l'angle  au  pôle  correspondant. 

On  aurait,  pour  l'époque  considérée,  les  coordonnées 
équatoriales  géocentriques  A  et  D  de  la  Lune.,  et  celles 
A'  et  D'  du  Soleil,  les  distances  r  et  r'  de  ces  deux  astres  à 
la  Terre,  l'angle  horaire  H  de  la  direction  Tz  par  rapport 
au  premier  méridien. 

On  aurait  d'ailleurs  aussi  les  rayons  linéaires  R  et  R' 
de  la  Lune  et  du  Soleil,  ainsi  que  les  coordonnées  géo- 
graphiques du  lieu  AI  et  sa  distance  p  au  centre  de  la 
Terre. 

Eprkuve  pratique.  —  Appliquer  le  théorème  de  Legendre 
à  la  résolution  du  triangle  géodésique  tracé  sur  une 
sphère  de  (iSjo"""  de  rayon,  dont  les  côtés  ont  pour  longueur 
700""",  55o''"',  3oo'''".  (Juin  1911.) 

\.  Mutation  de  l'axe  de  la  Terre.  On  feia  abstraction 
du  déplacement  séculaire  de  l'écliptique. 

II.  On  considère  une  éclipse  de  Lune.  Calculer  les 
heures  des  contacts,  les  angles  au  pôle  de  ces  contacts, 
ainsi  que  l'heure  de  la  plus  courte   dislance  des  centres. 

ni.  Expliquer  comment  on  peut  déterminer  les  éléments 
elliptiques  d'une  planète  à   l'aide  de  trois  observations. 

(Juin   1  q  1  > .  ) 


Ki'REUVic  KCRiTE.  —  i"  Détermination  de  la  figure  de  la 
Terre. 

•)°  Dans  un  triangle  sphérique,  on  connaît  un  côté  c,  la 
différence  a  —  b  des  deux  autres,  et  la  somme  A -1- B  des 
angles  opposés.  Déterminer  les  côtés  a,  h  et  les 
angles  A,  IJ,  C. 
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Épreuve  PKATiQUE.  —  A  Nancy,  dont  la  latitude  est 

<P  =  48°4r3i", 

on  a  observé  à  un  certain  instant  l'azimut  A  et  la  dislance 
zénithale  z  d'une  étoile 

A  =  iiY !\'V  ■).o" ,         z  =  2-j"44  3o". 

Calculer  l'heure  sidérale  de  cet  instant.  On  donne 
l'ascension  droite  a\  de  rétoile 

^^  =  (f\-'\î",i5. 

(Oclobie  iQri.) 

I.  Connaissant  les  dimensions  de  l'ellipsoïde  terrestre 
et  la  latitude  géographique  o  d'un  point  de  cet  ellip- 
soïde, trouver  la  latitude  géocentrique  de  ce  point,  sa  dis- 
tance au  centre  de  la  Terre  et  le  rayon  de  courbure  de 
l'ellipse  méridienne  au  même  point.  Longueur  du  mètre. 

II.  Mutation  de  l'axe  de  la  Terre. 

III.  Aberration  annuelle  des  étoiles.  (Juin  igiS.) 

I.  Expliquer  en  détail  comment  on  établit  que  le  mou- 
vement des  planètes  satisfait  aux  trois  lois  de  Kepler. 

II.  On  considère  une  éclipse  de  lune.  Calculer  les  heures 
des  contacts,  les  angles  au  pôle  de  ces  contacts,  ainsi  que 
l'heure  de  la  plus  courte  distance  des  centres. 

(Oclobie  i<ji3.) 

Rennes. 

Composition  écrite.  —  Réfraction  astronomique. 

l'>REUVE  PRVTiùt'E.  —  Résoudre  un  triangle  sphérique 
connaissant  les  trois  côtés  : 

a  ~  38"  17' 20", 
b  =  :>oy,r;.38, 
c  =  57°  34' 18". 

(a  et  c  sont  donnés  en  degrés,  b  en  grades.) 

(Juin  1911.) 
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Composition  écrite.  —  Différents  systèmes  de  coordonnées 
astronomiques.  Changement  de  coordonnées. 

l.i'HEi  VE  PRATIQUE.  —  Résoudre  un  triangle  sphérique 
connaissant  deux  côtés  6,  c  et  l'angle  compris  P^  : 

T 
6   =  g8, i83o, 

c   =  49, '^'35, 

A  =  5i , i532. 

(  Novembre  ly  i  i .  ) 

Composition  écrite.  —  Éclipses. 

Epreuve  pr\tique.  —  On  donne  les  trois  côtés  d'un 
triangle  sphérique 

a  =:  ()5  .").-]  .  i8,3'2  ; 
b  =  84. 35. 2t), 84; 
c  =  9 j . 43.53,76  : 

1"  Calculer  les  angles  A,  B,  C. 

2"  Quels  accroissements  éprouvent  ces  trois  angles  quand 
les  côtés  reçoivent  les  petits  accroissements  respectifs  : 

\a  =  3",i;  A6  = —  4")^;  •^c  =  6",  7. 

(Juin  1 9 1  '.>. .  ) 

Toulouse. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Construction  d'une  éphéméride 
donnant  les  coordonnées  équatoriales  géocentriques  d'une 
planète. 

\\.  Définition  et  détermination  des  constantes  instru- 
mentales du  cercle  méridien. 

EpRKUVii  PUATiiji  E.  —  Calculer,  en  temps  moyen.,  l'heure 
du  lever  de  l'étoile  a  Dauphin,  le  3o  mai  19 10.  On  trou- 
vera les  coordonnées  de  cette  étoile,  pour  cette  date,  dans 
la  rioiiriiiissiinre  des  Temps  de  kjio  (|».  499).  ^"  tiendra 
compte  de  l'effet  de  la  réfraction.  On  adoptera, pour  lieu, 
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Toulouse  (Observatoire),  dont  on  prendra  la  position 
géographique,  page  i  j*  de  la  Table  de  la  C jiinaissance  des 
Temps.  (Juillet  191  i.) 

EpREUVK  ii<;Rrrn:.—  I.  Interpolation  ;  dijfc renées  ;  formule 
de  Newton  et  formules  analogues.  Application  aux  Tables 
astronomiques  ;  on  insistera,  en  particulier,  en  se  servant 
de  la  f^jonnaissance  des  Temps,  sur  le  cas  de  la  Lune. 

II.  Emploi  du  niveau  des  collimateur.s  et  du  bain  de 
mercure  dans  les  cercles  méridiens. 

Ei>REUvi-:  i'HATiQi;i!:.  —  On  donne  ci-dessous  les  ascensions 
droites  A,  A'  du  Soleil  et  de  Vénus  pour  midi  moyen  de 
Paris  du  5  au  "^  juillet  igi». 

1°  On  dem.ande,  en  temps  moyen  de  Paris,  p(jur  quel 
instant  on  a  A  =^  \'  et  quelle  est  cette  valeur  commune  de 
l" ascension  droite  des  deux  astres. 

o"  Transformer  le  temps  moyen  trouvé  pour  l'instant 
considéré  en  temps  sidéral  de  Paris. 

3"  Dans  quel  méridien  se  trouvent  les  deux  astres  au 
moment  de  cette  conjonction,  sachant  que  le  temps  sidéral 
à  midi  moyen,  à  Pari<,  le  b  juillet  1912  est  égal  à  6''5•2"'25^ 

Soleil.  Véuus. 

11      m       s  h      m      s 

1 91  2  juillet   j ().  5(").43  ,06  6.56.1 5, 32 

»  6 7.    0.49,89  7.    1.36,  12 

»  7 !  7.    /(. 56,38  7.   6.56,49 

(Juillet  1 9 1  2 .  ) 


i:itl(ATA. 


l',)l'i.    \'à\^c  55,  li^iie  5,  au  lieu  de  siu'.r  —  %\n-x-\-y,  liri 
sin* j:  —  sin-'cT  -+-  X. 

l'age  55,  ligne  iv.,  au  lieu  de 


y  a  \J a  -h  /a'  -i-  x-^ , 
lire 

Y  a  y/a  -|-  /«* —  x'. 
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[M' 8a] 

\OTE  SIR  LA  \ÉPIIROIDE  DE  PUOCTOU; 

Par  m.  F.  BALITRAND. 


La  néphroide  de  Proctor  est  la  combe  engendrée 
par  un  point  d'iiii  cercle  de  rayon  -  roulant  extérieu- 
rement sur  un  cercle  de  rayon  a.  C'est  une  épicycloïde 
qui  présente  deux  points  de  rebroussement  aux  extré- 
mités d'un  dianièlre  du  cercle  fixe  et  deux  sommets, 
dans  une  direction  perpendiculaire,  sur  un  cercle  con- 
centrique de  rayon  2rt.  Elle  est  susceptible  de  nom- 
breux modes  de  génération  simples,  soit  ponctuels, 
soit  langentiels;  ces  derniers  particulièrement  remar- 
quables. Nous  en  indi(|uerons  plusieurs  dans  ce  qui 
suit. 

Prenons  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a. 
Soient  AAl'  un  de  ses  diamètres,  fixe  par  hypothèse, 
et  M  un  point  variable  de  sa  circonférence.  Traçons  le 
cercle   qui   lui  est  tangent  extérieurement  en  M  et  de 

rayon  -•  Soit  to  son  centre.  Prenons  sur  lui  un  point  P 

tel  que  arc  MP  =  arc  MA.  Le  lieu  du  point  P,  quand 
le  point  M  varie,  est  la  néphroVde  de  Proctor. 

Abaissons  de  M  la  |)erpendiculaire  MO  sur  AA'. 
Puis(pie  arcMA^arcMP  et  puisque  le  rayon  de  co 
est  la  moitié  de  celui  de  (J,  MP  et  MQ  sont  égaux.  Pour 
la  même  raison  ,  si  l'on  mène  la  tangente  comunnu;  en  M 
aux  deux  cercles,  qui  cou|)e  AA' en  T,  les  angles  (^MT 
et  PMT  sont  égaux.  Par  suil(î,  la  tangente  MT  est  per- 
pendiculaire sur  PQ  en  son  milieu.  Donc  : 

Ann.  de  Matliémat.,  4*  série,  t.  XV.  (Mars  igiS.)  8 
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Si  d'un  point  M  d' un  cercle^  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire MQ  sur  un  de  ses  diamètres  fixe  AA',  et  si 
V on  prend  le  symétrique  P,  de  Q,  par  rapport  à  la 
tangente  en  M,  le  lieu  de  P,  quand  M  varie  sur  le 
cercle,  est  une  néphroïde  ayant  pour  points  de 
rebj  oussement  A  et  A'. 

De  plus,  la  tangente  en  P  à  la  néphroïde  est  la 
droite  PT.  En  effet,  le  triangle  ÏPQ  étant  isoscèle,  la 
droite  TP  rencontre  OM  en  un  point  M,,  tel  que 
MM,  =  OM.  Autrement  dit,  le  point  M,  est  le  point 
diamétralement  opposé  à  M  sur  le  cercle  lo.  Par  suite, 
ÏP  est  perpendiculaire  à  PM.  Mais  M  étant  le  centre 
instantané  de  rotation,  la  droite  PM  est  la  normale 
en  P;  par  suite,  TP  est  la  tangeiile.  On  peut  ajouter 
que  cette  tangente  fait  avec  AA'  un  angle  double 
de  MOA  et,  par  conséquent,  TM  est  la  bissectrice  de 
l'angle  PTQ. 

Puisque  MP  =  MQ,  le  point  M  appartient  à  une 
parabole  ajanl  P  pour  tojer  et  AA'  pour  directrice.  La 
tangente  en  M  à  celte  parabole,  qui  est  perpendiculaire 
sur  PQ,  coïncide  avec  MT.  Donc  : 

Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  un 
cercle  et  ayant,  comme  directrice  commune,  un  dia- 
mètre fixe  de  ce  cercle,  est  une  néphroïde  ayant 
pour  points  de  rebroussenient  les  extrémités  du  dia- 
mètre fixe. 

Tr.içons  le  cercle  de  centre  M  et  de  rayon  MQ.  Il 
louche  AA'  en  Q  et  la  néphroïde  en  P.  La  droite  PQ 
prolongée  rencontre  le  diamètre  BB',  perpendiculaire 
à  AA',  en  Q,  et  l'on  a  QQ,  =  0M  =  <7.  L'enveloppe 
de  PQ  est  donc  une  hjpocycloïde  à  quatre  rebrousse- 
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inents  ou  astroïde,  ayant  ses  points  de  rebrousseinent 
en  A,  A',  B  et  B'.  Par  suite  : 

L! enveloppe  d'un  cercle,  dont  le  centre  décrit  un 
cercle  donnée  et  qui  reste  tangent  à  un  diamètre  de 
ce  cercle,  est  une  néphroïde.  La  droite  cjai  joint  les 
points  de  contact  sur  le  diamètre  et  sur  la  néphroïde 
enveloppe  une  astroïde. 

On  peut  encore  dire,  si  l'on  veut,  <|ue  : 

Le  lieu  des  points  équidisla/its  d'une  ncphroïde 
et  de  sa  ligne  des  rebroussements  est  le  cercle  décrit 
sur  le  segment  de  droite,  qui  joint  les  points  de 
rebroussement,  comme  diamètre. 

Désignons  par  ;p  l'augle  MOA.  Nous  savons  que  la 
tangente  PT  fait  avec  AA'  uu  angle  égal  à  20;  c'est- 
à-dire  que  TPetTA  sont  symétriques  par  rapport  à  TM. 
D'où  le  mode  de  génération  suivant  de  la  uéphroïde  : 

De  chaque  point  T  d'un  diamètre  fixe  AA'  d'un 
cercle,  on  mène  la  tangente  TM  à  ce  cercle  et  l'on 
prend  la  symétrique  TP  de  AA'  par  rapport  à  cette 
tangente.  L  enveloppe  de  TP  est  une  néphroïde. 

J^e  triaugie  OTM,  est  isoscèle,  puiscjue  T  appartient 
à  la  perpeudioulaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  hase  OM  , . 
l^'angle  en  iM,  est  donc  égal  à  MOA,  c'est-à-dire  à  C2. 
Meuons  par  M,  uue  parallèle  M,  N  à  AA',  faisant  par 
suite  avec  OM,  le  mèuie  auyle  'z>.  Le  lieu  de  M  ■  étant 
un  cercle  de  cenlie  O  et  de  rayon  ia;  ou  voit  cpie 
si  NM,  est  un  rayon  lumineux,  M,  T  est  le  rayon 
réiléclii  par  ce  cercle.  D'où  ce  tliéorèuie  : 

La  caustique  par  réflexion  d'un  cercle,  pour  des 
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rayons  lumineux  parallèles,  est  une  néphroïde  de 
Proctor. 

Joignons  PM.    Dans   le    triangle    rectangle    PMM,, 

l'angle  en  M  est  égal  à  -  —  ce.  D'autre   part,  dans  le 

triangle   OMQ,   Tangle  OMQ  est  aussi  égal  à  -  —  cp. 

Autrement  dit,  si  QM  est  un  rayon  lumineux,  PM  pro- 
longé est  le  ravon  réfléchi  par  le  cercle  fixe.  L'enve- 
loppe de  PM  est  donc  une  néphroïde.  Mais  PM,  nous 
le  savons,  est  la  normale  en  P  à  la  népliroïde  lieu  de  ce 
point;  son  enveloppe  est  donc  la  développée  de  cette 
néphroïde.  Ainsi  : 

La  développée  d'une  népliroïde  de  Proctor  est 
une  autre  néphroïde  concentrique  à  la  première. 
On  V obtient  en  prenant  V homotliétique  de  celle-ci; 
le  pôle  d' homoihétie  étant  le  centre  commun  et  le 

rapport   d^homothélie  ->   et   en  la  faisant   ensuite 

tourner  de  90"  autour  du  centre  commun. 

La  construction,  bien  connue,  qui  donne  le  point  de 
contact  du  rajon  réfléchi  avec  son  enveloppe,  fournit 
ici  le  centre  de  rouibure  de  la  néphroïde.  On  l'obtient 
en  projelant  sui-  MP  le  milieu  du  ravon  OM.  Nous 
l'obtiendrons  |)l(is  loin  par  une  autre  méthode. 

Projetons  le  point  A  en  R  sur  MX  et  prenons  le 
symétrique  S  de  A  par  rapport  à  R.  Ce  point  se  trouve 
sur  PT.  Le  lieu  du  point  R  étant,  d'après  une  propriété 
classique,  une  cardioïde,  il  en  est  de  même  de  celui  du 
point  S.  D'ailleurs,  l'égalité  des  deux  triangles  OMQ, 
MPM,  monlre  (|ue  le  cercle  decenire  M,,  tangent  exté- 
rieurement en  M  au  ecicle  O,  passe  par  S.  Comme 
arc  MS  =:  arc  MA,  il   en  résulte  que  le  lieu  du  point  S 
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est  celui  d'un  point  d'un  cercle  de  rayon  <7,  roulant 
extérieurement  sur  un  cercle  égal;  ce  qui  prouve  d'une 
autre  façon  que  ce  lieu  est  une  cardioïde.  La  normale 
en  S  à  cette  cardioïde  est  la  droite  SM,  puisque  M  est 
le  centre  instantané  de  rotation.  Cette  droite  est  d'ail- 
leurs bissectrice  de  l'angle  ASP,   car  les  angles  ASM 

et  MSP  sont  tous  deux  égaux  à •  Donc  : 

°  2  2 

La  néphj'oïde  de  Proctor  est  la  caustique  par 
réflexion  de  la  cardioïde  pour  des  rayons  lumineux 
issus  du  point  de  rebroussement  de  cette  dernière. 

PM  prolongé  rencontre  le  cercle  O  en  un  second 
point  P,.  Nous  avons  vu  que  MO  est  la  bissectrice  de 
l'angle  QMP,  ;  par  suite, 

MPi=2MQ         et         arc  MP,=  2aic  MA. 

Comme,  d'après  ce  qui  précède,  la  droite  MP,  enve- 
loppe une  néphroïde,  on  a  pour  cette  courbe  le  mode 
de  génération  suivant  : 

Si  deux  mobiles  parlant  d\in  même  point  se 
meuvent  sur  un  cercle .,  dans  le  même  sens,  avec  des 
vitesses  dans  le  rapport  de  3  à  i ,  la  droite  qui  les 
Joint  envelopoe  une  néphroïde  de  Proctor. 

De  là,  on  peut  déduire  une  constructiou  du  centre 
de  courbure  de  la  néphroïde.  En  effet,  soit  M'P',  une 
nouvelle  position  de  la  droite  MP,,  coupant  la  première 
au  point  C.  Les  deux  triangles  MCM-  et  I\  GP',  sont 
semblables  comme  équiangles  et,  par  lij|)otlièse,  on  a 

]MM'=  \  P,  I",. 
Donc 

CM  =  ^  GP,  =  i  MP,. 


3 
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Ainsi,  à  la  limite,  lorsque  M'P'^  se  rapproche  indéfini- 
ment de  MP,,  le  |)oinl  C,  qui  devient  le  point  de  con- 
tact de  MP,  avec  son  enveloppe,  s'obtient  en  prenant 

MC  =  y  MP,. 

4 

(^omme  ce  point  est  le  centre  de  courbure  de  la 
néphroïde,  puisque  MP,  est  normale  en  P  à  celle 
courbe,  on   a   la  construction   géométrique  suivante    : 

Le  centre  de  courbure  en  un  point  de  la  né- 
phroïde s'obtient  en  projetant  sur  Ui  normale  en 
ce  point  le  nu  lieu  du  rayon  correspondant  du 
cercle  fixe. 

Soit  (o,  le  mibeu  de  OM.  Décrivons  un  cercle 
sur  w,M  comme  diamètre;  il  passe  en  C.  Décrivons 
de  même  le  cercle  de  centre  O  et  de  rajon  Oto,;  il 
est  tangent  au  précédent  en  co,.  11  coupe  le  dia- 
mètre BB',  perpendiculaire  à  AA',  en  deux  points  B, 
et  B, .   Les  doux  angles   CM(o,    et    B,Oco,    sont   égaux 

tous    les    deux    à   -   —  o.    Il    en   i-ésulte  que   les   deux 

•2  i     i  1 

arcs  Coj,  et  B,o),  sont  ég;iux;  car  ils  sont  comptés  sur 

des  cercles  de  rayons  -  et  -•  Donc  le  lieu   du  point  C 
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se  confond  avec  le  lieu  décrit  par  un  point  d'un  cercle 
mobile  roulant  extérieurement  sur  un  cercle  de  rayon 
double;  ce  lieu  est  donc  une  néphroïde  ;  ce  (jui  prouve, 
comme  nous  l'avons  d<'jà  vu,  que  la  développée  d'une 
népliroïde  est  une  aulre  néphroïde. 

Rectification  et  quadrature.  —  I^a  leclification  et 
la  (piadralure  de  la  n(''j)luoïde  peuvent  s'obtenir  géo- 
MK'iricpicment  de  j)lusieurs  façons.  Celle  que  nous 
albjns   indiquer  est   basée    sur  la   remarque    suivante. 
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Le    cercle    décrit   sur   OM    comme    diamètre    passe 
en  Q  et  comme  MO  =  MP,  on  a  aussi 

arcMQ  =  arcMP  =  arc  MA. 

Donc  le  point  Q  est  fixe  sur  le  cercle  de  diamètre  OM, 
et  si  Ion  fait  rouler  celui-ci  intérieurement  sur  le 
cercle  O,  il  engendre  le  diamètre  AA';  c'est  le  théo- 
rème de  Cardan. 

D'autre  pari,  si  l'on  fait  rouler  une  courbe  mobile 
sur  une  courbe  fixe,  d'abord  sur  la  convexité,  puis  sur 
la  concavité  de  celle-ci,  de  sorte  que  les  mêmes  points 
de  la  courbe  mobile  coïncident  avec  les  mêmes  points 
de  la  courbe  Ci^e  dans  les  deux  mouvements,  on  a  les 
deux  formules  sui\antes  : 

dn  =  (l  -^  —  )  r  ds,         d<7i=  ( )  r  ds, 

\?        ?>/  \P        Pi/ 

où  ds  désigne  l'élément  d'arc  commun  aux  deux 
courbes  au  point  de  contact;  p  et  p,  les  rayons  de 
courbure  des  mêmes  courbes  en  ce  point;  r  le  rayon 
vecteur  du  point  décrivant;  cf^  et  ^/t,  les  éléments 
d'arc  des  deux  roulettes. 

Ces  formules  sont  bien  connues.  D'ailleurs,  leur 
démonstration  est  immédiate,  si  l'on  remplace  les 
deux  courb.es,  fixe  et  mobile,  par  des  polygones  infini- 
tésimaux inscrits. 

Dans  le  cas  présent,  où  les  couibes  fixe  et  mobile 
sont  deux  cercles,    p   et    p,    sont    constants    et    égaux 

respectivement  à  -  et  a:  r  désigne  MP. 

Pour  le  roulement  extérieur  (néphroïde),  on  a  donc 

3.1MP  j 

d<j  —  ds  ; 
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pour  le  roulement  intérieur  (diamètre  AA'), 

chi  =  ds  ; 

a 

d'où 

û?a  =  3  rfa  1 . 

En  intégrant,  on  voit  que  l'arc  de  néphroïde  AP  est 
égal  à  3.AQ.  D'où  ce  théorème  : 

La  longueur  d'un  arc  de  néphroïde^  compté  à 
partir  du  point  de  rebroussement^  est  égale  à  trois 
fois  la  distance  de  ce  point  de  rebroussement  à  la 
projection^  sur  le  diamètre  des  rebroussements,  du 
point  correspondant  du  cercle  fixe. 

La  longueur  totale  de  la  néphroïde  est  égale  à  \ia. 
La  quadrature  s'obtient  par  des  considérations  ana- 
logues. En  taisant  rouler  une  courbe  mobile,  d'abord 
sur  la  convexilé,  puis  sur  la  concavité  d'une  courbe 
fixe,  le  rayon  vecteur  du  point  décrivant  balaye  chaque 
fois  une  aire  limitée  par  l'arc  de  la  courbe  fixe,  l'arc 
de  la  roulette  et  les  deux  lignes  droites  qui  joignent 
les  premières  et  dernières  extrémités  de  ces  arcs. 
Chacune  de  ces  aires  se' décompose  en  quadrilatères 
mixtilignes  infinitésimaux  dont  chacun  comprend  : 
i"  un  petit  secteur  curviligne  qui  a  pour  sommet  le 
point  décrivant  et  pour  base  l'élément  de  la  courbe 
mobile;  2'-  un  second  secteur  qui  a  son  sommet  au 
point  de  contact  des  deux  courbes  et  pour  base  l'élé- 
ment de  la  roulette. 

Les  premiers  sont  évidemment  égaux  dans  les  deux 
roulements.  Quant  aux  seconds,  ils  ont  pour  expres- 
sion 

d^  =  -rd^=-l^-  -^l^r'-ds, 

■2  •iVp      Pi/ 


dy:i=  -  rd7,=  - 


-)r'ds, 

Pi/ 


(    'o5   ) 

suivant  que  les  convexités  des  deux  courbes,   fixe   et 

mobile,  sont  opposées  ou  non. 

Dans  le  cas  présent,  où  celles-ci  sont  des  cercles  de 

a 
rayon  a  et  -  respectivement,  on  a 

^S  =  3.f/S,, 
d'où 

S  représente  la  surface  limitée  par  l'arc  de  né- 
phroïde  A  F*,  par  l'arc  du  cercle  fixe  MA  et  par  l'arc 
du  cercle  mobile  INIP;  S,  la  surface  limitée  par  le 
segment  AQ  et  par  les  arcs  MA  et  MQ  des  cercles 
fixe  et  mobile. 

A  la  surface  S,  ajoutons  le  segment  de  cercle  oj 
limité  par  la  corde  MP;  et  de  même  à  la  surface  2, 
celui  du  cercle  td(,  limité  par  la  corde  MQ,  Observons 
d'ailleurs  que  ce  dernier  est  égal  à  S,.  Il  en  résulte 
que  la  surface  comprise  entre  l'arc  de  néphroïde  AP, 
l'arc  de  cercle  MA  et  la  droite  MP,  est  double  de  la 
surface  comprise  entre  AQ,  QM  et  l'arc  MA.  D'où  ce 
théorème  : 

La  surface  comprise  entre  un  arc  de  néphroïde ^ 
compté  à  partir  du  point  de  rebroussement^  Varc 
correspondant  du  cercle  fixe  et  la  droite  qui  joint 
les  extrémités  de  ces  arcs,  est  égale  au  segment  du 
cercle  fixe  limité  par  la  corde  menée  par  le  /wint 
correspondant  du  cercle  fixe,  perpendiculairement 
au  diamètre  des  rebroussements. 

La  surface  totale  de  la  néphroïde  est  égale  à  trois 
fois  celle  du  cercle  fixe. 
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SIR  LE  SYSTÈME  D'ÉQIJATIOXS  l\DÉTER«I\ÉES 

Par  m.  C.-A.  LAISANT. 


Ce  syslème,  signalé  dans  V Algèbre  d'Euler  (t.  Il, 
n"  2'Î9),  a  fait  l'objet  d'une  question  posée  réceniinent 
dans  V Intermédiaire  des  Mathématiciens  (').  On 
demande  s'il  peut  y  avoir  des  solutions  entières. 
L'impossibilité  est  presque  évidente,  on  écrivant  les 
deux  équations  : 

y  =  {z  —  x)x -{- {z  —  x)z, 

x  =  it  —y)y  +  {t  - y)t\ 

z — X  el  t — y  sont  des  entiers  positifs.  En  veitu 
de  la  première  équation,  j^  >  x  ;  en  vertu  de  la 
seconde,  ^r^y;  d'où,  l'impossibilité,  au  moins  en 
nombres  entiers  positifs. 

Pour  le  cas  de  racines  négatives,  on  n'a  qu'à  mettre 
les  signes  en  évidence,  d'où  les  deux  systèmes 

x'i  —  y  =  z-^,y-^-x  =  t-         et         x"^  —  y  =  z"- ,  x -{-}'■'-=  t^ , 

et  une  démunstintion  analogue  à  la  précédente  s'ap- 
plique à  chacun  d'eux. 

Le  seul  cas  d'exception  est  celui  où  l'on  ^  x  =^  z  (ou 
bien  y  =  t).  Alors,  j-  =  o,  x  ^=  z  =^  t-,  solution  évi- 
dente. 

(Jn  peut  se  jiroposer  la   recherche  des  racines  com- 

(')  N"  -i'il8  (i(ji4,p.  i47),  par  M.  T.  Ono. 
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mensura!)les,  s'il  en  existe,  du  système  proposé.  La 
solution  est  tout  entière  conlenue  dans  les  deux  iden- 
tités suivantes,  qui  n'en  font  qu'une,  car  la  seconde  se 
déduit  de  la  première  par  la  simple  permutation  des 
deux  lettres  : 

[6  (  2  a-  -f-  6  )  "1  -       rt  (  '^  6"!  -4-  a  )  _  V  a  -]-  b-  —  la^-bl- 
\~^ab     J  I  —  ^ab  L        i  —  4«^        J 

y  a{'ib'^->r- a)'\-       b{ia--hb)        r  b -h  a- — ib-aV- 
L     I  —  ^ab     }    ^^      I —  \ab  \         i  —  ^ab        J 

En  prenant  pour  a  ei  h  deux  quantités  comniensu- 
rabies  arbitraires,  positives  ou  négatives,  et  posant 

è(2a2-}-è)  a(2è2-4-a) 

^  =  ~, — ? — '  7  =  ; — 1 — ' 

I  — 4«t>  "^  I  —  4  no 

a -\- b- — la'-b  b -\- a"^ — ib'^a 

^  —  ; — 1 '  '  —  ; — 7 ' 

I  —  4  <^b  I  —  ^ab 

on  aura  une  solution  du  système  proposé,  en  valeurs 
commensurables. 

Ou  peut  remarquer  que  a  et  b  représentent  respec- 
tivement les  différences  z  —  j"  et  ^  — y. 

Si  Ton  prend  pour  a  e\  b  des  valeurs  positives,  il 
faudra,  pour  qtie  les  racines  jc  el  y  soient  positives,  que 

l'on  ait  ab  <;  -• 
4 

D'après  lune  des  reniar(jues  précédentes,  on  peut 
résoudre  la  question  «pie  voici,  laquelle  est  entièrement 
déterminée  :  «  Connaissant  les  différences  s  —  x 
et  t  — J)',  déterminer  les  quatre  nombres  x^y,  z,  t  de 
telle  sorte  qu'on  ait  x-  -{- y  =.  z-,  x  -{-y^^  t'-.  » 

Il  y  aurait  sans  doute  sur  cette  question  d'intéres- 
santes observations  à  faite.  Je  me  borne,  en  terminant, 
à  présenter  trois  exemples,  correspondant  aux  trois  cas 
possibles,  savoir  x  el  y  positifs,  négatifs  ou  de  signes 
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contraires  ; 

i3 

1°               X  —  — , 
12 

3 
'=4- 

8 

J 

9                      1 

'  =  f 

3°            X  =  -, 
5 

1  -a)'=ar- 

-1^ 
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^OTE   SUR   LA  TORSION; 

Par  m.  j.   HAAG, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Cleiniont-Ferrand. 


Imaginons  une  courbe  (G),  définie  comme  arête  de 
rebroussement  de  l'enveloppe  du  plan 

(ij  Aar  H- B^  H- C^ -H  D  =  o, 

où  A,  B,  G,  D  sont  des  fonctions  données  d'un  para- 
mètre t. 
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Proposons-nous    de    calculer  la  lorsion  7^  de  cette 
courbe.  Ou  sait  que  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point 
de  contact  du  plan(i)  avec(C)  sont  définies  par  l'équa- 
tion (i)  et  les  suivantes  : 


(2) 
(3) 


A'a;  -\-  B  y  -+-  C z  -1-  D'  =  o, 

X"x  -t-  B"y  -I-  G" 2  +  D"  =  o, 


les  accents  étant  des  indices  de  dérivation  par  rapport 
à  t.  Cela  posé,  désignons  par  (a,  b,  c),  («i,  b,,  c,  ), 
(«25  ^2,  C2)  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la 
normale  principale  et  de  la  binorniale.  Celte  dernière 
droite  est  perpendiculaire  au  plan  (i);  on  a  donc 

(4)  rt2=>^A,  6.2=XB,  C2=XC, 

avec 

(5)  X-2 


A2-+-B2-^C2 

Écrivons  maintenant  les  formules  de  Frenet  : 


dtti        a. 

db^ 

6, 

dco        Cl 

ds    ~   T' 

ds 

T' 

ds   ~~   T 

(6) 


JVIulliplions-les  res|ieclivemenl  par  «,,  Z^,,  c,  et  ajou- 
tons. 11  vient 


(7) 


«1 


da% 
ds 


bs 


dbj 
ds 


Or,  on  sait  que 
ai  —  cè.2 — bc-2,         bi—  aCi — ca^^ 

La  formule  (7)  s'écrit,  dès  lors, 


(8) 


de  2 
ds 


c,  =  ^«2  —  «6-2 


doi 

db^ 

de, 

A' 

B' 

c 

,1s 

ds 

~ds 

A- 

I 

\ 

i! 

c 

T  ^ 

«0 
a 

b-i 
b 

C 

'  7^ 

x' 

y' 

■0 

(    iio) 
Or,   les   équations   (i),   (2),   (3),   dérivées    totalement 
par  rapport  à  ^,  entraînent  les  suivantes  : 

(9)  A.:r'-f- B _/'-+- G  -'=  o, 

(10)  A'x'-hB'y'-+-C'z'^o, 

(il)    k"x'  +  B'>' -+-  G'z'  =  —  ( ^:"x  +  B">  4-  C"'z  +  D'")  =  /f , 

k  étant  obtenu  par  élimination  de  x^  y,  z  entre  (i), 
(2),  (3)  et  (i  i),  ce  qui  donne 


(12) 

en  posant 

(i3)     A  = 


A  B  G  D 

A'  B'  G'  D 

A"  B"  G"  D" 

A'"  B"  G'"  D'" 


ABC 

A'      B'     G' 
A"     B"     G" 


Si  nous  résolvons  maintenant  le  système  (9),  (10), 
(11)  par  rapport  à  x' ^  y' ,  s',  nous  avons 

(i4)         a:'=:^(BG'-GB'),        y  =  ^  (GA'- AG'), 

0  0 

^'=  ^  (AB'— BA). 

0 

Portant  dans   (8)   et   développant  suivani    la   dernière 
ligne,  il  vient 

(i5)';^=— ^|[(BG'— GB')-^  +  (GA'-AG')2-i-(AB'-BA'j2]. 


Mais,  si  l'on  élève  les  équations  {1  4)  au  carré  et  qu'on 
les  iijoule,  on  voit  <pie  le  crocliel  de  (i5)  éf^ale -r- 5'-. 
finalement,  (i5)  devient 


f 


(  •'•  ) 

ou,  en  tenant  compte  de  (5)  et  (12), 
(16) 


T  (A2+B2-t-C2)A 


On  peut  aussi  établir  celte  formule,  en  partant  de 
la  formule  bien  connue 


(•7) 


X      y 

x"     y" 
x'"    y'" 


T        ( jk'  -"  —  ■s 'y"  )2  -t-  (  s' a:"  —  x'  z")'^-\-  { x' y"  —  y'  x"  Y 
On  a,  eu  dérivant  (9)  et  tenant  compte  de  (10), 

(18)  Kx"-\-By"-^  Cz"  =  o. 

Dérivons  cette  équation,    ainsi    que  (10)  et  tenons 
compte  de  (i  i);  nous  obtenons 

(19)  Aa7"'-+-  By"-H  Cz'"  =  —  (A'a7"-+-B'y'-hG'^")  =  k. 

Les  équations  (9),  (18),  (19),  résolues  par  rapport  à  A, 
B,  G,  nous  donnent 


(20)       A  = 


kiy'z"—  z'y") 


k{  z' x" —  x'  z") 


D 


G=: 


D 


k{x'y"  —y'  x") 
'  D 


en  désignant  par  D  le  déterminant  qui  est  au  numéra- 
teur de  (17).  La  formule  (17)  peut  alors  s'écrire 


^  ^ k-^ 


A2 


o^D(A2+B2-^G2)' 


en  tenant  compte  de  (12). 

Faisons  maintenant  le  produit  oi),  lignes  par  lignes. 
On  trouve,  en  tenant  compte  des  é(|uations  (9),  (10), 
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(il),  (18).,  ((9)  et  posanl 

Pi." x" -^  By-H  C"z"=  fji,         Pi.' x'" ^  B'j"'-H-  G z"  =  p, 

x'x"'-\-wy"^C"z'=  e, 

o       o        A 

(22)  OD  =       O       A'       IJL       =;A3= ^. 

A     p     e 

Portant  dans  (21),  on  retrouve  la  formule  (16). 


[A5] 


GEMiRALISATlOV  U'IJVK  UWMll  COWLE; 

Par  m.  g.  FONTENE. 


Si  l'on  pose 


(O 


(m,  p)  = 


A„,  X  A, 


X  A, 


A,  X  A2  X  ...  X  A/, 
A„  étant  une  expression  qui  dépend  de  n,  on  a 


( 2)  (  m,  />  )  —  (  m  —  I ,  /> )  =  (  m  —  I ,  /)  —  I  )  X 


A  /,,  —  A  / 


Pour  A,,  =  /i,  et  en  supposant  m  entier,  cela  donne 

Pour  A„  =  j;"  —  i ,  on  a 

(m,  p)  =  (  m  —  i,  p)  -h  (m  —  i .  p  —  i  )  x  x"'-p ; 

r 

il  en  résulte  (pie  Texpiession 

{x'"  —  1)  (a:'"-»  — i). .  .(x'"-P+^~  i) 
{x  —  i  ){x^—  I  )  .  .  .  ( 37/'  — r  (  )  ' 

où  l'on  suppose  m  entier  el  p'^m-i  se  réduit  à  un 
poljnonie  entier  en  r.  Ce  résultat  a  été  donné  par 
Gaiiss  (Summati'o  quartimdam  serierum  singula- 
rium). 


(  i'3  ) 


CORRESPONDWCE. 


M.  d'Ocagne.  —  An  sujet  de  la  question  2'212  (igiS, 
p.  4^0  )•  —  La  solution  de  cette  question  publiée  dans  le 
volume  de  1914,  P-  4^0,  consiste  en  une  simple  vérification 
analytique.  La  déterininalion  géométrique  de  la  tangente 
visée  par  l'énoncé  peut  s'efToctuer  comme  suit  (le  lecteur 
étant  prié  de  faire  la  figure  telle  que  la  définit  l'énoncé  en 
plaçant,  en  outre,  la  lettre  S  au  point  de  rencontre  de  PU 
et  MT)  : 

Entre  les  différentielles  des  arcs  décrits  simultanément  par 
les  points  M,  X,  P  sur  leurs  trajectoires  respectives,  on  a  les 
relations 

^(M)  _  MT  rf(N)  _  NO.  NU  _^_P)  _  PS 

^(N)~NT'  f/(P)~PO.  PU'  (/(IÛ)~MS' 

d'où,   si   l'on  fait  le  produit   de  ces  trois  égalités  membre  à 
membre, 

MT.  NO.  NU.  PS 

I. 


Mais  on  a 


[1  vient  donc 


NT.  PO.  PU.  MS 

MT  _  M  S 

PU  "  PS* 


NU_  PO 
NT~  NO' 

et,  par  suite,  si  l'on  tire  la  parallèle  UV  à  OT, 

NV  _  PO 
NO  ~NÔ' 

d'où  NV  =  PO,  ou  OV  =  P\.  c.  y.  F.  I). 


M.  d'Ocagne.  —  Au  sujet  d'une  Note  récente  de  M.  F. 
Aiin.  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  W.  (>[ars  igiô.)  9 


(  'M  ) 

Balitrand  {N.  .4.,  191 5,  p.  i).  —  Dans  cette  Note,  où  it 
retrouve  (p.  8)  la  construction  que  j'ai  donnée  jadis  en  ce 
recueil  (1891,  p.  80)  pour  le  centre  de  courbure  de  la  syn- 
traclrice,  l'auteur  énonce  (au  bas  de  la  page  6)  un  autre  théo- 
rème que  j'ai,  au  milieu  de  plusieurs  autres,  fait  également 
paraître  dans  le  même  recueil  [question  1933,  posée  dans  le 
volume  de  1908,  p.  46;  résolue  dans  celui  de  1905,  p.  186). 

M.  J.  JofFroy.  —  Propriétés  de  deux  progressions.  — 
M.  Barisien  a  donné  dans  V Intermédiaire  des  Mathémati- 
ciens., en  1914,  une  question  relative  aux  deux  progressions 

1       'î       5      - 

I,     2,     3,     4,      

M.  Haton  de  la  Goupillière  l'a  généralisée  dans  les  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences.  11  doit  m'ètre  permis 
de  rappeler  que  j'ai  publié  dans  les  Nouvelles  Annales, 
en  i88g  (p.  85).  un  article  qui  prouve  que  les  résultats  indi- 
qués ne  sont  pas  nouveaux,  et  que  celui  de  M.  Barisien  était 
déjà  connu  en  i883,  et  sans  doute  bien  antérieurement. 

Voici  l'énoncé  du  théorème  que  j'ai  publié  (  lac.  cit..,  p.  86)  : 

Soient 

a,     b,     c,     d,     e,    f,     ...,     A,     /,     (/-hR),     ... 
une  progression  arithmétique  à  termes  continus,  et 
a,     c-,     e,     g,      ...,     k,     (7-l-R),      ... 

la  progression  formée  par  les  termes  de  rang  impair  de 
l'autre;  je  décompose  la  seconde  en  groupes  de  a,  h. 
c,  ...,  1,1^  K  termes;  la  somme  des  termes  du  premier 
groupe  vaut  le  cube  de  a,  la  somme  des  termes  du  deuxième 
groupe  vaut  le  cube  de  b,  ...,  la  somme  des  termes  du 
(n-hi)'"""  groupe  vaut  le  cube  de  (/-t-R),  à  la  seule 
condition  que  le  terme  a  soit  l'unité,  ou  à  la  seule  condi- 
tion que  \\  =  a. 
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NECROLOGIE. 


Jules  Molk.  —  Né  à  Strasbourg  le  8  décembre  i85^, 
décédé  à  Nancy  le  -  mai  I9i4«  Pi'ofesseur  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Nancy.  Connu  surtout  comme  directeur 
de  l'édition  française  de  V Encyclopédie  des  Sciences 
mathématiques,  à  laquelle  il  apporta  une  importante 
contribution  personnelle,  il  avait  en  outre  publié  de 
nombreux  travaux,  principalement  sur  des  problèmes 
d'Analjse.  Il  a  été,  avec  M.  H.  Vogt,  fondateur,  à 
Nancy,  de  l'Institut  de  Mécanique  appliquée. 

Une  Notice  sur  la  vie  et  l'œuvre  de  Jules  Molk  a 
été  publiée  par  l'Université  de  Nancy. 

A.  DE  Saint  Germain,  —  Né  le  17  mai  1889,  décédé 
à  Paris  le  i*^'' septembre  1914-  Doyen  honoraire  delà 
Faculté  des  Sciences  de  Caen.  11  était  président  de  la 
Délégation  française  à  la  Commission  internationale 
de  l'Enseignement  mathématique,  où  il  donna  d'abon- 
dantes preuves  de  son  activité  et  de  son  esprit  d'orga- 
nisation, et  où  il  était  entouré  d'une  sympathie 
respectueuse,  unanime  et  bien  méritée.  Auteur  de 
nombreux  et  remarquables  travaux,  principalement 
sur  la  Mécanique.  Son  beau  livre,  Recueil  d'exercices 
su/-  la  Mécanicjue  rationnelle,  a  eu  deux  éditions 
(18--,  1899)  ^^  ^  rendu  à  l'enseignement  les  plus 
grands  services. 

G.-B.  GucciA.  —  Né  à  Païenne  le  21  octobre  i855, 
décédé  à  Palerme  le  39  octobre  1914-  Professeur  à 
l'Université  de  Palerme.  Auteur  de  nombreux  travaux, 


(  ii6  ) 

très  remarqués,  notamment  sur  les  courbes  et  les 
surfaces  algébriques.  Mais  son  plus  beau  titre  à  la 
reconnaissance  des  mathématiciens  est  la  fondation  du 
Cercle  mathématique  de  Palerme,  universellement 
connu  aujourd'hui,  dont  les  Reiidiconti\  qui  ont 
commencé  à  paraître  en  i885,  ont  largement  contribué 
à  l'extension  de  la  Science  mathématique  dans  le  monde 
entier. 

Une  iSotice  nécrologique  sur  G.-B.  Guccia,  fort 
consciencieuse  et  très  intéressante,  vient  délre  publiée 
par  M.  de  Franchis  dans  les  Rendiconti  (t.  XXXIX, 
janvier-février  igiS). 

F.  (^HERBULiEZ.  —  Décédé  le  2  1  novembre  19147  à 
l'âge  de  -8  ans,  Privat-Docent  à  l'Ecole  Polytechnique 
fédérale  de  Zurich. 

A.  Venturi.  —  Né  à  Florence  le  22  septembre  1802, 
décédé  à  Païenne  le  29  décembre  \f^\f\.  H  professait 
la  Géodésie  et  la  Mécanique  à  FUniversité  de  Palerme, 
dont  il  avait  été  directeur  (1899-1903). 

N.  SoNiN.  —  Né  le  22  février  1849,  ^  Tula,  décédé 
le  2-  février  191 5  à  Petrograd.  Membre  de  l'Académie 
impériale  des  Sciences  de  Petrograd,  il  était  président 
du  Comité  scientifique  atlaclié  au  Ministère  de  l'Ins- 
truction publique  de  Russie.  Il  faisait  partie  de  la 
Commission  internationale  de  l'enseignement  mathé- 
inalique.  On  lui  doit  de  nombreux  travaux. 

G.  PiRONDiNi.  —  Né  à  Modène  le  3  octobre  1807, 
décédé  à  Rome.  Professeur  à  l'inslilut  leclinique.  W 
fut  l'auteur  de  travaux  mathématiques  imporlanls, 
notamment  en  Géométrie  infinitésimale. 
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CERTIFICATS  D'A\ALYSE  I\FINITÉSniALE. 


Bordeaux. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Expliquer  comment  on  déter- 
niine  une  transformation  de  contact  dans  l'espace  à  trois 
dimensions  sachant  qu'entre  les  coordonnées  ponctuelles 
de  deux  éléments  correspondants  n'existe  qu'une  relation 
qu'on  suppose  connue.  Donner  un  exemple. 

II.  On  considère  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre 

1°  Quelle  est  la  forme  la  plus  générale  de  cette  équa- 
tion  quand  les  développahles  caractéristiques  sont  des 
cônes  ayant  leur  sommet  sur  Ox. 

2"  On  désigne  par  M  un  point  d'une  surface  intégrale, 
par  A  le  point  où  le  plan  tangent  en  M  coupe  Ox  et 
par  MT  la  tangente  en  M  à  la  courbe  caractéristique  qui 
passe  par  ce  point  sur  la  surface  considérée. 

Quelle  est  la  forme  la  plus  générale  de  l'équation  {\) 
pour  que  MA  et  MT  soient  rectangulaires  pour  tout  point  M 
de  toute  surface  intégrale. 

3»  Trouver  la  forme  la  plus  générale  de  l'équation  (i) 
pour  que  les  deux  conditions  précédentes  {i"  et  i")  soient 
simultanément  vérifiées  et  montrer  que  dans  ce  cas  les 
courbes  caractéristiques  sont  des  lignes  de  courbure  pour 
les  surfaces  intégrales. 

Épreuve  prvtique.  —  Trouver  les  caractéristiques  de 
l'équation 

iz  —piXi  —  pïXi  —  ZpzXz  —  'i.x\pl  =  o 

et  déterminer  l'intégrale  de  cette  équation  qui,  pourx  =  i, 


(  ii8  ) 

se  réduit  à 


•s  =  —  -Xi 

4     ' 


(Juin  igiS. ) 


Épreuve  théorique.  —  I.  Établir  le  théorème  d'existence 
des  intégrales  d'un  système  Jacobien  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  linéaires  et  homo- 
gènes à  une  fonction  inconnue,  le  nombre  des  équations 
étant  inférieur  au  nombre  des  variables  {systèmes  com- 
plets). Forme  de  l'intégrale  générale. 

II.  Etant  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles 

où  f,  o,  '])  sont  trois  fonctions  données  et  z  une  fonction 
inconnue  de  Xi,  X2,  X3,  montrer  que  la  recherche  d'une 
intégrale  complète  de  cette  équation  se  ramène  à  V inté- 
gration de  trois  équations  différentielles  ordinaires  du 
premier  ordre.  Application  à 

z  =  piXx  -\-p'\-^  I  +/?2  tanga72  H Pzx^-^ — ~- 

2  Pà 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  une  transformation 
de  contact  dans  l'espace,  telle  que  les  coordonnées  {x,  y,  z) 
et  (X,  Y,  T.)  de  deux  points  correspondants  quelconques 
soient  liées  par  la  relation 

et  que,  réciproquement,  deux  points  liés  par  cette  relation 
puissent  être  considérés  comme  se  correspondant  dans  la 
transformation  pour  un  choix  convenable  de  p,  q,  P,  Q. 

Déduire  de  là  les  expressions  de  X,  Y,  Z,  P,  Q  en  fonc- 
tions de  X,  y,  z,  p,  q. 

Soit  S  la  transformée  d'une  surface  s  parcourue  par  le 
point  (x,  y,  z)  et  soit  M  un  point  de  S  correspondant  à 
un  point  m  de  s.  Quelle  relation  existe-t-il  entre  les 
angles  Q.  et  w  que  font  les  plans  tangents  en  M  à  S  et  en  m 
à  s  avec  le  plan  des  x,  y.  Quelle  sera  la  surface  S  si  s  se 
réduit  à  une  droite;  même  question  si  s  se  réduit  à  un 
cercle  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  des  x,y'l 

(  Novembre  igiS.) 
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Grenoble. 
Composition.  —  Étant  donnée  l'équation 

(i)  '^yx'-p  —  '^ ^y- q  =  ^( ^y'-  —  '-^x'^)  : 

i"  Trouver  l'intégrale  générale  de  cette  équation; 

■2°  Trouver  une  surface  intégrale  gui  admette  les  carac- 
téristiques pour  l'un  de  ses  systèmes  de  lignes  asympto- 
tiques,  et  déterminer  Vautre  système  de  ces  lignes; 

3°  Trouver  une  surface  intégrale  qui  passe  par  la  courbe 

x^—y^  =rt^         z  —  b. 
Épreuvr  pratique.  —  Intégrer  l'équation 

3 

iy''-^y'^)-  =  y['^y'^  -+-(«  +  \)y-+yy"]- 

(Juillet  1913.) 
Marseille. 

Composition  écrite  (Durée  :  quatre  heures).  —  Une  sur- 
face S  étant  rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  ?'ectan- 
gulaires,  et  p  et  q  étant  les  dérivées  partielles  de  z  par 
rapport  à  x  et  à  j,  on  mène  en  un  point  M  de  coordon- 
nées .r,  y,  z  le  plan  tangent  et  la  normale  à  la  surface. 
L'axe  des  z  est  rencontré  par  le  plan  tangent  et  la  nor- 
male en  un  point  Q. 

i"  Déterminer  les  distances  OP  et  OQ  de  l'origine  O 
aux  points  P  et  Q. 

'2°  En  posant 

q 
OP  =  —  «,        /»2  _t-  ^2  =  pî^         arc  tang  ^  =  w, 

déterminer   la  distance   OQ  en  fonction  des  variables  u, 
p  et  o). 

3"  Déterminer  les  surfaces  pour  lesquelles  les  points  P 
et  Q  sont  symétriques  par  rapport  à  l'origine  O  en  expri- 
mant dans  ce  cas  x,  y  et  z  en  fonction  de  p  et  de  w. 
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Solution. 
On  a 

OP  =  z  — px  —  qy  =  —  u, 

1  =  0q  =  ^^^^Jpx-i-qy-i-(p^^q^)z]. 
On  a  ensuite 

du  du  Ou  du 

dp  -^         ôq  ^    dp        ^  Oq 

p  dp  -f-  q  dq  =  p  rfo, 

p  dq  —  q  dp  =  0-  diù, 
d'où  l'on  tire 

du  du  du 

dp  ^  dq  '  ùp 
Mais  on  a 

(p^-^q-)y^  =px  -^  qy-i-(P'-^g-)z, 

on  a  donc  pour  Z  —  u  =  o 

(P^-^r-^^)[p-J^+rj-j=.(p^^^q^)U 
ou 

-—  (I  -f-  p-)  =  9.  0?/. 
dp 

En  intégrant,  on  a.  avec  une  fonctiony  arbitraire, 

ii  =  (l+p2)/(co). 

En   portant  les  valeurs  de  u,  p  et  q  dans  x,  y  et  z,  il  vient 
enfin 

X  =  2.p-j{u))  cosio —j  (tû)  sinto. 

j- =  .>.p^/{o))sin(x>  H —f'(tx>)con<), 

0 

Épreuvk  pratique   (Durée  :  deux   heures).  —    i"    Vérifier 
que  l'équation  différentielle 

d^ y       .,  d-y        ,  .>      », 


(  '2.  ) 

admet  une  intégrale  de  la  forme 

yi  =  (ax^  -+-  bx'^-\-  mx  -H  n)e'^-' 

renfermant  deux  constantes  arbitraires  m  et  n; 

2°  Calculer  l'intégrale  générale; 

30  Déterminer  les  constantes  de  l'intégrale  générale  de 
sorte  qu'elle  devienne  par  rapport  à  x  un  infiniment  petit 
d'ordre  supérieur  au  second; 

4"  Vérifier  qu'on  obtient  alors  un  infiniment  petit  du 
quatrième  ordre  et  calculer  sa  partie  principale. 

Solution. 
On  trouve 

y=e'^^{x^  —  x-^(ix-^'^)-+-Ce-^. 
En  posant   3  = ,  a=  -,  G=  ->  on   a  y  —  -  X'^-\- 

^  ^          3  9  •"      ^ 

(Novembre   191 3.) 

GoMPOSiTiox  ÉCRITE.  —  Déterminer  les  développantes  et 
les  développées  de  la  courbe  définie  en  coordonnées  rec- 
tangulaires par  les  écjuations  paramétriques 


J-ï  sin- 1  ,- , 

X  = V '^i  I  —  cosn, 

cosi  ^ 

sin3^        /  I    . 

y  = \  t  —  ~  sini/ 

cos^        \  2 

sin  t 
co%t 


Solution. 

On  trouve  sans  difficulté  les  9  cosinus  du  trièdre  mobile, 
les  rayons  de  courbure  qui  sont  égaux  au  signe  près,  l'arc, 
les  développantes  et  les  développées  par  des  équations  para- 
métriques oij  tout  est  intégré.  La  courbe  est  une  hélice  tracée 
sur  un  cylindre  transcendant. 

ÉpREUvr:  l'RATiQL'K.  —  Etudier  la  variation  de  la  fonc- 
tion if  =  coss  lorsque  le  point  z  décrit  l'axe  des  y  dans 
le  plan  des  z.  Soit  Zq  un  point  pris  sur  cet  axe,  et  soit  l'o 


(     122    ) 

la  valeur  correspondante  clioisie  dans  les  significations 
de  t'o  =  log  cos^o,  développer  la  fonction  l'r^logcosz  qui 
prend  la  valeur  (^o  pour  z  =  z^.  Calculer  les  premiers 
ternies  et  fixer  le  cercle  de  convergence  de  cette  série.     . 

On  admettra  que  cos  s  n'a  pas  d'autres  zéros  que  cosar 
réel. 

Solution. 

'"Il  Ko  I 

V  =  logshyo  —  n- —  {z  —  zo) r-. —  (5  —  Zo)2-T-. . .  ; 


(Juin  19140 


CERTIFICATS  D'AMLYSE  SllPERIELRE. 


Bordeaux. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Exposer  la  méthode  Mayer  pour 
V intégration  des  systèmes  Jacobiens. 

II.  On  considère  une  famille  de  surfaces  dépendant  de 
trois  paramètres  a,  b,  c  indépendants 

V(a7,  j',  3,  a,  6,  c)  =  0 
et  l'on  suppose  que  les  trois  équations 

V  =  o, y-p—-=o, h^— -=o 

dx  dz  dy        ^   oz 

peuvent  être  résolues  par  rapport  à  a,  6,  c  en  fonction 
de  x,y,  ^,  p,  q.  Soient 

a  =  cp,  ( xyzpq  ),  b  =  ^^{xyzpq ),         0  =  03 {^Y^pq ), 

les  formules   de   résolution.    Que  peut-on   dire   des   trois 
crochets 

[9I1    <f2])        [?2,    93],        LT3,    «?lj- 


(   '^^3  ) 

Quelles  sont  les  solutions  communes  aux  trois  équations 

[?!>/]   =0,  [?2,/]=0,  [çp3,/]=0? 

Peut-on  obtenir  facilement  une  intégrale  complète  de 
l'équation 

F(?u  ¥2,  tps)  =  o, 

où  F  est  une  fonction  donnée  des  trois  fonctions  cpi,  ccj,  93? 

Epreuve  pratique.  —  Trouver  une  intégrale  complète  du 
système  d'équations  simultanées  suivant  : 

1  =  pi  -i-pl  -\-  piXi-{-  piX-i  -+-  XiX^, 
Pi  =  ^4, 

Pk  =  oe^. 

On  rappellera  d'abord  la  méthode  générale  à  suivre 
sans  aucune  démonstration  et  on  l'appliquera  à  cet 
exemple.  (Juin  19x2.) 

Grenoble. 

Épreuve  théorique.  —  On  considère  deux  axes  de  coor- 
données rectangulaires  Qx,  Oy  et  un  cercle  de  centre  O 
et  de  rayon  R. 

Former  une  fonction  f{z)  holomorplie  à  l'intérieur  de 


ce  cercle  et  qui  prenne  sur  le  contour  les  valeurs  définies 
par  les  conditions  suivantes  : 

1°  En  tout  point  V  de  Varc  AMIJ  : 

j {z)  =  longueur  de  l'arc  AP; 
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•2°  En  tout  point  V  de  l'arc  ANB  : 

f{z)  =  longueur  de  l'arc  AP'. 

{Ces  longueurs  étant  positives  essentiellement  et  infé- 
rieures à  la  demi-circonférence.) 

Former  le  développement  en  série  de  Taylor  de  cette 
fonction  dans  le  voisinage  de  l'origine  et  vérifier  que 
cette  série  admet  le  cercle  donné  comme  cercle  de  con- 
vergence. 

En  posant 

rfiontrer   que   la  fonction  F(z)   vérifie   l'équation   diffé- 
rentielle 

d^F        dF  R 


z 


dz-^        dz        R2- 


En  intégrant  cette  équation.,  montrer  que  la  valeur 
de  F  {z)  peut  s'exprimer  au  moyen  d'une  intégrale  cur- 
viligne prise  le  long  d'un  chemin  allant  du  point  O  au 
point  z  et  d'un  terme  constant. 

Sous  cette  dernière  forme,  montrer  que  le  domaine 
d'existence  de  F(z),  c'est-à-dire  aussi  de  f{z),  s'étend 
au  delà  du  cercle  donné.  Quels  sont  les  points  singuliers 
de  la  fonction  F(3)? 

Quel  est  le  domaine  d'existence  de  cette  fonction? 

Quelles  coupures  faut-il  tracer  dans  le  plan  pour  rendre 
la  fonction  F{z)  holomorphe  dans  tout  son  domaine 
d'existence,  de  manière  que  ce  domaine  renferme  tous 
les  points  à  V intérieur  du  cercle  donné. 

Epreuve  pratique.  —  i"  Soit  A  le  point  du  plan  qui  est 
représenté  par    l'ajffixe    i  -+-  i.    Calculer    les    différentes 

valeurs    de    l'intégrale    j    —r^ —  suivant    la    nature    du 

chemin  OA. 

Mettre  en  évidence  les  périodes, 
i"  Calculer 

(l  -h  x^-)^ 

(Juin  191 '2.) 


I 
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Epreuve  théorique.  —  On  considère  deux  cercles  C  et  G' 
concentriques  ayant  respectivement  pour  rayon  R  et  r. 
Former  une  fonction  f{x)  holomorplie  dans  la  couronne 
circulaire  et  prenant  pour  valeur,  en  chaque  point  M  du 
contour  CC,  la  valeur  de  la  distance  MH  de  ce  point  à 
un  axe  fixe  O  x  passant  par  le  centre  des  cercles. 

Former  le  développement  de  cette  fonction  f{x)  en  série 
de  Laurent  et  vérifier  quelle  satisfait  à  l'équation  diffé- 
rentielle 


d-'f  df        .       1 


Ra;'- 


dx"^ 


dx 


-  i  R-2  —  X-' 


■(R-+-/-)  • 


Intégrer  cette  équation  :  on  en  déduira  le  domaine  d'exis- 
tence de  la  fonction  f(x).  Quelles  coupures  faut-il  tracer 
pour  que  cette  fonction  soit  holomorphe  dans  tout  son 
domaine  d^ existence  ? 

Épreuve    pratique.    —    Calculer,   par    la    méthode    des 
résidus,  V intégrale  définie  : 


L 


(i-^x'-y- 


dx. 


(Novembre  1912.) 


Épreuve  théorique.  —  On  considère  un  cercle  (C)  de 
centre  O  et  de  rayon  égal  à  l'unité. 

Soient  A.  et  B  deux  points  diamétralement  opposés  sur 
la  circonférence;  une  fonction  f( z)  est  holomorphe  dans 


le  cercle  et  sur  le  contour  lui-même,  et  a  pour  valeur  sur 


(   126  ) 
ce  contour  en  un  point  M  l'expression 

.,,.         5. MB  — 3. f. MA 

/  (  M  )  = ==  , 

3.. MB  —  5.  t.  MA 

où  MA  et  MB  représentent  les  longueurs  ordinaires  avec 

la  convention  suivante  pour  les  signes  :  MA  est  toujours 

positif;  MB  est  positif  si  M  est  au-dessus  de  AB  et  négatif 
si  M  est  au-dessous. 

On  demande  : 

1°  Former  le  développement  en  série  de  Mac-Laurin  de 
la  fonction  f{z)  pour  un  point  x  quelconque  à  l'intérieur 
du  cercle  (C);  convergence  de  la  série,  cercle  de  conver- 
gence. 

1°  Trouver  la  somme  de  la  série  et  en  déduire  l'expres- 
sion générale  def{z);  vérifier  que  cette  fonction  satisfait 
bien  aux  conditions  de  l'énoncé.  Points  singuliers  et 
domaine  d'existence  de  cette  fonction. 

Epreuve  pratique.  —  I.  Calculer  l'intégrale 

dx 


I. 


(^ar  —  'l)^ 


en  prenant  pour  détermination    du  radical  celle   qui  se 
réduit  à  -+-  i  pour  a*  =  o. 

II.  Exprimer,  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  d'un 
paramètre  les  coordonnées  de  la  courbe 

y^  =  X-(x  —  l)-. 

(Juillet  1913.) 

Epreuve  théorique.  —  On  considère  le  carré  ABGD  dont 
les  cotés  ont  pour  équation  x  —  dz  i ,  y  =  dz  i . 

Soitf(z)  une  fonction  qui,  en  chaque  point  M  du  con- 
tour ABGD,  a  pour  valeur  le  sinus  de  l'un  des  deux  angles 
{compris  entre  0  et  tt)  que  fait  OM  avec  le  côté  du  carré 
où  se  trouve  M. 

//  est  facile  de  voir  que  celte  fonction  est  continue  sur 
le   contour,   mais    non    analytique.  Elle  permet  donc  de 
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définir,  au  moyen  d\ine  intégrale  de  Cauchy,  une  fonc- 
tion F(a7)  holomorphe  à  l'intérieur  du  carré. 


Étudier  sommairement  cette  fonction. 

Développer  cette  fonction  en  série  de  Taylor  dans  le 
voisinage  de  l'origine.  Etudier  le  cercle  de  convergence 
de  cette  série  et  en  déduire  quelques  points  singuliers 
de  F(^). 

Epreuve  pratique.  —  Etant  donnée  Vintégrale 

(x  —  2 ) dx 


y 


=/ 


(.r  -H  i)  \/x'^  —  I 


on  demande   d'exprimer  x  et  y  au  moyen  de  transcen- 
dantes elliptiques  p.,  z,  a  d'une  variable  auxiliaire  u. 

(Novembre  191 3.) 

Lille. 


Première  question.  —   Tliéorie  des  solutions  singulières 
des  équations  différentielles  du  premier  ordre. 

Deuxième  question.  —  Etudier  la  courbe  représentée  en 
coordonnées  polaires  par  les  équations 


s/pïT 


tansO  = 


^pu 


«-'i 


\/pu  —  es 


p  étant  la  fonction  elliptique  d'invariants  i  et  o.  Recti- 
fication de  la  courbe.  Calcul  des  périodes;  interprétation 
géométrique.  (Juillet  1912.) 
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Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  0:r,  Oy,  Oz, 
former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
telles  que  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  formé  par 
les  trois  plans  y  Ox,  zOx,  xOy  et  le  plan  tangent  en  un 
point  quelconque  de  la  surface  ait  un  rayon  constant. 

Trouver  une  intégrale  complète  de  cette  équation. 

Trouver  l'équation  de  l'intégrale  singulière.  Interpré- 
tation géométrique. 

On  pourra  effectuer  dans  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles la  transformation  de  Legendre. 

(Novembre  1912.) 

Nancy. 

Epreuve  écrite.  —  On  considère  la  cubique  représentée 
par  l'équation 

x^  —  3  \J !\xy^  —  ^y^  —  4^^  —  '^y  =  o. 

i"  Construire  la  courbe. 

■i"  Exprimer  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  M  de  la 
cubique  en  fonction  d'un  paramètre  m,  à  l'aide  d'une 
certaine  fonction  pu  de  Weierstrass  et  de  sa  dérivée  p' u. 
La  représentation  paramétrique  est-elle  parfaite? 

3"  Quelles  valeurs  suffit-il  de  donner  à  u  pour  obtenir 
les  points  réels  de  la  courbe?  Suivre  sur  la  cubique  la 
marche  du  point  M  quand  u  prend  ces  valeurs. 

4°  Former  la  relation  qui  lie  les  paramètres  de  trois 
points  de  la  courbe  situés  en  ligne  droite.  Montrer  que 
par  un  point  pris  sur  la  cubique  on  peut  en  général  lui 
mener-  quatre  tangentes  réelles  ou  imaginaires  distinctes 
de  la  tangente  au  point  considéré  ;  étudier  leur  réalité; 
calculer  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  tan- 
gentes. 

Epreuve  pratique. —  i"  Montrer  que  la  fonction 

■:j(u-\-v)    _  y 


vérifie  l'équation 


dz        ùz 


_  -,-„;:.;„•  =  0. 


Ou        dv 


(   129  ) 

En  déduire  le  développement  en  série  entière  en  u  de  z 
considéré  comme  fonction  de  u.  On  calculera  ses  douze 
premiers  coefficients  en  fonction  de~g2,gz,  Y'V,  'p' v. 

2°  Trouver  les  développements  en  séries  entières  en  u 
des  trois  fonction?,  tf,  «,  ^2",  s'a",  «^  calculer  leurs  pre- 
miers coefficients  en  fonction  de  g^,  gz,  e^,  e^,  e^. 

3°  Dire  comment  on  obtient  le  développement  en  série 
entière  en  u  de  la  fonction  riu^  sachant  qu'on  a 


c-i  u^  4-  C4  U'' 


où  les  coefficients  c  sont  supposés  connus.    Calculer  les 
premiers  coefficients  de  ce  développement. 

(Juin  1913.) 

I.  On  donne  l'équation 

SU'(U  —  5)2  — (s  —  I  )-z'^  =  o 

qui  définit  u  comme  fonction  algébrique  de  z. 

i"  Trouver  les  points  singuliers  de  la  fonction  u. 

1°  Trouver  la  forme  des  développements  des  brandies 
de  u  dans  le  domaine  de  chacun  de  ces  points. 

y  Expliquer  comment  on  construit  la  surface  de  Rie- 
mann  corrélative  de  V équation  donnée. 

II.  On  donne  r équation 

(f)  «-  +  2/>«  -H  ^  =Oj 

où  p  désigne  une  constante  non  nulle  et  q  une  fonction 
entière  de  z. 

1°  Former  l'équation  différentielle  linéaire  homogène 
du  second  ordre  E  à  laquelle  satisfont  les  branches  de  la 
fonction  u  de  z  définie  par  l'équation  (1). 

9."  Quels  sont,  à  distance  finie.,  les  points  singuliers  de 
l'équation  E?  Écrire  V équation  déterminante  relative  à 
chacun  d'eux  et  comparer  ces  points  aux  points  singuliers 
de  la  fonction  u. 

y  Intégrer  l'équation  E  directement  et  retrouver,  par 
là,  les  racines  de  l'équation  (i).  (Juin  i<)r^..) 

Ann.  de  Mathémat.,  4»  série,  t.  XV.  (Mars  igi').)  lO 
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I.  Genre  d'une  relation  algébrique  de  la  forme 

«2—  A(5  — er)(3  — ea).-  .(3  — e„), 
les  constantes  e  étant  distinctes. 

II.  On  donne  l'équation  différentielle  linéaire  homo- 
gène 

d' u        cosz  du        s\nz       

■Z32  ~  Wz  '^'     z^     "  ~  °* 

Trouver  les  deux  intégrales  régulières  linéairement  indé- 
pendantes a,  et  U2,  de  la  forme  la  plus  simple,  qu'elle 
admet  dans  le  domaine  indéfini  de  V origine  z  =  o.  On 
calculera  les  quatre  premiers  termes  de  la  série  qui 
représente  la  plus  simple  Ui  des  deux;  puis,  on  calculera 

les  trois  premiers  ternies  de  la  suite  qui  exprime 

(Juin  1913.) 

I.  On  considère  la  fonction  algébrique  u  de  z  définie 
par  l'équation  irréductible  F(;;,  u)=  o,  dont  le  premier 
membre  est  un  polynôme  entier  en  z  et  u,  de  degré  m 
par  rapport  à  u.  Soient  z  —  z^,  z  =^  a  deux  points  ordi- 
naires de  u,  Uq  une  quelconque  des  m  racines  de  V{Zi),  u)  =  o 
etVi,  Vî,  V3,  .^.,  V,„  les  m  racines  de  F(a,  u)  =  o. 

Démontrer  quil  existe  toujours  des  chemins  tels  que  la 
branche  de  u  qui,  en  Zq,  a  la  valeur  Uq,  acquière  en  a  une 
quelconque  des  valeurs  Vi,  V2,  V3,  ...,  ^^„  assignée 
d'avance  lorsque  z  va  de  Zq  en  a  en  suivant  l'u/i  de  ces 
chemins. 

II.  On  donne  l'équation  différentielle  linéaire  homo- 
gène 

d^  u  du 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  de  z  uniformes  et  pério- 
diques, de  période  m,  et  dont  l'intégrale  générale  est 
supposée  uniforme. 

1°  Soient  U\{z),  Ui{z)  les  éléments  d'un  système  fonda- 
mental d'intégrales.  De   quelles  formes  sont  les  exprès- 
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sions    de    «,(^  +  to),     u,(z  +  ^'^)    en  fonctions    de    u,{z) 

et  ii-i{z)1  1  j^-   t- 

oo  Montrer  qu'il  existe  un  système  fondamental  d  inté- 
grales dont  les  éléments  se  comportent  simplement  quand  z 
passe  du  point  z  au  point  z  +  lo. 

3"  En  déduire  leurs  formes  analytiques. 

(Octobre  igiS.) 

Paris. 

I  On  sait  que  M.  Darboux  a  donné  une  méthode  géné- 
rale d'approximation  pour  les  fonctions  de  grands 
nombres,  et  l'a  appliquée,  en  particulier,  aux  expres- 
sions de  la  forme 

r  /(a:)[tf(:r)]'»c?j;. 

En  supposant  comme  la  méthode  générale  de  M.  Darboux, 
dont  on  donnera  seulement  V énoncé,  exposer  cette  appli- 
cation particulière  sur  l'exemple  suivant  : 

f'fix)[i-x^"dx. 

II.  1°  Trouver  le  polynôme  P,„(.r)  de  degré  m,  tel  qu'on 
ail 

r^'Pjni^}Z;i(^dx  =  o,         m^n. 
•  '    .  \/  \  —  x~ 


—1 


^■-  Quelle  est  la  fonction  de  x,  dont  le  développement  en 
fonction  continue  algébrique  conduit  aux  polynômes  F„, 
pour  les  dénominales  des  réduites  successives/ 

III.  Soit  un  système  orthogonal 

(,)  o,{a;),     'i-iix),     ...,     on(^),     ..., 

pour  un  intervalle  {a.,  b),  c'est-à-dire  tel  que 

r''  X 

/     r^^^^(,r)'f„{x)dx  =  o         {m -An) 

'J  a 
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Démontrer  que  si  ce  système  est  fermé,  il  est  nécessaire- 
ment complet,  c'est-à-dire  qu'on  a 


!.. 


b 

f'^{x)dx  ==  af  -I-  a| 


f{x)  étant  une  fonction  sominable  et  de  carré  sommable, 
et  les  a„  représentant  les  coefficients  de  Fourier  de  celte 
fonction  relatif  s  au  système  (i). 

N.  B.  — '■  On  pourra  s'appuyer,  pour  la  démonstration, 
sur  le  théorème  de  Riesz  donnant  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'un  système  de  constantes  données 
représente  les  coefficients  de  Fourier  d'une  fonction  som- 
mable. 

Epreuve  pratique.  —  Etant  donné  un  système  d'axes 
rectangulaires  (Ox,  Oy,  Os),  on  considère,  sur  la  sphère 
de  rayon  un  ayant  l'origine  pour  centre,  la  fonction 
égale  à  -t- i  au-dessus  du  plan  des  xy  et  égale  à  —  i  au- 
dessous  de  ce  plan.  Trouver  son  développement  en  fonc- 
tions Y„  de  Laplace,  ces  fonctions  étant  formées  avec  les 
angles  classiques  0  et  <b  relatifs  au  système  d'axes  donné. 

(Juillet  1912.) 

Composition  écrite.  —  I.  Trouver  la  limite  de  l'intégrale 


f. 


s/^^ 


f(z)dz,       h>i 


quand  n  augmente  indéfiniment  en  étant  positif,  f{-z) 
étant  une  fonction  continue  de  z  de  —  h  à  —  i. 

IF.   1°  On  peut  mettre  x'^  sous  la  forme 

les  a  étant  des  constantes  et  les  P  des  polynômes  de 
Legendre  formés  avec  la  variable  x. 

Trouver  d'une  manière  générale  la  valeur  a,,.  L'expres- 
sion trouvée  ne  devra  pas  contenir  de  signe  d'intégrale 
définie. 

2"  Vérifier  le  résultat  obtenu  en  calculant  les  coefficients 
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de      ^^^^   dans   les   déi'eloppements  suivant   les  puissances 
de  —  des  deux  membres  de  V égalité  classique 
i:(9.«-f-i)P„(:r)Q„(y), 


y  —  X 

oit  Q.n(y)  ^si  l<^  fonction  de  Legendre  de  seconde  espèce. 
Epreuve  pratique.  —  On  considère  une  sur-face  sphérique 


de  rayon  un,  ayant  l'origine  pour  centre  dont  les  points  M 
sont  déterminés  par  les  deux  angles  habituels  6  et  <^. 

Qu'entend-on  par  intégrale  de  Poisson  relative  à  une 
sphère  et  à  une  fonction  donnée  f{^^  ^)  de  ^  et  'ijl 

Indiquer  (sans  donner  de  démonstration)  la  valeur  vers 
laquelle  tend  l'intégrale  de  Poisson  quand  le  point  A, 
dont  cette  intégrale  est  fonction,  tend  vers  le  point  S  de 
coordonnées  x=:o,  y  =  o,  z=:i,  en  suivant  l'axe  0  z  et  en 
étant  à  l'intérieur  de  la  sphère.  Faire  le  calcul  de  cette 
valeur  limite  quand 

/(O,  4^)  =  cosO  cot-  (J;  —  a), 

a  étant  la  constante  complexe p  -\-  qi. 

(Octobre  1912.) 

I.  a  et  b  étant  deux  constantes  positives  (a  <ib),  on  fait 
entre  les  variables  7.  et  z  la  transformation 


./o      ^{a-  —  z'^ 


■^}{b^--z^-) 
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la  valeur  du  radical  pour  z  =  o  étant  prise  avec  le  signe  4-, 
et  la  variable  z  restant  dans  le  demi-plan  supérieur  situé 
au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles. 

On  demande  quelle  est  dans  le  plan  Z  la  figure  cor- 
respondante à  ce  demi-plan  (on  évite  naturellement  les 
points  ±  a,  ±b  par  de  petites  courbes  situées  dans  le 
demi-plan  con<!idéré). 

II.  Soit  K{x,y)  une  fonction  rationnelle  réelle  de  deux 

variables    réellex    x  et  y,    satisfaisant    à    V équation    de 

Laplace 

AR  =  o. 

Quelle  est  la  nature  de  la  fonction  analytique  de  la 
variable  complexe  z  =  x  ^  iy,  qui  a  R(x,  y)  pour  partie 
réelle  ? 

III.  On  considère  une  aire  limitée  par  un  contour 
simple  G  régulièrement  analytique. 

i"  Soit  R(z)  une  fonction  rationnelle  de  z,  n'ayant  pas 
de  pôle  sur  C.  Montrer  qu'il  existe  une  fonction  F(z)  mé- 
romorphe  dans  l'aire.,  devenant  infinie  comme  R(3)  et 
prenant  sur  C  des  valeurs  réelles. 

F(z)  et  ¥i(z)  étant  deux  telles  fonctions  correspondant 
respectivement  à  R(3)  et  Ri (2),  démontrer  qu'il  existe 
entre  elles  une  relation  algébrique 

/(F,  F.)  =  o. 
2°  Dans  le  cas  particulier  où 

R(z)=   —^—,  Ri(z)=  — ^ 


(rt  correspond  à  un  point  situé  dans  l'aire  et  i  est  le 
symbole  habituel  des  imaginaires),  fortner  explicitement 
cette  relation  algébrique  et  dire  quelle  courbe  représente 
l'équation  f  ^=  o. 

Éi>iu:uvK  l'UVTiQi'ic.  —  Soient  la  courbe  entre  u  et  v 

v^=  (u  —  et)  (il  —  ^  )  (  «  —  c) 


(  ï35  ) 

{a,  b,  c  étant  trois  constantes)  et  Vintégrale 

r  du 

On  prend  pour    u  =  Mq    «^^   des    déterminations   de   c 


/      ■  b 


\" 


{soit  V  =  t'o),  o/i  ^/-ace  les  lacets  {fi g.  i) 

e/  Ton  considère  les  expressions 

(0  =  A  —  B,         tu'  =  A  —  C, 
A,  B,  G  désignant  les  valeurs  de  l'intégrale  {i) prises  respec- 


\ 


tivement  de   Uq  à  a,   b,   c  avec   la  détermination  initiale 
pour  le  radical. 

u)  et  w'  sont  des  fonctions  de  abc.  Quelles  modifications 
éprouvent-elles.,  quand  b  restant  fixe^  c  et  a  se  permutent 
de  la  manière  indiquée  par  la  figure  i,  c  allant  en  a  par 

le  chemin  cHa  et  a  allant  en  c  par  le  chemin  aKc. 

(Juillet  1913.  ) 

I.  Soit  U>(x,y)  une  fonction  harmonique  uniforme  dans 
une  aire  simple  A  limitée  par  une  courbe  G.  Elle  est,  de 
plus,  régulière  dans  cette  aire,  sauf  peut-être  en  un  point  O 
dans  le  voisinage  duquel  on  sait  seulement  qu'on  a  l'iné- 


(   i36  ) 


galité 


|U(^,^)|<M, 
M  étant  une  constante  fixe. 


Peut-on  affirmer  que  la  fonction  \}{x,y)  coïncide  avec 
une  fonction  harmonique  uniforme  et  partout  régulière 
dans  A  ? 

Nota.  —  On  pourra  dans  l'étude  de  cette  question  faire 
intervenir  directement  la  fonction  harmonique  ¥(3",  y) 
associée  à  U(a:,  j'). 

II.  On  considère  l'intégrale  elliptique 


f 


dz 


^{z  —  a)(z  —  b){z  —  c)(z  —  d) 


et  l'on  joint   un  point   O   du  plan  aux  points  a,  6,  c,  d 
comme  l'indique  la  figure.  En  désignant  par  A,  B,  G,  D 


les  valeurs  de  l'intégrale  prises  le  long  des  chemins  cor- 
respondants, la  valeur  initiale  du  radical  en  O  étant  la 
même,  on  sait  qu'on  a  les  deux  périodes 


w  I  =  2  A  —  2  B , 


•2A  —  2G. 


r/ 


:^ 


-ar* 


.à 


w, 


i"  Montrer  que   le  rapport  —  ne  peut  cire   un  nombre 
réel. 


(   i37  ) 

2°  On  remplace  a  par  la  lettre  a;;  lOi  et  W2  deviennent 
alors  des  fonctions  dex.  On  demande  ce  que  deviennent  la^ 
et  (02  quand  x  partant  de  sa  position  initiale  y  revient 
après  avoir  décrit  le  chemin  T  qui  entoure  h  et  c. 

Épreuve  pratique.  —  On  sait  que  la  figure  formée  par 
un  cercle  G  et  des  cercles  Ci,  C2,  .  .  . ,  c„  situés  à  son  intérieur 
et  ne  se  coupant  pas,  on  peut  faire  correspondre  un  groupe 
Kleinéen  (au  sens  de  Poincaré). 

On  considère  en  particulier  un  cercle  G  ayant  l'origine 


pour  centre  et  un  rayon  égal  à  1  et  deux  cercles  égaux  Ci 
et  C2  ayant  respectivement  leurs  centres  Oi  et  O2  sur  Ox 

et  Qy  à  une  distance  i  de  Vorigine  \00i=  002  =  0-  On 
désigne,  de  plus,  par  a  le  rayon  de  ces  cercles  (avec  la 

condition  a  <  —^  pour  que  les  cercles  ne  se  coupent  pas). 

s/i  J 

Quelles  sont,  relativement  à  la  variable  z  =  a?  -{-  iy,  les 
substitutions  fondamentales  du  groupe  Kleinéen  corres- 
pondant à  cette  figure  ?  (Octobre  igiS.) 


(   '38  ) 


S0LIITI0\S  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


1491. 

:  138i,  p.  3:>i.) 


Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  d'où  l'on  voit 
sous  le  même  angle  deux  segments  donnés  de  deux  droites 
fixes. 

Cas  où  les  deux  droites  sont  rectangulaires. 

E.  Fauquembergue. 

SOLUTION. 
Par  M.  H.  Brocard. 

Ce  problème  a  été  étudié  et  résolu  par  J.  Steiner  (/.  de 
Crelle,  i85'2)  comme  l'a  rappelé  G.  de  Longchamps  dans  la 
solution  qu'il  a  donnée  (/.  de  Math,  spéc,  1886,  p.  39-42) 
au  titre  de  Questions  d'examens,  et  /.  de  Matli.  élém., 
1886,  p.  16-18,  avec  allusion  à  la  question  14^91  des  Nouv. 
Ann.  de  Math.,  ci-dessus  énoncée. 

Il  suffira  donc  de  résumer  ces  deux  articles. 

Soient  OAB^,  OCDa:  les  deux  axes  de  coordonnées  for- 
mant l'angle  yOx  =  6. 

Désignons  OC,  OD,  OÂ,  OB  par  a,  a',  [3,  ^' . 

On  trouvera  assez  rapidement  l'équation  suivante  de  la 
courbe,  lieu  des  points  I  pour  lesquels  angle  AIE  =  angle  CID  : 

(a  —  OL  ) y        x'^-{-y--\-  a.r^'cosO  —  (a  -f-  a')(a'  -\-y  cos  0)  -1-  aa' 
(3  — P').r  ""  x^  -+-72  -4- .,. ay^ cos  0  —  (  p  -H  P' ) (  JK  -+-  .r  cos  0  )  -t-  P[i'  ' 

(Ici  une  discussion,  que  j'omets,  de  signes  à  choisir.) 
Le  lieu  se  compose  de  deux  cubiques  circulaires,  ayant, 
en  outre  des  deux  ombilics  du  plan,  sept  autres  points 
communs  :  A,  B,  C,  D,  0  et  les  deux  points  d'intersection 
des  circonférences  décrites  sur  AB  et  CD  pour  diamètres 
(}.  Steiner). 

On  en  déduit  plusieurs  cas  particuliers  : 


(  '39  ) 

I"  Celui  des  segments  AB  et  CD  sur  une  même  droite  8. 
Les  cubiques  dégénèrent  en  deux  cercles  et  en  la  droite  S 
(J.  Steiner  )  ; 

2"  Celui  des  segments  AB  et  CD  à  angle  droit.  On  fera 
donc  cosO  =  o  dans  l'équation  ci-dessus; 

3°  Les  deux  segments  ont  une  extrémité  commune  (en  O). 
Le  lieu  devient  une  strophoïde  oblique,  ayant  O  pour  point 
double  et  tangente  en  ce  point  aux  deux  bissectrices  de 
l'angle  6  (P. -H.  Schoute,  /.  de  Crelle,  i885,  p.  98-109). 

Si  0  =  90°,  cette  courbe  se  changera  en  strophoïde  droite 

ay        x"^  -\-  y-  —  t.x 


Note.  —  D'autres  noms  pourraient  être  cités  à  l'occasion 
du  même  problème,  G.  Salmon,  M.  Chasies,  H.  Faure,  O. 
Hermès,  K.  Kupper,  C.  Pelz,  H.  Schrôter. 

Je  remarquerai  seulement  que,  par  hasard,  les  pages  35i-352 
du  présent  journal,  où  se  trouve  posée  la  question  1491,  sont 
suivies  d'un  article  de  M.  E.  Habich,  Sur  un  système  parti- 
culier de  coordonnées  curvilignes^  p.  353-367,  où  est  exposée 
une  méthode  de  résolution  de  cette  question  considérée  dans 
ses  relations  manifestes  avec  le  problème  de  Pothenot  ou  de 
la  Carte. 

M.  E.  Habich  a  pareillement  fait  allusion  à  une  extension  à 
l'espace  et  à  la  Navigation  aérienne,  si  développée  depuis, 
mais  il  semble  qu'on  ne  puisse  guère  éviter  une  très  grande 
complication  et  il  me  suffira  d'y  renvoyer  le  lecteur. 

1630. 

(  1892,  p.  14*.) 

Dans  tout  triangle,  dont  les  côtés  sont  en  progression 
géométrique,  il  y  a  égalité  entre  le  cercle  circonscrit  et  le 
cercle  osculant  la  potentielle  au  centre  de  gravité. 

E.  Cesaro. 

SOLUTION. 
Par  M.  H.  Buocard. 

Si  la  solution  s'est  un  peu  fait  attendre,  c'est  certainement 
à  cause  d'un  petit  piège  habilement  dissimulé  dans  l'énoncé. 
En  efl'et,  la  potentielle  triangulaire,  lieu  de  points  conjugués 


(  i4o  ) 

isogonaux,  est,  en  principe,  une  courbe  transcendante,  où  l'on 
a  quelque  embarras  à  soupçonner  une  courbure  mesurable, 
mais  la  possibilité  apparaîtra  mieux  lorsqu'on  aura  vérifié  que 
pour  le  triangle  particulier,  dit  moyen  en  a,  dont  les  trois 

cotes    c  =  rt/,    a,   -^  =  b    sont   en    progression    géométrique, 

d'oîi  a^  =  6c,  la  potentielle  cesse  d'être  transcendante,  devient 
algébrique,  et  représente  l'ellipse  de  Steiner  d'un  certain 
triangle. 

La  question  se  simplifie  alors  dans  les  termes  suivants  : 

On  donne  un  triangle  ABC  et  une  ellipse,  tangente  en  B  et  C 
aux  côtés  AB,  AC  et  passant  par  le  barycentre  G.  Le  rayon  de 
courbure  en  ce  point  est  le  même  que  celui  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle,  si  ledit  triangle  est  moyen  en  a. 

Ainsi  transformée,  la  question  1630  devient  facile  à  traiter 
par  l'analyse. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  rectangulaires  A^ 
et  AGD:r. 

Soient  E,  F  les  projections  de  B,  C  sur  A.r;  AD  =  /, 
DE  =  DF  =  ,n,  BE  =  GF  =  d. 

Un  aura 

•       c        7  j        "^^  . 
aire  S  =  f  a  =  — -—  ;• 

4  u 


donc 


bc  =  «2 


^l  cl 


D'autre  part,   les  droites  AB,  AC,  BC  ont  respectivement 
pour  équations 

dx 


(AB)  jK 


/  -4-  m 


(AC)  r-7^=o,  p, 

(BC)  j,_^(^_/)  =  o,         a. 

m 


L'ellipse  tangente  en  B  et  C  et  passant  par  G,  et  qui  a  son 


(  Ml  ) 

centre  O  sur  AGDa;,  est  représentée  par  l'équation 

8y  -h  Àa2=:  o, 

X  étant  déterminé  par  la  condition  G(x  =^  l,  y  =  o). 
On  trouve  ainsi  l'équation 

l^y^  -h  "^{niy  —  dxY  -^  81  d{my  -^  dx)  -^-  /^i-  d-=  o. 

Pour  ^  =  o,  on  a 

ix-  —  8  Ix  -H  4  /-  =  o, 
d'où 

qui  représentent  le  point  G,  et  le  point  A',  quatrième  sommet 
du  parallélogramme  ABA'G. 

Le  centre  O  (  a:  =  —  j  est  le  barycentre  G'  du  triangle  A'BG 

symétrique  du  proposé  par  rapport  à  D. 

Mais  la  tangente  en  A'  est  parallèle  à  la  tangente  en  G  ou 
à  BC  ;  par  suite,  l'ellipse  est  inscrite  au  triangle  ABC'  dont 
les  côtés  AB'  et  AG'  sont  doubles  de  AB  et  de  AC.  G'est  donc 
une  ellipse  de  Steiner,  ayant  son  centre  en  G',  barycentre  des 
triangles  A'BG  et  AB'G'. 

C'est,  plus  simplement,  une  projection  de  la  configuration 
du  triangle  équilatéral  et  de  ses  cercles  inscrit  et  circonscrit. 
On  en  conclut  que  l'ellipse  passe  aussi  par  les  barycentres  des 
triangles  BA'B',  GA'G'. 

Quant  à  sa  dérivation  de  la  potentielle  triangulaire,  il  suffit 
d'observer  que  celle-ci  a  pour  équation,  en  coordonnées  nor- 
males, 

los  -     .   „    10!;-  loiî  r 

(aa)     ''(èp)     "(cY)     ''=1, 

qui  se  réduit  lorsque  a,  b,  c.  vérifient  la  relation 
ai'^'l—  bi'c'i, 

ce  qui  est  le  cas  pour  le  triangle  moyen  en  a. 

La  potentielle  est  alors  une  conique  tangente  aux  côtés  h 
et  c  aux  points  C  et  B. 

Il  reste  donc  à  évaluer  la  courbure  de  l'ellipse  au  point  G. 


(     '42    ) 

On  trouve  aisément 

cl 

r  G  =  —  ' 
m 

c'est-à-dire  la  tangente  parallèle  à  BG,  et  ensuite 

„  _         Id 

Donc,  en  ce  point,  le  rayon  de  courbure  Rg  a  pour  valeur 

(au  signe  près) 


Rg  = 


et 


donc 


y  id 


4 


4  2  «3 


Note,  —  Il  est  juste  d'observer  qu'une  étude  de  Gesaro,  Sur- 
la  potentielle  triangulaire^  parue  ici,  i888,  p.  iSy-iôS,  con- 
tient manifestement  le  germe  de  la  question  16S0  qu'il  proposa 
en  1892. 


QIESTIOKS. 


2241.  Démontrer  les  formules  algébriques  suivantes  entre 
les  dislances  respectives  da,  d/,,  d,.  du  point  o  de  Feuerbacli 
d'un  triangle  ABG  aux  pieds  A',  B',  G'  des  hauteurs  AA', 
BB',  GG'  : 

dad/,        do  de         dadr         r  \\\         r) 


(  '43  ) 

;■  el  R  désignant  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit 
au  triangle  ; 

da ^ <ib 

sinB  sin  G(cosB  —  cosC)        sin  A  sinC(cosC  —  cos  A.) 

^    da 

sin  A  sin  B(  cos  A  —  cosB) 
V.  Thébault. 

2242.  On  donne  un  tétraèdre  ABGD  et  un  point  M.  La  pa- 
rallèle menée  par  M  à  une  arête  rencontre  les  faces  qui  ne 
contiennent  pas  cette  arête  aux  points  P  et  Q.  Démontrer 
que  la  somme  des  produits  IMP  x  MQ  pour  les  six  arêtes 
égale  la  puissance  de  M  par  rapport  à  la  sphère  circonscrite 
au  tétraèdre  ABGD. 

Généralisation  d'une  propriété  connue  relative  au  triangle. 

V.  Thébault. 

2243.  Etant  données  deux  droites  D  et  A  rectangulaires,  ne 
se  rencontrant  pas,  et,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  D,  un 
cercle  G  ayant  son  centre  sur  cette  droite,  on  considère  la  sur- 
face réglée  du  quatrième  ordre  ayant  pour  directrices  D,  A 
et  G  (bien  connue  en  Stéréotomie  comme  constituant  lin- 
Irados  de  la  voûte  dite  arrière-voussure  de  Montpellier). 
Démontrer  géométriquement  que  la  section  de  cette  surface 
par  tout  plan  perpendiculaire  à  D  est  une  conclioïde  de 
Nicomède.  M.  d'Ocagne. 

2244.  Etant  donné  un  parallélépipède  à  base  carrée  et  le 
cylindre  circulaire  droit  qui  lui  est  circonscrit,  on  considère 
le  solide  que  l'on  obtient  en  unissant  la  base  inférieure  de  l'un 
à  la  base  supérieure  de  l'autre  au  moyen  de  la  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  s'appuie  sur  le  contour  de  chacune 
de  ces  bases  et  dont  le  prolongement  rencontre  l'axe  commun 
des  deux  solides  donnés.  Évaluer  le  volume  du  solide  ainsi 
engendré  en  fonction  du  côté  c  de  la  base  du  parallélépipède 
et  de  sa  hauteur  h.  On  calculera  le  coefficient  numéri([uc  qui 
entre  dans  cette  expression  à  o,oooi  près  et  l'on  se  rendra 
compte  de  l'erreur  relative  que  l'on  commettrait  eu  substi- 
tuant au  volume  ainsi  obtenu  la  moyenne  des  volumes  du 
parallélépipède  et  du  cylindre.  M.  d'Ocagne. 


(  ^^^  ) 

2243.  On  considère  :  une  ellipse  E;  l'ellipse  E,  concentrique 
à  E,  de  mêmes  directions  d'axes  et  dont  les  longueurs  d'axes 
sont  le  tiers  de  celles  de  E  ;  un  point  fixe  G.  Les  côtés  de  tous 
les  triangles  inscrits  dans  E  et  ayant  G  pour  centre  de  gravité 
enveloppent  une  conique  V  qui  sera  une  ellipse,  une  hyperbole 
ou  une  parabole  suivant  que  le  point  G  sera  à  l'intérieur  de 
El,  à  l'ex-térieur  de  E],  ou  situé  sur  Ej.  Dans  quel  cas  F  sera- 
t-elle  une  hyperbole  équilatère.  E.-N.  Barisien. 

2246.  On  fait  rouler,  intérieurement,  un  cercle  de  ravon  — 

sur  un  cercle  de  rayon  a  et  l'on  demande  :  l'enveloppe  d'un 
diamètre  du  cercle  mobile,  invariablement  lié  à  ce  cercle;  le 
lieu  des  extrémités  de  ce  diamètre.  F.  Balitrand. 

2247.  On  donne  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a;  et  la 
cardioïde,  conchoïde  de  ce  cercle,  par  rapport  à  un  point  de 
sa  circonférence.  On  demande  l'enveloppe  d'un  segment  de 
longueur  constante,  égale  à  a,  dont  les  extrémités  décrivent 
respectivement  la  cardioïde  précédente,  et  un  cercle  concen- 
trique au  cercle  donné  et  de  rayon  double. 

F.  Balituand. 

2248.  On  donne  la  chaînette  qui  a  pour  équation 

et  l'on  demande  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  la 
chaînette  et  admettant  comme  directrice  commune  l'axe  des  x. 

F.  Balithand. 


KRRITA. 

4°  série,  t.  XIV,  1914^  P-    ''17,   ligne  11  en  remontant 
Au  lieu  de  1914,  tire  1913. 


(  '4.>  ) 


[M»lc] 

POI\TS  CONJUGUÉS  B'OUDUE  p  D'UN  POINT  P; 
POLAIRES  SUCCESSIVES; 

Par  >1.  g.  FONTENK. 


HISTORIQUE    DE    LA    QUESTION;     OBJET    DE    CETTE    NOTE. 

i"   l^a    notion   du    conjugin'    liainioniqae  P'    d'un 

point  P  par  rapport  à  un  système  de  points,  au  moyen 

de  la  formule 

m  \  I 

P  pi  '  P'« 

est  due  à  Cotes,  cpii  on  a  déduit  Toxistence  de  la  droite 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  courbe  algé- 
brique d'ordre  ni)  au  mojen  des  formides 

.r  =:  .To-f- ap,         J=JKo^??, 

on  obtient  l'équation  de  celte  droite  sous  la  forme 

<.  '^  —  ^')f'.r,  -^  •  .  .  -r-  ni/ia-^,  Ko  )  =  o, 

et  l'on  écrit  ensuite 

Maclaurin  appelle  moyenne  harmonique  des  quan- 
tités p,,  ...,  o,n  la  quantité  o  définie  par  l'égalité  ci- 
dessus;  Poncelet  (Journal  de  C relie ^  t.  3)  appelle 
centre  des  moyennes  harmoniques  le  point  que  nous 
avons  appelé  conjugué  harmonique. 

2"  La  considération  de  la  première  polaire,  comme 
courbe  donnant  les   points   de  contact  des    tangentes 

Ann.  de  Malhémut.,  4°  série,  l.  W.  (Avril  191 5.)  '  l 
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issues  d'un  point,  est  certainement  très  ancienne;  Bo- 
hillier,  en  restant  à  ce  point  de  vue,  a  considéré  les 
polaires  successives,  la  (m —  1)"-""=  polaire  se  trouvant 
être  la  droite  polaire  de  Cotes  (Annales  de  Ger- 
gonne,  1828-1829,  p.  802). 

3"  Grassmann,  re[)renant   l'idée  de  Cotes,  l'a  géné- 
ralisée en  écrivant 


et  aussi  (voir  ])lus  loin 


p'P,  P'P, 

X..  .  X 


pp. 


[Journal  de  C relie ^  t.  24,  1842,  p.  262).  Il  donne 
l'équation  de  la  y^"^^'"*^  polaire  en  prenant  le  point  P 
comme  origine  des  coordonnées, 

4"  Salmon  (Courbes  planes^  1832)  a  formé  d'une 
manière  simple  l'équation  de  la  ^;"""  polaiie  au  moyen 
des  formules 

en  parlant  de  la  relation  ((p))- 

5"  De  Jonquières  (Journal  de  Liou^illc^  '^^7) 
a  considéré  les  choses  au  point  de  vue  géométrique. 

6"  F.  Lucas  (Etudes  analytiques  sur  la  théorie 
générale  des  courbes  planes^  1864,  GauthierA^illais 
éditeur)  a  très  heureusement  présenté  la  relation 


(0      2a-^i-i-— !=<•• 


qui    définit    les   conjugués    d'ordre    1    d'un    point    P, 
comme  relative  aux  maximums  et  aux  minimums 


(    >17  ) 
du  produit 


('. 


o;i  encore  tlii  produit 

P'P,x...x  P'P, 


P'  P 

Entre  autres  avantages,  cette  façon  de  faire  luonti-e 
immédiatement  que  les  conjugués  d'ordre  q  du  point  P. 
par  ra|)port  aux  conjugués  d'ordre  p,  sont  les  conju- 
gués d'ordre  p  -\-  q  de  ce  point  par  rapport  aux  points 
primitifs. 

Malheureusement,  entraîné  sans  doute  par  la  forme 
de  la  seconde  des  expressions  ci-dessus,   au    lieu   de 

/ 1  I  ^  '  I 

désigner  le   produit  des  binômes  I-  —  —  )   par  F/-  i 

et  d'écrire  pour  les  polaires  successives 

%  =  "■     "hr"-     ■■■• 

il  écrit 

ce  qui  complique  les  choses;  il  obtient  l'équation  de 
la  première  polaire  sous  la  forme 

(X  -  x„)/k+  (  Y  -  j-oX/'v--  m/(X.  Y)  =  o. 

-j°  En  écrivant  F  ^=o,  et  en   employant  les  for- 

mules  X  =  .ro-h  ap,  .  .  . ,  j'ai  obtenu  du  premier  coup, 
comme  Salnion  d'ailleurs,  l'équation  de  la  première 
polaire  sous  sa  forme  définitive 


(   '18  ) 

la    p''""''    polaire    correspond    à    F'^,'  =  o,   forme  con- 

densée  de  l'équalion  (p). 

Celte  méthode,  qui  utilise  directement  la  rela- 
tion (p),  me  semble  préférable  à  la  méthode  do 
Salmon,  oii  l'on  se  sert  d' une  relation  ((p))  déduite 
de  la  relation  primitive;  elle  explique  bien  la  pré- 
sence des  dérivées  dans  V équation  de  la  polaire^ 
Véquation   ¥  '['    étant  amenée  par  une  question  de 

maximum.  [Voir  toutefois  une  obscrvalion  à  lu  fin  du 
n°6.) 

ï. 

1.  a.  Soient  donnés  sur  une  droite  des  points  P,, 
P25  •  •  •'  l*//o  en  nombre  m,  cl  un  point  P.  En  dési- 
gnant par  0  l'idjscissc  d'un  point  de  la  droite,  comptée 
à  partir  de  l\  considérons  l'écpiation 


"'    "œ-G-^iG-v:) 


qui  a  pour  racines  les  inverses  des  ahscisses  des 
points  P,  en  prenant  pour  inconnue  •  Si  p  représente 
maintenant  l'abscisse  d'un  point  P'  pris  sur  la  droite, 
considérons   la   fonction  F(-),  ou   cncoie  la  fonction 


P'PjX  P'PîX.-.X  l"P, 


(pii  n'en  diffère  que  par  un  facteur  constant  ;  les  va- 
leurs de  p  f/ui  correspondent  aux  maximums  et  aux 
minimums  de  cette  fonction  sont  données  par  Vécjua- 
tion 

<"n^r2G~^)G-F:)-G-viT)=- 
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on  oblient  ainsi  des  points  V ,  en  nombre  m  —  \ ,  qui 
sont  dits  les  conjugués  d'ordre  i  du  point  P  par  rap- 
port aux  m  points  donnés.  Celle  expression  est  due 
à  F.  Lucas. 

h.  Si  l'on  prend  les  conjugués  d'ordre  i  du  point  P 
par  rapport  aux  ni  —  \  points  P',  on  obtient  m  —  2 
points  P"  dont  les  abscisses  p  vérifient  l'équation 

I 

P 


(p)    ^V?     pi 


ces  points  P"  sont  dits  les  conjugués  d'ordre  2  du 
point  P  par  rapport  aux  m  points  donnés. 

c.   On  continue  ainsi,  et  les  conjugués  d'ordre/)  du 
point  P  correspondent  à  l'équation 


qui  est  du  degré  ni  — p. 

d.    On  arrive  finalement  à  Téqualion 

qui  donne  le  conjugué  d'ordre  ni  —  1,  le  conjugué 
harmonique. 

:2.    En  remplaçant ^  par  '"'"  '^;  l'équation  (/>) 

p         pi  PPi 

peut  s'écrire,  avec  un  seul  accent  au  lieu  des/?  accenls 

qui  seraient  nécessaires, 


V^  P  l>i        P'P,  V'V 

> X 

^     PI-,      "^      PP.2 


^(P))  Z.  1717-  X  —^  X  ■  •  •  ><  TTVT^^-^  -  o : 
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,,  ,   .  ,  .   ,.  PP,  PP, 

on  en  déduit,  en  miilliplianl  p;ir  x  .  .  .  X  j^rrr 

I    I  I  11/ 


VilLJ 


PP,  PP 

X..  .X 


PP;, 


de  sorte  fjue,  si  le  point  V  est  conjugué  d'ordre  p 
du  point  l*  par  rapport  aux  points  donnés^  le  point  P 
est  conjugué  d'' ordre  m  —  p  du  point  V  par  rappoi  t 
à  ces  mêmes  points.  Les  m — p  points  qui  sont  les 
conjugués  d'ordre/?  du  point  P  sont  les  points  dont  le 
pointP  est  un  conjugué  d'ordre  m — pr.  en  particulier, 
les  m  —  1  points  qui  sont  les  conjugués  d'ordre  i  du 
point  P  sont  les  points  dont  le  conjugué  harmonique 
est  le  point  P. 

On  pouvait  d'ailleurs  mettre  la  relation  [p)  sous  la 
forme 


p  — pi/        \?        p  — ?/'/ 
sans  écrire  expressément  la  relation  ((/>))• 

3.    Si  le  point  P  est  à  l'infini,  on  considère  sur  la 
droite  les  points  P'  dont  la  puissance 

P'P,X  P'PoX.-.X  P'P„, 

est  maximum  ou  ininimum;  ces  points  sont  dits  les 
points  centraux  cV ordre  i  du  svsième  donné.  Celte 
expression  est  due  à  F.  Lucas.  En  désignant  par  o 
l'ahscisse  d'un  point  de  la  droite,  comptée  à  partir 
d^ une  origine  quelconque  O,  si  les  abscisses  des 
|)oints  donnés  sont  les  racines  de  Téquation 

(o]  (5(,o)s;(p  — p,)(p  —  p,)-  ■  -(p  -    pm)  =  0, 

les  ai)scisses  des  j)oinls  centraux  d'ordre  i   sont  don- 
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nées  par  l'équalion 

[i]        çïp)  =  i:(p  — p,)''?  — ?2)---(p  -  ?/;<-i)  --=  O. 

Il  existe  lin  p;)inl  central  d'ordre  i,   et  un  seul,  entre 
deux  j)oiiUs  donnés  consécutifs  quelconques. 

On  obtient  ensuite  les  points  centraux  d'ordre  2 
avec  l'équation 

[2]  o"(p)  -=S  Sfp  —  pi)(p   —  P2)  ...(?  —  p/«^2)  =  O. 

On  arrive  enfin   au    point  central   d'ordre   m  —  i,   ou 
centre  des  moyennes  distances,  avec  l'équation 

[m-i]  o""-"(p).^S(p-p,;  =  o. 

i.  Si  le  point  P'  est  point  central  d'ordre  />,  l'un 
des  conjugués  d^  ordre  ni  — /?  du  point  P'  est  à  lin- 
fini.  Les  m  — p  points  centraux  d'ordre  p  sont  les 
points  dont  un  conjugué  d'ordre  ni  — p  est  à  l'infini; 
les  ni  —  I  points  centraux  d'ordre  1  sont  les  points 
dont  le  conjugué  harmonique  est  à  1  infini. 

Nous  ne  reparlerons  pas  de  ce  cas  particulier. 

II. 

5.  Considérons  une  courbe  algébrique  d'ordre  /;?, 
dont  l'équation  en  coordonnées  cartésiennes,  rendue 
homogène,  est 

f(^',J',  3)  =  o. 

Soient  P  et  P'  deux  j)()inls  dont  les  coordonnées 
sont  .x'o,  J'o?  ^0  '^^  ^1  ^'>  ^':  'a  droite  PP'  rencontre  la 
courbe  en  m  poinls  P/;  si  lOn  pose 

I"  P/  ^        >-/ 
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on  a  pour  les  coordonnées  du  point  P, 

Xi  —  li^Q  4-   [JL,-  X  ,  ....  .... 

Les    valeurs    des    m    rapports   —  sont   données    par 

l'équation 

/(  X  a-o -t-  ;j.  X ,   ..  .,  .  .  .)  =  o. 

qui  devient 

X  "'  "  l 'j. 


m  ! 
ou  encore 


(X/.',.„  +  .  . .  +  . .  .)''"'  =  o, 


li"'f{\,  Y,  Z)+  '■:^^^  (a^„/^  +  ..._H...) 


X'" 


/« 


Dès  lors,  en  se  reportant  à  la  relation  ((/?)),  le 
point  P'  sera  conjugué  d'ordre/)  du  point  f-*  (ou  encore 
le  point  P  sera  conjugué  d'ordre  tn — p  du  point  P') 
si  l'on  a 

(  X/'v„  +  . . .  -f- . . . )'"'-/')  =  o, 

ou  encore 

(a"o/.\-4-.-.-^..  .)''''=  ••• 

Le  point  P  étant  maintenant  donné,  l'équation  de 
la  y9"='"'=  polaire  sera  l'une  ou  l'autre  des  équations 
précédentes,  X,  Y,  Z  étant  des  coordonnées  courantes; 
on  prendra,  pour  la  première  polaire, 

a^o/\H-.  .  .-H.  .  .  =  O, 

el,  pour  la  (liM)i((>  |)()laiie, 
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6.  J^a  inélhode  précédente  est  celle  de  Salmon  ;  voici 
celle  dont  j'ai  parlé  au  début  de  cette  Note. 

Le  point  P  étant  donné,  si  l'on  mène  par  ce  point 
une  sécante,  les  coordonnées  d'un  point  de  celte  droite 
sont  données  par  les  formules 

ou 

^  —  --^       r  Z  —  -Il    '   rj         i  —  î^  —  L 


et  les  valeurs  de  -  relatives  aux  points  d'intersection 
avec  la  courbe  sont  données  par  l'équation 

Les  valeurs  de  -  relatives  aux  points  de  la  première 
? 
polaire  sont  données  par  l'équation 

en  remplaçant  a7o  + ^pi  •  •  •  P^i'  ^i  ^7  '^^i  on  a  l'équa- 
tion de  la  première  polaire  sous  la  forme 

•■ï^o/x  +  Jn/v  -1-  -  0//  =  O. 
L'équation  de  la  ^"'""^  polaire  est 

( J-o/x  -H  ro/'v  +  -o/z )'/''  =  o. 

Sur  un  point,  cette  méthode  est  inférieure  à  la  pré- 
cédente. La  condition  pour  le  point  V  d'être  conjugué 
(l'ordre  p  du  point  V  ne  diffère  pas  de  la  condition 
pour  le  |)Oinl  I'  d'être  conjugué  d'ordre  m — p  du 
point  I",  et  ce  fait  est  intuitif  quand  on  écrit  l'équa- 
tion (p)  sous  la  forme  ((/>))  du  n"  2;  ce  même  fait  se 
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présente  donc  de  lui-même  dans  le  calcul  du  n°  o, 
et  l'on  oblienl  en  conséquence  ré(|utition  de  la 
^^leme  pyl^fj-g  sous  dcux  formes  dilîeienles.  La  méthode 
actuelle  donne  une  seule  fcjrme,  celle  fiui  est  écrite 
ci-dessus;  l'autre  forme  résulte  alors  seulement  d'un 
fait  analytique. 

7.   Félix  Lucas,  au  lieu  de 
écrit 


r'  I  /  \  i-^        ?  III 


les  conjugués  d'ordre  i  du  point  P  correspondent  alors 

à  l'équation 

*'(  p)  =  o, 
OU 

p  X  9'(p)  =  /«9(p  ), 

qui  est  en  apparence  de  degi:é  ui,  en  réalité  de  degré 
m  —  i;  on  peut  interpréter  géométriquement  cette 
équation  (après  l'avoir  divisée  par  ni)  en  introduisant 
les  points  centraux  d'ordre  i  donnés  par  l'équation 

?'(?)  =  « 

avec  une  origine  quelconcpie  des  coordonnées  ('). 

L'auteur   observe  d'ailleurs  qu'on    peut    écrire,   en 
considérant  la  dérivée  logarithmique  de  ^^(p), 

I  ]  m 

1 h. .  .=  —  > 

p  — pi        9  —  9i  p 

de   sorte    (\\u\   I  un   (pielconque    des   points    l"   a    j)0ur 


(')  Celle  iiilcrprélalion  csl  bien  connue  dans  le  cas  de  la  divi- 
sion liarmonique;  on  a  alors  P' P  x  P'O  =  P'P,X  P'Pj,  le  point  O 
étant  le  milieu  du  segment  P,l*j. 


(   '^5  ) 
conjugué    harmonique    le    point    P    (comparer   la    fin 
tlun"2). 

Ilelativeinent  à  la  première  polaire  d'un  point  V  par 
rapport  à  une  courbe  algébrique  d'ordre  m,  une 
sécante  menée  par  le  point  V  ayant  pour  équation 

l'équalion   aux    x    des    points    d'intersection    avec    la 

courbe  est 

f(x,  y)  =  o, 

y  représentant  ici  la  fonction  de  .r  définie  par  l'équation 
ci-dessus,  et  l'on  a  pour  les  points  conjugués  d'ordre  i 
(la  définition  des  points  conjugués  étant  projective 
cvlindriquement) 

(X-a-o)[A+X/v]  =  m/(X,  Y) 

ou 

(\-Xo  j/x  +  (  Y  -  7o  )f^  =  '"/( X,  Y )  ; 

cette  équation  est  du  degré  ni  en  api)arence,  du 
degré  ?n  —  i  eu  réalité. 

F.  Lucas  laisse  l'équation  de  la  première  polaire 
sous  celle  forme,  ce  qui  amène  des  complications  pour 
les  polaires  successives 5  on  doit  écrire 

[Avec  la  fonction  '^,  les  conjugués  d'ordre  2  du 
])oint  P  correspondent  à  l'équation 

p^ci'Y p)  —  ■}.(  1)1  —  i  ) po' (  p)  -\-  m(  n>  —  !)«?(?)  =  "j 

qui  est  en  apparence  du  degré  /;?,  en  réalité  du 
degré  m  —  2;  après  division  |)ar  m[in — 1),  cette 
équation  p.Mil  s'inlerj)it';ler  au  moyen  des  points  cen- 
traux d'ordres  1  et  ?..  1^1  ainsi  de  suilc.  Celle  écriture 
masque  entièrement    le  fait   que,   si    P'  est   conjugué 
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d'ordre  p  de  P,  P  est  conjugué  d'ordre  ui  —  p  de  V . 
Elle  conduit  pour  la  polaire  à  une  écriture 

(X-^o)/x^...=  /^'/(X,  Y), 

c|ue  n'inléresse  pas  le  fait  analytique  dont  il  est  question 
à  la  fin  du  n'  6.] 

8.  On  peut,  à  la  manière  de  Cotes,  définir  a  priori 
le  conjugué  d'ordre  m  —  i  ou  conjugué  harmonique  P' 
d'un  point  P  par  la  relation 

/«  _   I  I 

P     "    pi  ?2 

Au  moyen  des  formules 

ou   obtient  alors  l'équation  de  la  droite  polaire   d'un 
point  P  sous  la  forme 

C X  —  .To )/;;.^ -^  ( Y  —  jKo )/;„ -^  fn/( Xq.  yo)  =  o, 
et  l'on  peut  écrire 

x/;,+  Y/;.„-i-z/;^=o. 

Celte  relation  a  lieu  entre  les  coordonnées  de  deux 
points  ViXo.  Vo-  :-o^  et  P'(X,  Y,  Z)  tels  que  le  second 
est  conjugué  harmonique  du  premier.  Pour  en  déduire 
l'é(piation  de  la  première  j)olaire,  lieu  d'un  point  P' 
cpii  est  conjugué  d'ordre  i  du  point  P,  il  faut  sa\oir 
([ne  le  point  1^  est  alors  le  conjugué  harmonique  du 
point  P',  ce  qui  donne  la  condition 

■fof\  ~~  yof\  -r-  -So/z  =  O. 

Un  en  déduit  les  équations  des  polaires  successives. 

Mais,  plus  encore  que  dans  la  méthode  de  Salmon, 
ou  fait  ici  abstraction  de  l'idée  «le  maximum  qui  est 
essentielle  dans  la  (piestion. 
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[L'ia] 

li\TEI{PUÉrATIOX  CO\C«ÈiE  DE  I;EXI»RESSI0\ 

S  =  «  X'  -H  2  /(  xy  -^-  b y--\-  i  ^' x  +  'if  y  +  c, 

m  Y   SllPI'OSA\T   LES   COOKI)0\\ÉES   COIRWTES 
UE>irL\CEES  PAU  CELLES  D'lJi\  POINT  Umi\ 

Par  m.  E.  MALO. 


Lu  des  lliéorèines  les  plus  simples  et  les  plus  connus, 
mais  en  même  temps  l'un  àç,^  |)lus  intércssanls  du  dél)ut 
de  la  Géométiie  analytique,  est  le  suivant  : 

Si,  dans  (e  premier  membre  de  l' équalioii  d'un 
cercle,  en  cooi-do/inées  cartésiennes  rectangulaires, 

«(•?•-+•  7")  ^■>-Sx+  ify  +  c  =  o, 

on  remplace  les  cooj'données  courantes  .v,  >■  par  les 
coordonnées  x\  y'  d^ un  p>oint  déterminé,  le  résultat 
est  égal  au  produit  par  a  du  carré  p-  de  la  tangente 
menée  au  cercle  par  le  point  (x' ,  y')  ou  plutôt,  par 
un  m(jlit  (|ui  apparaîlia  de  lu'.-mème  un  peu  plus  loin, 
au  produit  par  a  du  carré  o-  du  rayon  du  cercle  çui, 
décrit  du  point  (x',y')  comme  centre,  coupe  ort/io- 
gonalement  le  cercle  donné. 

Ou  est,  par  là  même,  naturellement  amené  à  recher- 
cliei-  (|uelle  peut  être  l'interprélalion  géométrique,  la 
signification  concrète  du  résultat  de  la  substitution  aux 
coordonnées  courantes,  dans  le  premier  membre  de 
ré(|uation  générale  du  second  degré, 

S  =  ax^-i-  ih xy  -+-  by'^  -+■  2 gx  -+■  if  y  -+-  c  —  o, 
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des  coordonnt^es  ce',  y'  d'un  point  donné.  Mais,  bien 
qu'il  y  ait  plus  de  deux  siècles  que  la  question  ait  dû 
nécessairement  se  poser,  elle  ne  paraît  pas  avoir  été 
résolue  d'une  façon  entièrement  satisfaisante  et  véiila- 
blemeut  définitive;  et  c'est  seulement  dans  le  cas  où 
l'on  considère  non  pas  un  point  unique  [x\  y').,  mais 
deux  points  siinuiianéinent  [x'^y')  et  {x",y"),  et  en 
comparant  les  résultats  des  substitutions,  qu'on  est 
parvenu  à  des  théorèmes  tels  que  le  suivant  (qui  d'ail- 
leurs s'élend  à  des  courbes  d'ordre  (pielconquc,  el  con- 
duit, comme  corollaire,  au  lliéoième  de  Carnot)  : 

A  et  B  étant  deux  points  du  plan  d' une  conique, 
et  AZ,  BT,   deux  cordes  parallèles  rencontrant   la 

conique  en  P,  (),  R,  S,  le  rapport  \ '  ___  est  une  con- 

stanie  indépendante  de  la  direction  des  cordes. 

CependanI,  et  c'est  une  référence  que  iM.  H.  Brocard 
a  eu  l'extrême  obligeance  de  me  signal(;r  aiissilôl  que 
je  lui  eus  communiqué  le  résultat  auquel  jetais  par- 
verju,  on  trouve  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thématiques (1864,  p.  4'^8)  quelques  lignes  extraites 
d'une  lettre  de  Traîison  à  Gerono,  avec  une  lomarrpie 
de  Mannheim;  voici  en  sub^tuice  ce  passage  : 

«  On  paiait  généralement  ignorer  que  la  substitu- 
tion des  coordonnées  d'un  point  M,  dans  le  premier 
membre  de  V équation  d' une  conique,  est  proportion- 
nelle au  produit  de  la  perpendiculaire  MP,  abaissée 
du  point  M  sur  sa  polaire,  par  la  longueur  inter- 
ceptée à  partir  du  point  M  sur  la  même  perpendicu- 
laire par  l'un  ou  l'autre  des  axes. 

»  M,  Mannheim  a  observé  que,  lorsqu'il  s'agit  du 


(  iSo  ) 

point  de  rencontre  avec  l'axe  Ji on  focal,  ce  point  appar- 
tient au  cercle  passant  par  le  point  P  et  par  les  foyers 
de  la  conique,  de  sorte  que  le  produit  envisagé  est 
égal  au  carré  de  la  tangente  menée  du  point  M  à  ce 
cercle  ('  ).  » 

Ci;  résultat,  qui,  par  suite  de  la  double  acception 
qu'il  comporte,  n'est  pas  identique  à  celui  qu'on  trou- 
vera ci-aj)rès,  était  resté  inconnu  de  moi,  et,  ainsi  que 
bien  d'autres  et  après  eux,  je  m'étais  à  diverses  re- 
prises, mais  infructueusement,  appli(pié  à  la  st)lulion 
du  problème,  lorsque  enfin  l'occasion  d'une  question 
posée  dans  V  liUer  média  ire  des  MalJiématiciens 
(n"  i4i0,  1914?  P-  '95)5  lïie  l'a  fait  inopinément  aper- 
cevoir. 

Commenl  l'auteur  (|)seudonyme)  de  la  question, 
ainsi  que  l'auteur  (également  pseudonyme)  de  la  ré- 
ponse qui  V  a  été  faite  (/./ï/,  u)i:^,  p.  70),  ne  se  sont-ils 
pas  exactement  rendu  compte  de  l'intérêt  véritable  du 
sujet?  C'est  sans  doute  que  le  premier  a  trop  exclusi- 
vement envisagé  le  cas  de  l'ellipse  et  surtout  s'est  atta- 
ché à  des  formules  où  entrassent  les  angles  excen- 
triques comme  paramètres  déterminateurs  (ce  qui  n'est 
aucunement  conforme  à  la  position  même  de  la  ques- 


(')  L;i  remarque  de  .Maniilieim,  qui,  au  fond,  ajoiilc  Ijieii  peu  de 
chose  à  l'énoncé  de  Transon,  est  en  outre  inconiplète,  car,  en  dési- 
gnant par  K  et  L,  N  et  Q,  les  points  où  la  polaire  de  M  et  la  per- 
pendiculaire menée  de  M  à  cette  polaire  rencontrent  respectivement 
le  grand  et  le  petit  axe,  les  cercles  de  diamètre  LN  et  KQ,  qui  se 
coupent  orlhogonalenient  en  P,  passent  encore,  le  premier  par  les 
foyers  imaginaires,  le  second  par  les  foyers  réelj  de  la  conique. 

Les  relations  contenues  dans  l'énoncé  de  Transon  sont  explici- 
tement les  suivantes  (dans  le  cas  de  l'ellipse)  : 

b'^x"^ -t-  a" y"  —  a- b-  =  a- lÛÏÏ.MN, 
b'^3o'^-\-  a'y^-  a'b''  =  b-  ÂTp.MQ. 


(   '6û  ) 

tion),  et  que  le  second,  dans  sa  réponse,  a  trop  sliic- 
tenient  suivi  le  canevas  tracé. 

Quoi  qu'il  en  soit,  et  sans  m'assujeltir  au  point  de 
vue  où  l'un  et  l'autre  se  sont  limités,  j'aborde  sans  plus 
larder  l'ordre  de  considération  essentiel  à  mon  objet. 

Soit  une  conique  que,  d'abord  et  pour  fixer  les 
idées,  je  supposerai  être  une  ellipse  :  diin  point  M, 
extérieur,  on  pourra  lui  mener  deux  tangentes  MR,MS, 
et  ces    tangentes    seront   les   bissectrices    extérieures, 

en  R  et  S,  des  angles  FRF',  FSF',  formés  par  les  vec- 
teurs focaux  des  deux  points  de  contact.  D'ailleurs, 
par  un  théorème  connu,  les  droites  FM,  FM  sont  les 

bissectrices  des  angles  R.FS,  RF'S,  et  de  tout  cela  ré- 
sulte que  les  distances  du  point  M  aux  quatre  droites 
FR,  F'R,  FS,  F'S  sont  égales;  en  d'autres  termes  :  Le 
quadrilatère  formé  par  les  rayons  vecteurs  focaux 
y  des  points  de  contacta  des  tangentes  issues  d'un 
point  M  est  circonscrit  à  un  cercle  admettant  ce 
point  pour  centre. 

Je  cherche  maintenant  la  mesure  du  rayon  de  ce 
cercle. 

En  désignant  par  .r',  j'  les  coordonnées  du  point  M, 
l'équation  de  la  corde  RS,  polaire  de  M,  est,  en  rap- 
portant toute  la  figure  aux  axes  de  l'ellipse, 

b'^  x' X  -!-  a''' y' y' —  a-i"^  :=  o, 

et  par  conséquent  l'équation  du  couple  de  points  R,  S 
sera 

-i-  (6*:r'2+  a''j''2)v2-i-  ia>b'^{y'  ^x")  -(-  a;'vX  H-  x  y'\\i.)  —  o. 


(  16I  ) 

L'équation  des  foyers  réels  élanl  d'autre  part 

C'X-  —  v2  =  O, 

léquatlon  générale  des  coniques  inscrites  dans  le  qua- 
drilatère formé  parles  vecteurs  focaux,  sera 

/.  ( c- À-  —  V- )  -i-  a'' (  0-  —  y''^ ) À-  -r- .  .  .  =  o, 

et  le  centre  aura  pour  coordonnées 

a-b'-x'  a-b^y' 

b^x'-  -+-  a- y-  —  k  b-x''-~\-  a-  y"^  —  k  ' 

on  obtiendra  donc  le  cercle  inscrit  en  faisant 
k  =  b'^x'-^-\- a^-y'-^— cr-b-. 

Moyennant  cette  valeur  de  k  l'équalion  considérée  doit 
être  de  la  forme 

(  X  a?'  -h  \iy'  ~  V  f  —  p2  (  X'^  H-  (jl2 )  =  o, 
et  cela  conduit  notamment  à  poser  la  l'elalion 

y-  — 9^-    _  I 

b-{a^  —  X  -)        o- 
qui  se  réduit  à 

b'x'-  -h  a- y'- —  a-  b-  =  a-  p-. 

l'ar  conséquent,  dans  la  supposition  faite,  A.'  résultat 
de  la  substitution  des  coordonnées  du  point  M  (a-',  y') 
aux  coordonnées  courantes  rend  le  premier  membre 
de  l'équation  de  r ellipse  égal  au  produit  par  a-  du 
carré  du  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  quctdri- 
lalère  des  vecteurs  focaux  aboutissant  aux  points 
de  contact  des  tangentes  issues  du  point  [x' ,  y'). 

On  voit  que,  si  l'ellipse  considérée  se  rapproche  indé- 
lininient  de  la  forme  circulaire,  le  cercle  inscrit,  de 
centre  M,  tend  à  devenir   tangent  en  R  et  S  aux  vec- 

Ann.  de  Matliéniat.,  4'  stii'ic,  l.  XV.  (Avril  igiô.)  12 
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leurs  OR,  OS,  et,  à  la  limite,  il  est  orlliogonal  an  eercle 
dans  lequel  l'ellipse  s'est  changée. 

Si  l'on  compare  le  résultat  précédent  avec  ceux  de 
Transon  (voir  la  note  au  bas  de  la  page  i5g),  on  trou- 
vera les  relations 
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p2=  MP.MN, 

dont  la  deuxième  permel   dénoncer   le  théorème  que 
voici  : 

Le  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère  des  vecteurs 
focaux  aboutissant  aux  points  de  contact  des  tan- 
gentes issues  dhin  point  M  coupe  orthogonalement 
le  cercle  qui  admet  comme  diamètre  l  intervalle  des 
points  oii  le  grand  axe  rencontre  respectivement  la 
polaire  de  M  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur 
sa  polaire. 

Examinant  maintenant  le   cas  général  de  léquation 

S  =  a  .r2  -H  2  A  xy  -+-  h  y''-  -^  igx  -\-  if  y  -f-  c  =  o, 

point  n'est  besoin  d'un  calcul  développé  en  tout  détail 
pour  reconnaître  qu'on  a 


S'  = 


vA  a  ~  Ij)-—  \{ab  —  h-  ) 


p-  ajant  la  même  signification  que  précédemment. 

Mais  en  vue  de  vérifier  qu'il  en  est  bien  ainsi  on  ob- 
servera tout  d'abord  qu'on  a  j)Our  b  =  a,  A  =  o, 


S': 


ce  qui  ramène  au  point  même  de  dé|>art.  D'un  autre 
cùlé,  l'équation  aux  carrés  des  demi-longueurs  d'axes 


(  '63  ) 
de  la  conic|uc  S  =  o  élaiil 


(a  +  6)A      .,  ^  A^ 


on  en  conclut 


^_  A  a-+-ù±:  v/(a  +  bf—\{ab  —  /f^) 

^'  "  ~  («6  -/i^)-^  2 

et,  par  conséquent,  en  supposant  A  nrgatif,  l'axe  focal 
correspond  au  radical  pris  positivement,  tandis  que 
c'est  l'inverse  lorsque  A  est  positif,  si  toutefois  on  a 
encore  «  -h  6  >  o.  D'ailleurs,  lorsque  le  point  dont  on 
substitue  les  coordonnées  est  le  centre  de  la  conique, 
le  résultat  doit  être  —  b-,  dans  le  cas  de  l'ellipse, 
et  4-  b-,  dans  le  cas  de  l'Iiyperbole,  comme  on  le  recon- 
naît avec  la  plus  grande  facilité. 

L'égalité  supposée  devient  donc,  d'une  façon  géné- 
rale, 

o  = a   p  ) 


et,  dans  l'hjpothèse  particulièrement  faite  que  (j;',  j') 
est  le  centre. 


ab  -  ir- 


Soit  rt=  b-,  6  =  a2,  c  z=— a-b-,  /i  =  o,  A  =  —  a'b^; 
il  viendra  bien 

tandis  que  pour  a  =  b-,  6  ^  —  a-,  c  =  —  a-1)-.  h  =  o, 
A  z=a''b'*,  on  trouvera 

Enlin   pour    a  =^  C  =  f  ^=  h  =^  o,    b  =  \,    ^=  — /?, 


(  '64  ) 

mais  le  j)oint  ( x\  y')  étant  quelconque,  on  aura 

relation  qu'il  serait  aisé  d'établir  directement. 

En  raison  de  ce  qui  précède  et  pour  envisaj^er  main- 
tenant le  cas  absolument  général  d'une  équation  donnée 
en  coordonnées  Irilinéaires  noiniales 

S  =  ax'-^  by^-h  C5--+-  i  f y^  +  ig zx  -f-  ■i.hxy  =  o, 

on    aura,   en   substituant   à  .r,  y^    z,   les  coordonnées 
vraies,  c'est-à-dire  les  rapports 


x'  sin  A  -T-  y'  s\n  B  -^  z'  sin  C 


et  non  pas  les  coordonnées  simplement  proportion- 
nelles x',  y',  z'  du  point  considéré,  ra  étant  mis  en 
abrégé  pour  2R  sin  A  sin  B  sin  C, 


7.  ^ 

p-  ayant  toujours  la  même  signification  géométrique, 
i]  ==  o  étant  l'équation  langent iellc  de  la  conique  dont 
S  =  o  est  l'équation  ponctuelle,  S^  désignant  le  résultat 
de  la  substitution  dans  cette  équation  des  coordonnées 
sin  // ,  sin/>,  sinC  de  la  droite  à  linfini,  et  rf€  étant 
enfin  lexpression  linéaire 

a  -\-  b  -7-  c  —  ifcosA  —  -ig-  cosB  —  ih  cosC, 

(pii  s'annule  quand  S  est  une  hyperbole  é([uilatère  et 
devient  égale  à  '■i\/^^^  lorsque  cette  conicpie  est  un 
cercle. 

En  cH'ct,  l'équation  aux  carrés  des  demi-longueuis 
d'axes  (b;  la  conicpie  S  «'tant  celle  fois 


(    l'^a  ) 
(A,  discrliiilnanl  Je  S,  c-gal  à 

abc  -\-  -xfgh  —  ap  —  bg'-  —  ch"-  ), 


on  en  lire  les  valems 


TH-^A  .ie±:v/3e-^- 4^. 


(lOii 


et 


S'  =  — 


T7T-2A 


Lorsqu'il  s'agit  du  centre  on  a 

x'  =  A  siii  1  -T-  H  sinZ?  -t-  G  sinC, 
y'=  H  sinl  -i-  B  sinB  —  F  sinC, 
z  =  G  si  11   1  —  F  ?in  B  -i-  G  siii  C 

A.  B.  C,  F.  G,  H,  coeflicients  de  Ft^quation  langeii- 


ô\ 


lielle  1  =  0,  c  es 


l-à-dire  \  —  '-—,  ••■]■  H  en  résulte 


da 


S'  =  TO-2 


r'sin   1  -T- y  sin/i  4--'  >in  C  =  ï^  , 

rt.r'-^  /'j'-^  i'-'=  -^  *'"  ^' 
//.r'+  by' -\-  fz'  —  A  sin/>, 

I  x'  {ax  -\-  h  y  -\-  g  z  )  1 

\        ^  y' {hx'  -\- b  y' -\- f  z  )  \^^.±_ 

1       -^  z^gx'^fy'~cz')  i  ï., 

'  (  ./■'  sii\  A  ~  y  sin  /^  -H  ;'  sin  T)-  | 


et  par  suilf 


1  "''-'^' 

7^   vi 


(;,j„^,„e  lîliA:  est   !.•  inodiiit   <l<'s   carrés  des  deiuidon- 


(  >'>6  ) 
gueurs  d'axes,  de  même  signe  que  S^  et  positif  s'il 
s'agit  d'une  ellipse,  négatif  s'il  s'agit  d'une  hyperbole, 
l'exactitude  de  la  formule  est  mise  en  évidence  aussi 
bien  dans  l'un  que  dans  l'autre  cas,  pourvu  qu'on 
entende  par  t-  le  carré  du  demi-grand  axe,  (pielles  que 
soient  d'ailleurs  les  contingences  qui  naissent  des  signes 
des  quantités  \  et  SC.où  Ton  peut  simplement  supposer 
])0sitif  l'unique  coefficient  r/.  Enfin  le  cas  de  la  parabole 
n'échappe  pas  à  la  formule  finale,  du  moins  dans  la  sup- 
position que  le  |)oint  {^x\  y',  z')  est  quelconque  et  en 
excluant  bien  entendu  qu'il  s'agisse  du  centre,  alors 
rejeté  à  l'infini  :  il  faut  seulement  calculer  la  limite  du 
produit  ^--^,  de  la  forme  oc  x  o. 

Une  vérification  plus  particulière  encore  peut  s'opé- 
rer en  imaginant  que  S  est  le  cercle  circonsciit  au 
triangle  de  référence, 

S  =  2(j'^  sin,l  -r-  zx  s'inB  -h  xj-  sin  C)  =  o. 


[Ala] 

PHOPRIÉTÉ  DE  DEIX  SlITES  SOMHABLES; 

l'AR  M.  C.-A.  LAISANT. 


1.  Un  récent  article  de  M.  Alezais  (')  attire  l'atlen- 
tion  sur  une  question,  d'ailleurs  très  simple  sous  sa 
f(M-nic  primitive,  qui  a  été  l'objet  de  plusieurs  exten- 
sions intéressantes,  et  que  nous  rappelons  :  si  l'on 
considère  l(>s  deux  progresssions  par  difTércnces 

(a)  1      3     5     7     9      ... 

(  a  )  I      ■>.     ')     4      ">      •  •  • 

(')    if^i").  |>.  ii'|.    Voir  ;iiissi  Coricsjionilance,  if)i  >,  [i.   i  i '| . 


(   î«7  ) 
et  si  l'on    prend  dans  la   progression  (a)   des  groupes 
successifs  de  termes  dont  les   nombres  sont  indicpiés 
par  les  termes  de  la  progression  (a),  on  obtient 

(I)     (3  5)     (7  9   II)      ... 

et  la  somme  des  termes  du  n^^"'"^  groupe  est  n^ . 

■â.  La  généralisation  a  consisté  à  étendre  la  question 
à  des  progressions  quelconques  par  différence.  On 
peut  la  pousser  beaucoup  plus  loin,  en  considérant  des 
suites  de  nombres  enliers  telles  que  chaque  terme  soit 
une  fonction  de  son  rang,  et  cju'on  sache  en  outre 
déterminer  la  somme  des/?  premiers  termes  en  fonction 
àe  p.  C'est  le  cas,  par  exemple,  d'une  progression  par 
quotient,  ou  de  suites  obtenues  en  ajotilant  des  pro- 
gressions par  quotient  terme  à  terme,  etc.  Nous  pou- 
vons a|)peler  de  telles  suites  entières  des  suites  soni- 
mables. 

Considérons  donc  deux  suites  sommables,  que  nous 
pouvons  écriie 

<•«)  /''O    /(•■>-)    /r>)     •••     f(n)     ... 

(a)  ofi)     cp(2)     cp(3;      ...      cp(/j)      ... 

et  telles  que 

/(i)-H/('2)+..,  4-/(n)  =  F(«), 

ç([)  ^^(p(2)-t-  ..  .  ^^  -iin)  =  fli(/0- 

Si  nous  formons,  dans  la  suite  [a)  à  partir  de  /"(i), 
des  groujîes  successifs  de  o(i),  '-p(a),  •••  termes,  le 
r.ing  du  dernier  terme  du  /i'*''""  groupe  sera  <!>(/?);  celui 
du  dernier  Iciine  du  gioupe  piécédent  serait  <!>(//  —  i). 

La  somme,  diqxiis  J{\)  jus(|u'au  derniei-  terme 
du  //"""  grou[)c,  est  donc    L[<I>(^/<)]  et,  par  suite,  celle 


(  '^''^  ) 

des  termes  de  ce  n"-'"^''  groupe  est 

■  F[<I»(n)]    -F[<i>(n  —  i)]. 

Il  est  clair  que,  si  l'on  a\ait  formé  dans  la  suite  (a) 
des  groupes  successifs  de  /(i),  f  (-i),  ...  termes,  la 
solution  s'obtiendrait  par  la  permutation  des  lettres  F 
et  <!>. 

3.  Dans  l'exemple  très  simple  rappelé  au  début, 
nous  avons 

et  le  résultat  est  par  conséquent 

/  /i ( /i  —  1  I  \ 2         I n\  Il  —  I  ) ' 
V         •> 


En  prenant  au  contraire  i,  3,  5.  ...    termes  dans  la 
progression  i,  a,  3,  ...,  on  auiait 

(■  I  )     (  2  3  .j  )     (  5  <i  7  8  9  )     ... 

et  la  somme  des  termes  du   //'"''  groupe  serait  donnée 
par  la  formule 

n"- { n"- ~r  \)         (/i  —  ij"['"  — i)'^+'l 

■2  -i. 

=  2/J^  —  3  /<2  -T-  3/i  —  1  =  «'  -r-  (/J   —  I  ?. 

On  vérilie  en  ellct  que 

34-i  =  v>%         7-^9-t-ii  =  3'',         i3-i-i") -;-i74- i(j  =  4^  .... 

2  -^  3  -f-  i  =  ?.3  -;- 1 -^        5  -+-  G  -^  7  -^  8  -f-  9  =  3^  4-  2% 

I  o  4-  1 1  -H  12  +  1 3  —  I  i  -+-  1 5  -i-  I ()  =  4'   -  J  S  •  •    • 


i.   Dans  le  cas  où  les  deux  suites  («)  (a)  sont  iden- 
tiques, les  fondions  F,  <1>   le  sont   aussi  et  le  résultat 

clieit  hé  est 

Win)  --  1-'F(//  ~  I). 


(   >6()  ) 
Par  exemple,  on  vérifiera  que  les  yrou|)es 

(i)     ('i  3)     (4  5  6)     ... 

ont    pour   soiiiines    ■_ >  /i   indiquaiil  le  rang-  de 

chacun  d'eux,  et  cpie  dans  les  suivants 

(i)     (3   J  7)     (9   II    i3   i'>   17)     ..., 

les  sommes  sont  exprimées  par 

ir—  [n  —  i)'"         ou         {■f.n  —  \)[n--^  (n  —  i)-]. 

11  peut  arriver  que  F(t>(/i)  et  <I>F(«)  soient  iden- 
tiques, sans  que  les  fonctions  F  et  $  le  soient.  Ainsi, 
dans  les  deux  suites  ci-dessous 

(«)  1   I  7     19     37  I  Gi     91      .  .., 

(a)  I    I   3       5       7        9      I  i      i3      I J   I      . . . 

les  grou|)es  de  même  raug  ont  mêmes  sommes  de  termes. 
La    loi    de   formation   de   la    suite    (a)    est    facile   à 
reconsliluer. 

o.  Comme  dernier  exemple,  prenons  la  suite  des 
nombres  impairs,  et  formons  des  gioupes  successifs 
de  I,  4i  9?  •••  termes,  dont  les  nombres  de  termes  sont 
les  carrés  de  i ,  2,  3,  .  . . 

(1)     (3  j  7  9)     (m    13    I  j    17    19    '.i   '23  25  -i-)     .... 
On  a 


V(p)=P 


<l>{p)  = 


pip    -\)  (■;t/J  +  i) 


el  la  somme  des  termes  du  /i"""'  groupe  sera 

~   \  G  /    ~  '         3 


(   '70  ) 
[M^6ba] 


NOTE  SLR  LA  COURBE  DE  VIVLWl  ; 

pah  un  anonyme. 


Les  théorèmes  énoncés  par  M"''  Anne  de  Prélivr, 
sur  la  courbe  de  Viviani,  dans  le  numéro  d'aoùL  sep- 
tembre 1914  des  Noiu^elles  Annales  de  Mathéma- 
tiques^ se  démontrent  aisément  par  la  Géométrie  ana- 
lytique. 

Soient 

(i)  x^ -^ y''- -^  z-  —  a- =  O; 

(  2  )  ^-  ■+-  ■)•'-  — ax  ^=  o 

les  équations  de  la  sphère  et  du  cylindre  dont  l'in- 
tersection constitue  la  courbe  de  Viviani.  Désignons 
par  A  rextrémité  du  diamètre  du  cercle  (2)  dirigé  sui- 
vant OcT,  par  INI  un  point  quelconque  de  ce  cercle, 
par  Ci  l'angle  MO\.  Les  coordonnées  du  point  M 
sont  acos-c3  et  rtsin'jcoso.  Si  l'on  cheiche  l'intersec- 
tion de  la  verticale  menée  par  ce  point  avec  la  s[dière, 
on  trouve  que  l'ordonnée  du  point  P,  ainsi  obtenu,  est 
égale  à  a  sinca.  i^es  coordonnées  de  V  sont  donc 

(3)       .r  =  r/cos-'5,  j- =  «  sin  o  coscp,         ^  =  asino. 

La  dernière  montre  cpie  1  urdonnée  INIP  est  égale  à.M  V. 
Donc  les  triangles  OMP  et   OMA   sont  égaux   cl,   par 

suite,  aussi  les  angles  MOA  et  MOP. 

On  peut  cMcoi'c  tlirc  que  le  lieu  du  |)()iiil  1*  s'obtient 
en  faisant  tourner  les  triangles  MOA,  autour  de  OM, 
de  manière  à  les  amener  dans  le   plan  vertical  MO 3. 


(  '7>  ) 
Si,  sui-  MP,  on  prend  un  point  P,  tel  que  ]\JP,  =  M0, 
le  lien  du  point  1^  est  une  courbe  dont  l'étude  peut 
utilement  être  associée  à  celle  de  la  courbe  de  Viviani. 
Le  triangle  OMP,  étant  rectangle  et  isoscèle,  on  voit 
rpie  la  courlie  en  question  résulte  de  l'intersection  du 
cylindre  (p.)  et  du  cône  de  révolution 

X'-^-y-—  52  _  (,. 

Des  formules  (3)  on  déduit  sans  peine 

dx  .  dy  dz 

-j—  =  —  <(  =  m  2  'i,         -~  =  a  cos  i  Q,         -p-  •=  a  cos o  ; 

d'j  '  d'Jj  '  do  ' 

puis 

d-  X  d'-y  .  d-  z 

— p— -  = — 2 rt  cos  20,      —r^-  =  —  ■^asln10,       —, —  =  —  asnio. 

rtcp-  '         d:^'  '         dz,'- 

A.ppelons  A,  lî,  G  les  coefficienls  de  l'équation  du  plan 
oscillateur  en  P  à  la  courbe:  on  sait  C|u'on  a 

dy   d^z        dz  d'-y 
do    do'-        d^  do'- 

et  les  formules  analogues.  En  eiïectuant  les  calculs,  on 
trouve 

A  =  rt- sin 'i»(' I  -i- 2  cos-'i),  B  =  —  2a-cos''c3,  G  =  2rt-. 

Le  plan  tangent  en  P  à  la  sphère  (  1  )  a  |)Oi)r  é(|iiation 

(/|  )  X  cos^çi  -\~  y  si  11  o  cn<o  -i-  z  ^ino  —  «  =  o. 

Sa  trace  sui-  le  plan  .rOy  e^l  rcpiw'vsonlée  \r.\v 

(  '))  X  COb-O  +y'  si  11  o  COS'w  —  r;   =:  o. 

Appelons  T  le  point  d'inler^eiMion  de  OIM  avec  la 
tangente  en  A  au  cercle  (2).  lia  droite  r(qir(-scntée 
par  (6)  passe  en  T  et  est  jîerpcndieiilaiie  à  OT.   l'Jle 


(  '-^  ) 

enveloppe  donc   une   parabole  qui  a  pour  soaimel  le 
point  A  et  pour  fojer  le  point  O. 

Pour  trouver  les  coordonnées  du  point  de  l'arête  de 
rebroussemcnt  de  la  surface  développable  enveloppée 
par  les  plans  tangents  à  la  sphère  aux  points  de  la 
courbe  de  Viviani,  différenlions  deux  fois  léq na- 
tion (4),  nous  obtenons 

(6)  T  sin  2  'f  — y  cosio  —  z  coso  =  o, 

(-)  2J7C0S2'i-l-  2  1'  si  II  2  0  -I-  c  sin  o  =  o. 

La  première  de  ces  équations  représente  le  plan 
normal  en  P  à  la  courbe  de  A  iviani  ;  Tarête  de  rebrous- 
semcnt est  donc  bien  une  développée  de  cette  courbe. 

Les  coefficienis  de  l'équation  (6)  sont  proportionnels 
kdx,  dy,  dz  et  ceux  de  l'équation  (7)3  d'-x,  ^^J'?  d'^z. 
La  droite  qu'elles  représentent  est  donc  parallèle  à  la 
binornialc.  Ainsi,  l'arêle  de  rebroussemcnt  de  la  sur- 
face développable  est  siluée  sur  le  cône  obtenu  en 
menant  par  le  centre  de  la  splière  des  j)arallèles  aux 
binormales  de  la  courbe  de  \  iviani. 

Des  équations  (4),  (6),  (-)  on  lire,  pour  les  coor- 
données d'un  point  de  l'arête  de  rebroussemenl,  les 
valeurs  suivantes  : 

a  siMc;(i  -^  2  cos-(i)        .    , 

•r  —  — : — H ^— ^  =  /-A. 

SI  no  (2  -i-  cos-'i  ) 

—  ■?.  a  cos'o  ,  .. 


Sino(  2  -:-  COS-  'v  ) 

2  a 
sin  o(a  -i-  cos-ç) 


=  aC, 


en  posant 


rt  sin o( 2 -^  cos-ç)' 
d'où  il    résulte  (piu  la  dislance  île  ce  jxiinl  à  l'irrigine 


(   '73  ) 


est  égale  à 


(  8  )  /•  =  s/'x-^  +  j'2  +32=  /.  /A  2  +  B2  -+-  C2 . 

Le  plan  osculaleur  eu  P  a  pour  équalion 

Mx  —  Xo)-^\i{  y  —y(>}-^C{z  —  z^)  =  o\ 

Xo,  JK05  ^0  étant  les  cooidonnées  de  P.  Le  centre  de 
courbure,  d'après  le  théorème  de  Meusuier,  est  situé 
sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  ce  [)lan.  Sa 
distance  à  l'origine  est  égale  à 


I^  = 


A  Xtj  -f-  nj'(t  -T-  G  ^0 


Ou  a  donc 


v/A2-4-  B2+G2 
R  /•  =  À  (  A  xa  -t-  B  jo  -l-  G  5o  ) 
et,  si  l'on  fait  les  calculs,  on  trouve 
R/=  a"-. 
La  tangente  en  P  a  pour  équations 


X  —  a  cos- 


y  ■ —  a  siii  cp  C0SC5 

a  C0S2  CD 


Elle  perce  le  plan  xOy  en  un  point  ()  dont  les  coor- 
données sont 

,  .     ,  l(  sill^CD 

X  =  a(i  -T-  sui'^cp  ),         y  =:  '-  • 


(je  point  est  naturellement  situé  sur  la  tangente  en  M 
au  cercle  (2)  et  la  distance  MQ  est  égale  à  nitangcs; 
c'est-à-dire  à  ALL.  De  plus,  le  calcul  du  coefficient 
angulaire  montre  (juc  AQ  est  parallèle  à  01.  La 
figure  MTAQ  est  un  rectangle  et  le  lieu  du  j)oint  Q 
est  la  cissoïde,  podaire  de  la  |)aral)ole  enveloppée 
|)ar  T(^),  par  lapport  à  son  sommet. 

Puisqu'on  sait  tracer,  avec  la  règle  et  le  compas,  la 


(  '74  > 
tangente  à  cette  courbe  qui,  avec  le  point  P,  détermine 
le  plan  osculateur  à  la  courbe  de  Viviani  ;  on  sait,  par 
cela  même,  construire  ce  plan  et  par  suite  le  centre  du 
cercle  osculateur  qui  s'obtient  en  projetant  sur  lui  le 
point  O. 

La  droite  qui  joint  le  point  P  au  point  (o,   Oj   a)   a 
pour  équations 

X  y  z  —  a 

acos-o        asinçcosci        asino  —  n 

Sa  trace  sur  xOy  est  déterminée  par  les  relations 
y  =^  X  tanç^o,         x  =  r— ^  ; 

•^  °   ''  I—   SMl'f  ' 

d'où  Ton  déduit 


x--\-y- — ax  X  x--^Y  — «-ï' 

SUIO  =    f ; ,  C0S9   = 7^ T — 

x--~-y'-  y        x--^y- 

et  par  suite 

{x-  -{- y'^){x  —  2rt)  +  a'^-x  —  o. 

Si  l'on  transporte  l'origine  des  coordonnées  au  point  A, 
cette  équation  devient 

x{x-~y^ )  -+-  a(x^  —  y^)  =  o, 

équation  d'une  stroplioVde  droite  dont  le  sommet  est 
en  O  et  le  point  double  en  A. 

Les   équations  de    la   droite    qui   joint    P    iiii    point 
( —  «,  o,  o)  sont 

X  -\-  a  y  s 


cos-'o  4- I        smcpcosç        sinç 
Sa  trace  sur  le  plan  ]()v,  quand  .p  varie,  est  la  courbe 

(y^4-z-^r-—aH^--y')  =  o; 
c'est  une  lemniscale. 


(  '-^  ) 

On  trouve  de  même  sans  difficulté  c[ue  la  droite 

X  —  a  y  z 

cos*cp  —  I         sinocoscs        sino 

qui  joint  P  au  point  (a,  o,  o),  a  pour  trace  sur  ce  plan 
l'hjperbole  équilalère 

Enfin,  la  droite  horizontale,  qui  rencontre  à  la  (ois 
l'axe  des  z  et  la  courbe  de  Viviani,  a  pour  équations 

Elle  engendre  le  conoïde  représenté  par 

zH.v'^-hy'^)  =  a"' y'-. 
Celui-ci  coupe  le  cylindre 

X-  +  y'^  —  (^^'  =  '^ 
suivant  deux  courbes  planes  situées  dans  les  plans 

y±.z=^o. 


[R5C] 

SIR  LE  M0LVE,)1E^T  RECTILIGl\E  TAlTOCIlUOiXE. 
GÉ^ÉIIAIJSATIO^  ; 

Pau  m.   E.  GAHEN. 


C'est  une  question  classicjue  de  trouver  quelle  doit 
être  la  loi  de  la  foice  agissant  sur  un  point  nuUéi'iel, 
mobile  sur  une  droite,  dans  le  cas  où  cette  loi  ne 
dépend  (jue  de  la  position  du  mobile;  pour  que  ce  mo- 


(  '7^^  ) 
bile,  abandonné  sans  vitesse  initiale,  mette  toujours 
le  même  temps  pour  atteindre  un  certain  point  O 
de  cette  droite,  quel  que  soit  le  point  de  départ. 
Cette  question  se  traite  ordinairement  par  une  mé- 
thode due  à  Puiseux  (voir,  par  exemple,  Appell, 
Traité  de  Mécanique  rationnelle.,  t.  1,  i"  édit., 
p.  340).  Cette  méthode  emploie  entre  autres  un  chan- 
gement de  variables,  une  dérivation   sous  le   signe    / 

et  la  résolution  d'une  équation  différentielle. 

Voici  une  autre  méthode,    beaucoup    plus   simple. 
Prenons  le  point  O  comme  origine  des  abscisses  comp- 


y  =  fiai) 


tées  sur  la  droite.  Soit  — j\x)  l'expression  de  la  force 
qu'il  faut  appliquer  au  point  M,  d'abscisse  x.,  pour 
(ju'il  arrive  en  O  dans  le  temjis  T.  (On  suppose,  ce 
qui  est  |)ermis,  que  la  masse  de  M  est  égale  à  i .) 

Or,    d'après  l'étude  directe   du    mouvement  vibra- 
toire, on  connaît  une  solulion.  à  savoir  la  force 

On  va  montrer  (pi  il  n'y  (mi  a  pas  d'aiilrc,  en  supposant 
la  fonction  fi^x^  soumise  à  une  restriction  qui  appa- 
raîtra dans  la  démonstration. 

En  elfet,  si  la  fonction  j\x)  n'était  pas  identique  à 

la  fonction  (  — ^  )  x,  il  j  aurait  un  intervalle  fini  o.  a, 

dans  lequel  j\x)   serait  constamment   plus  grand   ou 


(   '77  ) 
corislammenl  plus  petit  que  ( -7p  )  x]  supposons  cons- 

tammenl  plus  grand  pour  fixer  les  idées  [\oïv figuré). 
Alors  il  est  évident  que  si  le  mobile  était  abandonné 
sans  vitesse  initiale,  à  une  distance  a  de  l'origine  et 
soumis  à  la  force  — /{•^^)i  '1  mettrait  moins  de  temps 
pour  arriver  en  O  que  s'il  était  soumis  à  la  force 

c'est-à-dire  un  temps  moindre  que  T. 

La  restriction  annoncée  plus  haut  est  que  le  point  A 
existe,  c'est-à-dire  que  la  convhe  y  ^=  f[x)  ne  coupe 

pas  la   droite  y  =  |  — =  j  x  en   une  infinité    de   points 

voisins  de  O. 

Mais  une  pareille  restriction  existe  aussi  dans  la 
démonstration  de  Puiseux,  car  on  y  Irouve  le  passage 
suivant  (Appell,  loc.  cit..,  p.  34'^)  •"  «  Cette  expression 
doit  èlre  nulle  quel  que  soit  Zq,  ce  qui  exige  que  la 
fonction  soumise  à  l'inlégralion  soit  identiquement 
nulle,  car  si  elle  ne  l'était  pas  on  pourrait  prendre  z^ 
assez  petit  pour  que.,  entre  les  limites  o  et  Zq,  cette 
fonction  garde  un  signe  constant.  »  Ce  qui  revient 
à  dire  cjue  la  courbe  qui  représente  ladite  fonction  ne 
peut  couper  une  infinité  de  fois  l'axe  des  abscisses 
aux  environs  du  j)oint  A. 

Si  l'on  considère  des  fonctions  dont  la  courbe  repré- 

senlative  couperait  la  droite  y  =  ( —^î^  j   x  une  infinité 

de  fois  entre  O  et  un  point  aussi  rapproché  qu'on  veut 

de  O     [)ar  exemple,  y  =  (-=  j   x -\- ax"  ^'\n-    ,  rien  ne 

dit  qu'une  telle  loi  de  force  ne  satisferait  pas  au  taulo- 
chronisme. 

Ann.  de  Matliemat.,  4*  série,  l.  XV.  (Avril  iyi'>.)  l3 
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Il  nous  semble  que  cette  déinonstialion,  outre  qu'elle 
est  plus  simple  que  celle  de  Puiseux,  met  mieux  en 
évidence  la  raison  d'être  du  lliéorème  et  les  condiiions 
dans  lesquelles  il  est  exact. 

De  plus,  celte  démonstration  se  généralise.  Suppo- 
sons qu'on  cherche  la  loi  de  force  telle  que  le  mobile 
abandonné  sans  vitesse  initiale  du  point  d'abscisse  Xo 
mette  le  temps  F (x„)  pour  arriver  en  O.  Si  l'on  a  trouvé 
une  solution,  à  savoir  — /{^)^  d  "^  en  a  j)as  d'autre; 
pourvu  (|u'on  n'admette  pas  de  loi  de  force  — fsioc^ 
telle  que  les  courbes  \  =if(x)  ely  =/i  {x)  se  coupent 
en  une  infinité  de  points  \oisins  de  l'origine. 

Par  exemple,  un  point  soumis  à  une  force  constante, 
abandonné  sans  vitesse  initiale  au  [)oinl  d'abscisse  Xo-, 
mel,  pour  venir  jusf|u'à  l'origine,  un  tem|)S  prcjpor- 
tionnel  à  \Xq.  11  uy  a  pas  d'autre  loi  de  force  satis- 
faisant à  cell^  condition,  snuf  peut-être  des  forces  qui 
repasseraient  un  nombre  indéfini  de  fois  jar  la  même 
valeur  dans  les  environs  du  point  O. 
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CERTIFICATS  DE  MATHÉMATIOllES  GHXÉKALES. 


Alger. 


Épreuve  théorique.  —  i"  Équation  générale  des  para- 
boles qui  passent  «n  un  point  donné  et  ont  en  ce  point  un 
rayon  de  courbure  donné.  {On  prendra  le  point  pour 
origine,  la  tangente  en  ce  point  pour  axe  des  x,  et  l'on 
désignera  par  a  l'angle  de  la  direction  de  l'axe  avec  Ox.) 

1"  Enveloppe  des  axes  de  ces  paraboles.  Construire  la 
courbe. 

3"  Longueur  totale  de  la  courbe.  Rayon  de  courbure  en 
un  point. 

4"  Surface  comprise  à  l'intérieur  de  la  courbe. 

b"   Trajectoires  orthogonales  des  axes  des  paraboles. 

Épreuve  pratique.  —  I.  Calculer,  par  la  méthode  trigo- 
nométrique  ou  la  méthode  de  Newton  avec  trois  décimales, 
les  racines  de  l'équation 

x^  -^  "ix'^  —  i6:r  —  lo  =  o. 

II.  Intégrer  l'équation  différentielle 

dy  ,  /  dy 

Equation  de  la  courbe  en  coordonnées  polaires. 

III.  Intégrer  l'équation 

d''-  Y  dy 

dx^  dx       ^ 

(Juin   1914-) 

Besançon. 
Épreuve  théorique.  —  I.  On  considère  le  système  d'équa- 


(   i8o  ) 


lions  différenlielles 


(0 


ds 

=p(:- 

- 

dC 
ds 

=  —p 

B 

dk 
ds 

=  rB, 

/•A, 


système  par  lequel  on  veut  déterminer-  les  fonctions 
inconnues  A,  B,  G,  de  la  variable  s,  connaissant  les  fonc- 
tions données  p  et  r. 

Vérifier  que  ce  système  dont  l'ensemble  AiBiCj  désigne 
une  solution  particulière  possède  toujours  les  deux  inté- 
grales suivantes  : 

A2+ B2+C2^  const.;         AA,  +  BB,  +  CCi  =  const. 

II.  En  n'envisagea  fit  que  les  solutions  du  système  (i) 
vérifiant  la  relation 

(2)  '  A2+ B2-hG-2=  I, 

on  fait  le  changement  suivant  de  fonctions 

/  B  =  cosO, 

(3)  '   G  =  sin  0  cos  (i^, 
',  A  =  sin  6  sin  u', 

aux  nouvelles  fonctions  inconnues  0  et  w:  on  demande  de 
former  les  deux  équations  di(J'érentielles  auxquelles  satis- 
font les  fondions  6  et  w  de  la  variable  s. 

Introduire^  dans  le  résultat  obtenu.,  les  données  nou- 
velles 0)  et  H  fondions  de  s,  liées  aux  anciennes  p  et  r  par 
les  relations 

(     /■   =   (o  cos  fA, 

I  yj  =  w  sin  u. 


(4) 


ni.   Que  sera  la  fonction  inconnue  n>  si  0  se  réduit  à  une 
constante  ? 

JV.   On  sait  que,  si  p  et   r  désignent  respectivement   la 


(    x^'    ) 

torsion  et  la  courbure  d'une  courbe  gauche  en  fonction  de 
l'arc  s  de  cette  courbe,  le  système  (i)  sera  satisfait  quand 
on  y  remplace  A,  B,  G  par  les  cosinus  des  angles  que 
forment  avec  toute  direction  fixe  de  l'espace  les  directions 
respectives  suivantes  : 

i"  La  direction  de  la  tangente  T  à  la  courbe; 
■i"  La  direction  de  la  normale  principale  N; 
3°  La  direction  de  la  binormale  Q  à  la  courbe; 

A  =  cos(t,  u), 

(5)  {  B  =  cos(n,  u\ 

G  =  cos(q,  Ù). 

Considérons  alors  les  courbes  gauches  G  dont  la  nor- 
male principale  fait  un  angle  constant  avec  une  direction 
fixe  OZ. 

On  demande  d'appliquer  la  solution  trouvée  pour  la 
question  Ilf  à  la  détermination  des  fonctions  correspon- 
dantes A",  B",  G'  qui  doivent  remplacer  les  fonctions  A,  B,  G 
lorsque  la  direction.  U  coïncide  avec  OZ. 

FM>Rb:uvE  PRATIQUE.  —  1°  Trouver  l'intégrale  générale  de 
l 'équation  différentielle 

x'^y"  —  ^xy'  -+-  <jy  =  o. 

2°  Que  représente  la  surface 

{x  -\-  y  —  '^  z)-  -\-  X  -\-  y  —  53  =  0. 

(Juin  1914.) 

Caen. 

Epreuve  théorique.  —  I.  i"  Intégrer  l'équation  diffé- 
rentielle 


si  11  a"  cosar  —, v  ■+-  '\  i\\\^  x  cos^rr  -+-  acos^a^  —  1  =  0. 

dx       -^ 


cly^ 
dx 

2"    Désignant   par  Ji(.r)    la    solution   particulière    de 


(  '8^  ) 

l'équation  précédente  qui  prend  la  valeur  numérique  - 

pour  .r=  —  >  construire  la  courbe  représentative  de  cette 

4 
solution. 

i"  Calculer  les  ternies  du  développement  en  série  de  y,  {x) 
suivant  les  puissances  entières  de  x  Jusqu'au  terme  de 
degré  3  en  x  inclusivement. 

II.  Les  axes  OX,  OY,  OZ  étant  supposés  rectangulaires, 
on  considère  la  surface  (S)  représentée  par  l'équation 

{x^ -\- y'^  )  z'^ —  R'''a"-  =  o, 

où  R  désigne  une  longueur  donnée  : 

i"  Construire  les  sections  de  cette  surface  par  des  plans 
parallèles  aux  plans  coordonnés. 

2"  Vérifier  que  la  surface  est  un  conoïde  de  plan  direc- 
teur XOY  et  d'axe  OZ,  dont  les  génératrices  sont  tan- 
gentes à  la  sphère  (I.)  de  rayon  R  qui  est  tangente  en  O 
au  plan  YOZ.  Soit  (G)  le  lieu  du  point  de  contact  de  la 
génératrice  avec  la  sphère  (1)  :  montrer  qu'en  un  point 
quelconque  de  (G)  la  surface  (S)  et  la  sphère  (2)  ont 
même  plan  tangent. 

3°  Projections  de  la  courbe  (Cj  sur  les  trois  plans  coor- 
donnés. 

Epreuve  pratique.  —  Soient  une  ellipse  décentre  O  et  de 
sommets  A,  B,  tels  qu'on  ait 

OA  =  lo'",         0B  =  5-"; 

A',  B'  les  milieux  respectifs  de  OA,  OB;  M,  M'  les  points 
d'intersection  de  la  droite  A'B'  avec  l'ellipse  : 

i"  Calculer  à  i"""  près  les  distances  aux  axes  des  points  M 
et  M'. 

■i."  Calculer  l'aire  comprise  entre  la  droite  MM'  et  l'arc 
d'ellipse  MABM'.  Indiquer  l'approximation  du  résultat 
obtenu.  (Juin   1914.) 

EpHKi  VE  TiiKOiUQUE.   —   I.   Pour  quelles  valeurs  des  con- 


(   '83  ) 

stantes  y.  et  ^  l'expression 

[- h  sin  '  a  V  )  —  y  %\n(  "xx)    dx 
{x-^^\  f  -^  '      •'         '       ' \ 

+     — r — ■ 1-  X  cos(  B)' )  H-  cos(  B.r)    dv 

est-elle    la   différentielle    d'une  fonction    \){x,  y)'l    Cal- 
culer U(.r,  y)  dans  ce  cas. 

II.  Une  parabole  (Pj  de  paramètre  constant  p  tourne 
dans  son  plan  autour  de  son  sommet  O.  Dans  chac/ue  posi- 
tion^ on  lui  mène  la  tangente  (T ) parallèle  à  une  droite 
fixe.  On  demande  : 

i"  Le  lieu  du  point  de  contact  M  de  {V )  avec  la  tan- 
gente (T); 

i"  Le  lieu  du  point  C,  centre  de  courbure  de  (I*)  en  i\J, 

KpiiKUVE  PRVTiQLi;.  —  1.  C'o/ist rui/c ,  par  rapport  à  deux 
axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  la  courbe  représentée  par 
l'éfjuation 

y  =z  x'^VjX  —  X  —  I , 

où  L.r  désigne  le  logarithme  népérien  de  x. 

'2  Calculer.,  avec  trois  décimales  exactes,  la  racine  de 
l'équation 

x'^hx  —  X  —  I  =  o. 

{On  rappelle  que  Lio  =  •2,3o'iO.)  (Novembre  1914.) 

Clermont. 

EpREUVK  TiiKORKtiE.  —  Soit  le  plan  (II)  représenté  par 
l'équation 

X  COiU  -t-JK  sillM  -H  piZ  -H-  C0S2  W  -\-  i>^  =  O. 

i"  Quand  u  et  c  varient^  (II)  enveloppe  une  sur/ace  (S). 
Calculer  les  coordonnées  du  point  de  contact  1\1,  en  fonc- 
tion de  u  et  V.  Montrer  que  (S)  admet  les  trois  plans  de 
coordonnées  pour  plans  de  symétrie. 
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2"  Lorsque  v  seul  varie,  montrer  que  (IIj  enveloppe  un 
cylindre,  circonscrit  «  (S)  le  long  d'une  parabole,  section 
droite  du  cylindre.  Equation  de  ce  dernier.  Déterminer 
le  plan  (P).  l'axe  {k)  et  le  sommet  S  de  la  parabole. 

Déterminer  et  construire  le  lieu  (L)  de  S  et  l'enve- 
loppe (E)  de  (A).  (Quelle  relation  y  a-t-il  entre  ces  deux 
courbes?  Calculer  leurs  rayons  de  courbure. 

Soient  a,  \i  les  points  de  rencontre  de  (A)  avec  Ox  et  Oy, 
I  leur  milieu,  y  la  projection  de  O  sur  (A).  Prouver  que  S 
est  au  milieu  de  !•;. 

3°  Quel  est  le  lieu  de  M  quand  u  seul  varie  ?  Le  con- 
struire dans  les  cas  v  ^  o  et  v  ^=  y/s.  Déterminer  l'arête  de 
rebroussement  de  l'enveloppe  de  (II)  et  montrer  que  c'est 
une  hélice  sur  le  cylindre  dont  (E)  est  section  droite. 

4"  Calculer  les  rayons  de  courbure  principaux  de  {'L)  au 
point  Q(i<  =  o,  t"  =  o). 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 

3 

-  .»■ 
iy  —  jy  -+-  3y  =  xe-^-+-  e-    ; 

déterminer   les  constantes  de   manière  que,    pour  jr  =  o, 
y  et  y'  soient  nuls.  (Juin   1914-) 

Lyon. 

Composition  écrite.  —  I.  Intégrer  l'équation  différen- 
tielle 

dy  ■  ■i 

cos.r  -4-  —  2 y  sinar  =  cos-*.r. 
dx         -^ 

\\.  Les  axes  Oxyz  étant  rectangulaires,  on  donne  les 
deux  sur/aces  qui  ont  pour  équations 

(S)  x-~h^y-+z'^ — 4=0» 

(G)  x'--hy'-—i==o. 

i"  Nature  et  position  respective  des  deux  surfaces. 
.    2"  Etudier    la  projection    de    leur    intersection   sur   les 
divers  plans  de  coordonnées.  Montrer  que  cette  intersec- 
tion se  compose  de  deux  ellipses.    Calculer  l'aire   de   ces 
ellipses. 
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3°  Calculer  l'aire  de  la  portion  de  surface  (C)  comprise 
à  l'intérieur  de  (S). 

4"    Volume  du  solide  commun  aux  deux  surfaces. 

ÉpREUVii  PRATIQUE.  —  I.  i"  Construire  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation 

x(ex-^\) 
■^  e^  —\ 

Minimum  de  y.  Asymptotes.    Position    de   la   courbe  par 
rapport  aux  asymptotes. 

'1°  Nombre  de  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la 
droite  y  =  i.  Calculer  ci  ,',j  près  l'abscisse  de  l'un  de  ces 
points. 

II.   Déterminer  les  fonctions  z{x,y)  telles  qu'on  ait 

(r^^y)dx-h(x^-{-x)dy 
ctz  ^^  ~  ~;  ' 

(x  -h  y  -h  \}^ 

(Juillel  1914) 
Marseille. 

Composition  écrite.  —  1.  Intégrer  l'équation  différen- 
tielle   

dy        \J  a-  —  y''- 


dr  1  — y 

où  a  et  1  sont  deux  constantes  positives  données. 

2.  L'intégrale,  à  une  constante  près,  peut  se  mettre  sous 
la  forme  paramétrique 

:r  =  a  sin  cp  —  Xtp, 
y  =z  a  ces  Cf. 

Discuter  les  différentes  formes  de  courbes  déterminées 
par  ces  équations  quand  X  varie. 

3.  Calculer  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  quand  on  a 

\  =  a. 

Épreuve   pratique.    —    1"    Une   barre  pesante   et   lionw- 
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gène  OA  de  longueur  a  est  mobile  dans  un  plan  Virfical 
autour  de  son  extrémité  0  cjui  est  fixe. 

A    l'origine   des   temps,    cette  barre   est   horizontale   et 

elle  est  lancée  vers  le  bas  avec  une  vitesse  angulaire^/  —2- . 

On  demande  de  trou^'er  la  vitesse  angulaire  : 
ï°  Quand  la  barre  est  verticale  et  dirigée  vers  le  bas; 
2"  Quand  elle  est  verticale  et  dirigée  vers  le  haut. 
Au  bout  de  combien  de  temps  atteint-elle  la  première  ou 
la  seconde  position  ? 

i"  Calculer,  par  la  méthode  de  Simpson,  l 'i/itégrale 


I     cos     —  a:^     dx. 


On    divisera     l'intervalle    d'intégration    en    dix    parties 
égales.  (Juin  1914.) 

Composition  ÉrRirE.  —  1.  Trouver  une  courbe  C  passant 
par  l'origine  des  coordonnées  et. satisfaisant  à  l'équation 
différentielle 

dx       -^ 

Choisir  b  de  sorte  que  la  courbe  G  soit  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  des  y,  les  axes  de  coordonnées  étant  sup- 
posés rectangulaires. 

2.  A  chaque  point  M  de  coordonnées  x  et  y  de  la 
courbe  G  on  fait  correspondre  un  point  Mi  de  coordon- 
nées X  et  yi=  ky  d'une  seconde  courbe  Gj.  Le  point  INI]  est 
donc  obtenu  en  augmentant  l'ordonnée  y  de  M  dans  un 
rapport  constant  X.  On  mène  ensuite  le  rayon  qui  va  de 
l'origine  O  des  coordonnées  au  point  M  de  la  courbe  C.  Ce 
rayon  coupe  la  courbe  Gj  en  un  point  M'  évidemment  diffé- 
rent de  Ml.  Démontrer  que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  G 
et  la  tangente  en  M'  à  la  courbe  G|  sont  parallèles. 

3.  Calculer  les  courbures  en  M,  en  M]  et  en  M'. 

4.  Le  rayon  vecteur  détermine  deux  segments  de  courbes. 
Calculer  leurs  aires  et  l'aire  de  leur  différence. 
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SOLUTION. 

On  a,  pour  la  courbe  C, 


r  = 

=  î- 

et,  pour  la  courbe  Cj, 

yx^ 

■1 

On  a  donc,  au  point  M', 

x'        y' 

al     „ 

X         y 

!- 

et,  par  suite,  en   appelant   r  et  /'   les   longueurs   des  rayons 
vecteurs, 


X         y         '■    _   • 
X         y         r         l 


c'est-à-dire  que  les  courbes  G  et  Ci  sont  homothétiques  par 
rapport  à   l'origine  et,    par  suite,    les   tangentes    au\    points 
homologues  M  et  M'  sont  parallèles. 
Pour  les  courbures,  on  a,  en  M, 


en  Ml, 


et,  en  M', 


2aX 


'       9(9-^4«^>^■^-^^-)'' 


I    _    I 


Pour  le   segment  parabolique   0.\I,  soit   P  le  pied  de  l'or- 
donnée du  point  M,  on  sait  que 

secteur  OM  =  -  triangle  OPM. 
On  aura,  de  même, 

secteur  OM' =  -  triangle  OP'M' 
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et,  pour  la  diiïérence  S  des  deux  secteurs,  on  aura 
ô  =  -  trapèze  rectiligne  PiMM'P'. 

Epreuve  pratioue-  —  i°  Construire  avec  précision  la 
courbe 

sin  j" 

^  —      ^     ~  ^ 

quand  x  varie  de  zéro  à  air. 

a"  Trouver  le  tnouvenient  d'un  point  pesant^  mobile 
dans  un  plan  vertical,  et  sollicité  par  une  force  horizon- 
tale égale  à  son  poids,  sachant  que  primitivement  le  point 
est  lancé  avec  une  vitesse  horizontale  égale  à  2""  par 
seconde.  (Novembre  1914-) 

Montpellier. 

Epreuve  écrite.  —  On  donne  une  ellipse  et  les  tangentes 
aux  sommets  A,  A'  du  grand  axe.  Une  tangente  quel- 
conque coitpe  ces  tangentes  fixes  aux  points  T  et  T'  : 

\°  Démontrer  que  le  produit  des  segments  AT  et  AT' 
est  constant  et  cjue  la  circonférence  C,  ayant  pour  dia- 
mètre TT',  passe  par  les  foyers  de  l'ellipse. 

n."  Par  l'un  des  foyers  on  mène  le  diamètre  de  la  cir- 
conférence C.  A  Vautre  extrémité  M  de  ce  diamètre  on 
mène  la  tangente  MIM'  au  cercle  C;  trouver  l'enveloppe 
de  celte  tangente^  lorsque  la  tangente  TT'  à  l'ellipse  se 
déplace.  Si  iM'  est  le  point  de  contact  de  la  droite  MlVl' 
avec  son  enveloppe,  montrer  que  M  est  le  milieu  de  la 
portion  de  cette  droite  comprise  entre  M'  et  le  grand  axe 
de  l'ellipse  prolongé. 

3"  On  considère  une  tangente  au  cercle  C  perpendicu- 
laire au  grand  axe  de  l'ellipse.  Trouver  le  lieu  de  son 
point  de  contact.  Montrer  comment  se  déplace  ce  point, 
lorsque  le  point  de  contact  de  la  tangente  à  l'ellipse 
décrit  l'ellipse  dans  un  sens  déterminé,  et  préciser  les 
parties  du  lieu  qui  correspondent  à  des  tangentes  réelles. 

lù'REUVE  l'RATiyi'E.  —  Calculer  l'aire  de  la  portion  du 
paraboloïde 

x"-  -h  y"-  =  'io  z 
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comprise  à  l'inlcrieur  du  cylindre 


(Juin    1914.) 


Épreuve  éckite.  —  Une  leniniscate  est  représentée  par 

l'équation 

p-  =  a^cosaw. 

1°  Calculer  les  angles  que  forme  la  tangente  avec  le 
rayon  vecteur  OM  et  avec  l'axe  Ox. 

1"  Calculer  les  distances  de  l'origine  à  la  tangente  et 
aux  points  où  cette  tangente  coupe  les  axes  rectangu- 
laires Or  et  Oy.  Calculer  Vaire  du  triangle  formé  par 
la  tangente  et  ces  deux  axes. 

o"  Exprimer  cette  aire  en  fonction  de  lanoi(o  et  étudier 
sa  variation  lorsque  le  point  de  contact  décrit  la  leninis- 
cate; en  particulier^  lorsque  le  point  de  contact  reste 
entre  /ev  points  où  la  tangente  coupe  les  parties  positives 
des  axes  Ox  et  Oy. 

4"  Étant  donné  un  point  AI  sur  la  leniniscate,  déter- 
miner un  autre  point  M',  sur  la  même  boucle^  tel  que  les 
tangentes  en  iVI  et  M'  soient  rectangulaires.  Calculer  Vaire 
limitée  par  l'arc  MM'  et  les  deux  rayons  vecteurs  OM 
et  OM'.   Quel  est  le  mini/num  de  cette  aire. 

KpREi'VK  PRATIQUE.  —  Que  deviennent  les  intégrales 

r^  X  —  x^    ,  r  °°  .r3  —  X    , 

...  I  /- 

SI  l  on  pose  x  :=  —  et   y  =^  -\-  u  t. 

y 

Calculer     1       '■ et    en   déduire    les   valeurs   des 

t- 


f  — 

deux  premières  intégrales.  (  Novoinbic   191  4) 


Rennes. 

CoMi'Usniox  ÉCRITE.    —  I.  Développées  des  courbes  planes. 
II,   On  considère  V hélice  définie  en  coordonnées  rectan- 
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gulaires  par  les  formules 

X  =:  a  cos<, 
(i)  y^as'xnt, 

[  z  =  bt, 

où  t  désigne  un  paramètre  variable,  a  et  b  des  constantes. 
En  un  point  quelconque  M  de  rhélice,  on  mène  la  tan- 
gente MP  qui  rencontre  en  P  le  plan  XOY.  Montrer  que 
les  coordonnées  X,  Y  du  point  P  s'expriment  en  fonction 
de  la  variable  t  par  les  formules 

(-4)         X  =  a  cos<  +  «^  sin /,  Y  =  osin/  —  atco^t. 

Quand  le  paramètre  t  varie^  le  point  P  décrit  une 
courbe  (C).  Etudier  cette  courbe  :  tangente,  normale, 
longueur  d'arc,  rayon  de  courbure,  centre  de  courbure, 
développée. 

Expliquer,  par  des  considérations  géométriques,  les 
résultats  trouvés. 

EpREivE -PRATIQUE.  —  Soit  un  point  M  de  masse  unité, 
mobile  sur  Ox,  soumis  :  \°  à  une  force  répulsive  égale 
à  OM;  2"  à  une  force  fonction  du  temps  et  égale  à  e^f, 
où  w  est  une  constante. 

I.  Trouver  la  relation  qui  lie  x  au  temps  t.  On  suppo- 
sera successivement  to  ^  dr  i ,  to  =  i  e<  co  =  —  i. 

H.   Construire   la  courbe  x  z=  e'  -\-  e    <■ -\ —  e'  et  trouver 

7. 

l'aire    de    cette    courbe    comprise    entre    l'axe   des    t,    la 

courbe  et  les  droites  <  =  o,  ^  =  T.  (Juin  1914.) 
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SOLITIO\S  m  QUESTIOXS  PROPOSÉES 


829. 

1867,   p.    i7n- 


On  donne  dans  un  plan  une  ellipse  {K)  et  une  circonfé- 
rence (0)  concentriques.  Une  seconde  circonférence  {O' ) 
roule  sans  glisser  sur  la  première.  On  demande  le  lieu 
des  points  M  d'intersection  des  tangentes  communes  à  la 
circonférence  (O')  et  à  l' ellipse!  (E). 

E.  Deman. 

Solution. 
Par  M.  H.  Brocard. 

Celle  queslion  élanl  demeurée  non  résolue  depuis  bientôt 
un  detni-siècle,  je  me  bornerai  à  démontrer  que  sa  solution 
aurait  pu  être  produite  en  observant  sa  corrélation  très  inlime 
avec  une  queslion  analogue  et  traitée  à  diverses  reprises. 

Soient  K,  L  deux  points  d'intersection  de  l'ellipse  (  E)  et 
du  cercle  (O'). 

Si,  pour  un  instant,  on  ne  tient  pas  compte  du  cercle  (O), 
le  problème  sera  presque  identique  à  celui  du  lieu  (M)  pour 
des  cercles  (O')  variables.,  passant  par  les  points  K,  L. 

Or,  c'est  là  une  variante  bien  connue  du  problème  que 
Chasles  a  proposé  au  Concours  général  de  i844  (voir  i844) 
pp.  377,  425-43i  et  495-5o3;  i85i,  pp.  408-41 1)-  Elle  a  été, 
depuis,  maintes  fois  étudiée,  comme  on  le  verra  ici  au  Volume 
de  1880,  p|).  i2'2-i33  (Le  Cointe)  et  184-188  (G.  Darboux). 

J'estime  qu'il  suffira  de  suivre  exactement  le?  indications  de 
ces  deux  ailicics  pour  obtenir  rapidement  la  solution  analy- 
tique de  la  question  S'a!). 

On  aura  d'abord  les  équations  de  l'ellipse  et  du  cercle 

«2^2  _j_  bi x"^  —  a"- b'>- —  o, 
{x  —  rf)2-f-  {y  —  e)«—  /•»  =  o, 


(  192  ) 

et  la  condilion  de  tangence  des  cercles  (O)  el  (C)  se  réduira 
simplement  à 

(T)  d^+.c2=n. 

On  formera  ensuite  les  équations  des  deux  tangentes  menées 
de  M(a,  [3)  à  l'ellipse  (  E)  et  au  cercle  (O');  mais  les  deux 
couples  de  tangentes  devant  coïncider,  les  deux  équations 
précitées  seront  identiques.  On  en  déduira  trois  nouvelles  éga- 
lités entre  les  quantités  rf,  e  et  une  troisième  1. 

Il  restera  à  éliminer  d,  e  el\  entre  ces  équations  et  l'équa- 
tion (T). 

La  question  étant  ainsi  classée,  quelque  lecteur  voudra  bien 
sans  doute  achever  celte  recherche  qui,  très  probablement, 
aboutira  à  une  équation  (M)  du  sixième  degré,  avec  des 
réductions  possibles,  comme  pour  le  problème  de  Chasles 
(i88o,  loc.  cit.). 

937. 

I  1369,   p.   27:1.1 

Une  ellipse  roule  sur  une  autre  ellipr^e.  Trouver  le  lieu 
des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes. 

Daupi.av. 

Solution. 
Par  M.  IF.  Brocahd. 

Si  l'ellipse  mobile  (E')  était  remplacée  par  un  cercle,  et 
qu'il  fallût  exprimer  l'égalité  d'un  arc  AM'  du  cercle  à  un 
arc  AM  de  l'ellipse  fixe  (E),  la  question  ainsi  transformée 
serait  manifestement  insoluble.  Cependant,  elle  peut  se  ré- 
soudre assez  simplement,  mais  parce  que  la  condition  de  rou- 
lement du  cercle  n'a  pas  à  intervenir  :  il  suffit  que  le  cercle  se 
déplace  par  translation. 

L'impossibilité  de  traduire  l'égalité  des  deux  arcs  AM' 
et  AM  d'ellipses  (E')  el  {M)  s'aggravera  encore  de  ce  fait  que 
les  deux  elli|)ses  données  sont  quelconques  et  tangentes  en  un 
point  quelconque,  il  n'y  aura  pas  de  formules  capables  de  re- 
présenter la  situation  de  l'ellipse  mobile  (E'). 

Je  ne  m'e\pli(|ue  pas  que  celle  question  ait  pu  être  pro- 
posée; elle  ne  pourrait  même  servir  de  sujet  à  un  Grand  Prix 
do  Malliéniatiques. 


(  «9^  ) 

[K'2b][K'5b] 

SUR  OUATUE  TRIAXGLKS  IIOMOTIIÉTIOUES;/ 

Pau  m.  V.  THKBAULT, 

Professeur  à  Ernée  (Mayenne). 


M.  Neuberg  a  projDosé,  dans  Mathesis,  mai  1914, 
p.  i44i  sous  le  n°  1967  bis,  la  c|uestion  siiivanle  : 

<c  H  étant  V orthocentre  du  triangle  ABC,  on  pro- 
longe les  droites  HA,  HB,  HC  des  quantités  AA'=:  /v,, 
BB'=  rbi  CC'=  /■(.,  où  /•„,  ;•/,,  /v  désignent  les  rayons 
des  cercles  exinscrits  à  ABC  Trouver  quelcjues  pro- 
priétés du  triangle  x\'B'C'.  » 

(|ui  nous  paraît  un  intéressant  sujet  d'études,  rap- 
procliée  de  la  question  de  Matliémaliques  élénienlaiies 
posée  en  1878  au  concours  d'Agrégalion  des  Sciences 
matliéniatiques. 

Le  iricingic  A'B'C  et  le  triangle  DEF  (  D,  E,  F  étant 
les  contacts  du  cercle  inscrit  I  respectivement  avec  les 
cotés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  \BG)  ayant  beaucoup 
d'analogie,  nous  essaierons  de  réunir  ici  leurs  plus 
importantes  |)ropriétés.  Nous  associerons  ces  triangles 
cnhe  eux,  puis  aux  <\(n\x  suivants  :  I^UIf  des  centres 
des  cercles  exinscrils  à  Al)(^  et  MNP  des  milieux  de  Jl„, 

lU,    lie 

Pour  ce  (|ui  suivra  nous  appellerons,  dans  le  liiangle 
ABC,  Aj,  B,,  C|  les  milieux  des  colés;  Aj,  Bj,  C2  les 
pieds  des  hauteurs;  D^,  Iv<,  F„.  D/,,  E/,,  F^,  D,.,  E^.,  F^. 

Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  l.  \\.  (Alui  lyi'j.)  i l\ 


(  194  ) 
les  contacts   des  cercles  exinscrits  I„,  U,   I,.  avec   les 
côtés  BC.  GA-,  AB  respectivement;  /„,  /"/,,  t',.  les  rayons 


(le  ces  cercles;   O  le  centre  du   cercle  circonscrit  de 
rayon  R  et  H  i'orlliocentre. 


1.    Le  triangle  DEF  des  points  de  contact  du  cercle 
inscrit  1  avec  les  côlés  du  triangle  ABC  a   ses  angles 


ë^' 


A  B  t: 

qo" ,      *)()" —   —,       qo" 


Soit  Y  l'intersection  de  EF  avec  la  hisseciricc  Cl. 
Les  deux  droites  CE  et  ly  sont  anliparallèles  par  rap- 
port à  EF  cl  CI,  car 


CÎ^'  =  I  (  B  4-  C)  =  90" -  -  =  ARF. 


Les  quatre  points  C,  L  y,  E  sont  donc  sur  un  cercle 


(  19^  ) 
de  diamètre  CI  et  Tangle  lyC  est  droit,  y,  qui  est  le 
|)ied  de  la  hauteur  du  triangle  IBG,  est  donc  sur  DE; 
de  même  [j  pied  de  la  hauteur  B[i  est  aussi  sur  DE,  et 
les  côtés  du  triangle  DEF  contiennent  respective- 
ment les  pieds  de  deux  des  hauteurs  des  triangles 
IBC,  ICA,  lAB. 

Nous  avons  montré  de  plus  que  les  points  [3,  y  sont    . 
situés   respectivement  sur  A,C|    et  A|B),  ce  qui   est 
évident,   l'angle  ByC  par  exemple  étant  droit  (Bul- 
letin de  Mathématiques  élémentaires^  19105  P-  aSO, 
question  2743). 

Les  triangles  DEF  et  Irtlilt-  sont  homothétiques; 
leur  centre  d'homothétie  L|  est  l'intersection  des 
droites  IqD,  IaE,  l^F.  Le  cercle  O  est  évidemment 
celui  des  neuf  points  du  triangle  la^b^c  qui  ^  pour 
orlhocentre  I;  donc  le  centre  O,  du  cercle  circonscrit 
à  Irtl^Jf  est  le  symétrique  de  1  par  rapport  à  O.  La 
droite  100 1  est  donc  la  droite  d'Euler  du  triangle  I^Iilf. 

Les  droites  I^D^,  UE^,  I^F^.  perpendiculaires  aux 
côtés  du  triangle  orthique  ABC  de  IrtUlr  passent 
par  O,.  Le  rayon  du  cercle  I^Iilc  est  donc  égal  à  aPv; 
par  suite  le  rapport  de  similitude  des  triangles  DEF 

et  LJôL-  est  — g-- 

I  et  0(  étant  des  points  homologues  de  ces  triangles, 
L,  est  situé  sur  10,  et  l'on  a 

(1)  Ï-TT    =  r»- 


Le  centre  1,  l'oitliocentre  H|  du  triangle  DEh'  et  L| 
sont  en  ligne  droite;  autrement  dit  H,  est  sur  la 
droite  TOO,  et,  dans  un  triangle  ABC,  V orthocentre 
et  par  suite  le  centre  de  gravité  du  triangle  DEF 
des  contacts  du  cercle  inscrit  avec  BC,  C\.   \B,  sont 


(  '96  ) 
situés  sur  la  ligne  des  centres  10  des  cercles  inscrit 
et  circonscrit  au  triangle  ABC  ('). 
On  a  de  plus 


LiH,  _  _r_ 


et  avec  (i) 

L7i'=  L,  0,x  L,H,. 

Donc,  si  r  est  le  symétrique  de  \  par  rapport  à  L,, 
la  distance  0,H,  est  divisée  harmoniquemenl  par 
les  points  I  et  V . 

La  droite  d'Euler  L(  ]  O)  de  \a\b^c  contient  les  centres 
de  gravité  g  et  g'  des  triangles  I^lilt-  et  DEF,  eL  l'on 
a  aussi 

Nous  avons  déduit  du  théorème  précédent  le  suivant, 
fondamental  dans  l'ctude  du  point '^  de  Feuerbacli  d'un 
triangle,  rappelé  du  reste  dans  ce  Journal,  19  i4,  p-  i  lo  ; 
les  cotés  du  triangle  DEF  qui  a  pour  sommets  les 
points  de  contact  du  cercle  inscrit  et  des  cotés 
de  ABC,  sont  tangents  à  la  parabole  dont  le  foyer 
est  le  point  de  Feuerbach  o  et  la  directrice  la  ligne 
des  centres  10  des  cercles  inscrit  et  circonscrit 
à  ABC. 

La  hauteur  DD'  du  triangle  DEF  rencontre  AAj 
en  R,  et  la  figure  DRAI  est  un  parallélogramme  dans 
lequel  AU  =  ID  =  /•  et  les  hauteurs  AAo  ei  DD',  /?«/" 
exemple,  des  tria/igles  ABC  et  DEF,  et  la  droite  A,  I 
q  ui  Joint  le  milieu  de  BC  au  centre  1  du  cercle 
inscrit,  sont  concourantes. 


(' )  J.  Nelberc;,  Géométrie  el  Mécani(jue  :  Journal  de  G.  de 
Longcliamps,  iHHH;  Journal  de  Vuihert,  .H'|°  année,  p.  78;  V.  Tm:  _ 
liAULT.  Journal  de  ]"uibert,  ji)M-  P-  '^- 


(   '97  ) 

Ce  pohn  R  est  remaïquable,  en  le  joignant  à  l'extré- 
mité D,  (lu  diamètre  DI  du  cercle  inscrit,  la  droiteWDx 
passe  an  point  es  de  Feaerbach  du  triangle  ABC, 
C'est  la  conslruction  de  o  donnée  par  Mannheim. 

Calculons  les  distances  ^i,  jKi,  ^[  Je  L,  aux  côtés  du 
triangle  ABC.  On  a,  par  exemple, 

L,  I  /•  /■  —  x\ 


L,Oi     '  2R        0,D«  — a:-, 
d'où 

_       rr,,  __       n't,  _       rr'c 

et 

/•(4R  +  /-) 

De  ces  valeurs  on  déduit  aussi  les  relations  suivantes 
entre  les  aires  L,BC,  L,CA,  L,  AB,  désignées  par  5„, 

•Vm  Se 

Sa         _         Si,         __        Sç         _  s 

A  ~  ,  B  ~  C  ~  2('2R  — r)' 

a  taiig  —        b  tans  —        c  laiie  — 


S  désignant  l'aire  ABC;  ou  encore 


Sa  Si, 


ar„        bvi,        ci-c        2(-2R  —  /') 

Les  coordonnées  normales  de  L(   par  rapport   à  ABC 
sont  donc 

A  B  G 

lang  — >     lang  — ,     tang  — >       on       /•„,     /'a,     r,- 

Les  triangles  DKF  et  MNP  sont  aussi  homolhétiques. 
I^eur    centre    d'Iiomothélie    Lj    est    également    situé 

sur  01,  et 

Lot   _  i_ 
l.,0  "  \\ 


(  '98) 
Lo  ({ui  est  extérieur  au  segment  OI  est  le  centre 
de  similitude  externe  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  DEF  et  MNP,  c'est-à-dire  I  et  O.  L'ortho- 
centre  H  de  ABC  est  le  centre  de  similitude  externe 
des  cercles  O  et  des  neuf  points  de  ABC. 

Par  conséquent,  la  droite  qui  joint  V ortliocentre 
(Van  triangle  ABC  au  centre  iVIiomothétie  des 
triangles  DEF  et  MNP  passe  au  point  cp  de  Feuer- 
bach  du  triangle  ABC.  DUdlleurs  le  conjugué  har- 
monique L!,  de  L2  par  rapport  à  O  et  \^  joint  au 
centre  de  gravité  G  de  ABC,  donne  une  droite  cjui 
passe  aussi  en  C5. 

Les  droites  L2D,  LgE,  L2F,  rencontrent  le  cercle 
circonscrit  O  en  K,,  Ko,  Kj.  Les  tangentes  au  cercle  () 
en  ces  points  rencontrent  respectivement  les  côtés  BC, 
GA,  AB  en  trois  points  de  Vaxe  radical  des  cercles 
Oet\.  D  et  K|,  par  exemple,  sont  en  effet  antihomo- 
logues par  rnpport  à  ces  cercles  O  et  I. 

Les  distances  x^-,  j'a?  ^2  de  Lo  aux  côtés  du 
triangle  ABC  s'obtiennent  comme  celles  de  L,  : 

/•(R  — OAi)  /-'R  — OB,) 

^^=  R-;-        -         y-^'^-         R-r        ' 

r(R  — OCi) 
""'"         R-/-        ' 

d'où 

/•(•2R  — /•) 
=       R  -  /•      ' 


x^-\-y^- 


cl  en  désignant  par  5^,   57,,   Sc  les   aires  des  triangles 
LoBC,  LoCA,  LoAB 


>a 


Si,  Se  H  r 


•   ,  A  "  ,    .   ,  R  .      C     "  R-/-' 

n  sin''  —        6  sin^  —        c  sin^  — 
■?.  1  i 

de  sorte  (|ue  L2  a  pour  coordonnées  normales  par  rap- 


(   199  ) 
port  à  ABC  y 

-,  A      .  .,  r.      .  ,  G  i^ 

sin^  —  j      sin-  — >     sin-  —  • 

2  2  2 

2.  Dans  le  cas  d'un  Iriangle  ABC  rectangle  en  A, 
l'orlhocentie  H,  du  triangle  DEF  est  parliculièrement 
curieux.  En  voici  quelques  propriétés  élémentaires 
dont  certaines  sont  d'ailleurs  visibles  au  seul  examen  de 
la  figure  i   : 

i"  Les  droites  suivantes  passent  par  C ortho- 
centre II I  du  iriangle  DEY  : 

a.  Les  parallèles  aux  bissectrices  intérieures  des 
angles  du  triangle  ABC,  menées  des  contacts  D,  E,  F. 

b.  La  droite  joignant  le  milieu  de  C hypoténuse 
au  centre  du  cercle  inscrit;  car  le  milieu  de  l'hypoté- 
nuse n'est  autre  que  le  centre  du  cercle  circonscrit 
à  ABC;  comme  on  sait  d'ailleurs  que  : 

Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  d'un 
iriangle  au  centre  du  cercle  inscrit  découpent  sur  les 
hauteurs,  à  partir  des  sommets,  des  segments  égaux 
au  rayon  r  du  cercle  inscrit  au  triangle  AH,  :=  /•. 

c.  La  hauteur  A  A'. 

Soient  II2  le  point  où  01  rencontre  AA'  et  R  celui 
où  AI  coupe  le  cercle  circonscrit  au  triangle.  K  est  sur 
la  perpendiculaire  en  G  à  BC,  et 

Kl  =  KIJ  =  KC=  W  /L 
Les  triangles  send)lahles  A^ILI  et  IvOl  donnent 
AH2/2  ==  AI  =  'V2, 
et  llj  n'est  autie  (pie  II,  orlhocentre  du  triangle  Db^b\ 

d.  L^'s  droites  tpii  joignent  les  contacts  1)/,  et  Iv,, 


(   aoo   ) 

D,.  et  ¥c  des  cercles  exinscriis  \b  et  \c  avec  l' hypoté- 
nuse et  les  côtés  CA.  et  AB;  eu  efl'et,  dans  le  liiangle 
rectangle,  les  conlacts  Dô,  E^,  F  sonl  en  ligne 
droite  ('),  et  comme  CD6=CEô=/',  D^Eô  est  paral- 
lèle à  CI  et  DiE^,F  n'est  autre  que  l'uue  des  droites 
de  a.  On  en  peut  conclure,  puisque  CE/,  =  /•,  que  CA, 
FH,  et  C|  1  sonl  concourantes  ainsi  que  AB,  EH, 
et  B,[. 

On  a  aussi  l'égalité  des  triangles  l^-BF,.  et  BID,  d'où 

'c  =  p  —  b,        ri,  =  p  ~  c, 

et  la  démonstration  particulièiemenl  simple  de  celte 
propriété  ; 

Dans  an  triangle  rectangle  les  rayons  des  cercles 
inscrit  et  ex  inscrits  égalent  respectivement  p  —  «, 
/>  —  b)  p  —  c^  p  et  la  somme  des  i-ayons  des  cercles 
exinscrits  dans  les  angles  aigus  égale  V hypoté- 
nuse. 

e.  La  droite  qui  joint  les  pieds  B'  et  C  des  bissec- 
trices intérieures  des  angles  aigus. 

B'C    est    en    effet    le    lieu    des    points    du    jilan    du 

triangle  ABC  dont  la   somme   des  distances  à    AB  et 

à  C\  égale  la  distance  à  BC,  les  distances  algébriques 

étant  comptées  positivement  pour  les  points  intérieurs 

au   triangle.    Il   est  aisé  de  montrer  cpie   le  point  II,  a 

bien  cette  propriété.  Ses  distances  aux  côtés  sont  ll|  A', 

ll|B.  Il,  S.  Or 

H,  A  =  \A'— /•, 

IIiR   hH,S  =.(A'P  +  â'Q)-^,  =(AB  +  CA)  -; 

A  A  Cl 


lliK  ^  ll,.S  -  \\y\'=(b-^.-c)  -    î-  r  — AA'=  o; 

a 


(')  Matliesis,  i;ji3,  p.   107. 


(20.     ) 

el  l'ojthocentre  H,  du  triangle  DEF  est  tel  que  sa 
distance  à  l'hypoténuse  égale  la  somme  de  ses  dis- 
tances aux  côtés  de  l'angle  droit. 

f.  L<i  dioite  de  Mannheim  \^^'^  du  triangle  AB(j 
(puisque  AH,  =  /' )  et  dans  un  triangle  rectangle  le 
point  '-3  de  Feuerhach  est  V intersection  avec  le 
cercle  inscrit  de  la  droite  qui  joint  le  milieu  du 
côté  \LV  à  r orthocentre  H,  du  triangle  DEF. 

2"  I^a  liauleur  AA'  du  triangle  ABC  détermine  deux 
liianij;!cs  reclani^les  VBA'  et  AA'C;  soient  to,  et  too  les 
centres  de  leurs  cercles  inscrits  et  p,,  pa  leurs  rayons, 
O2  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  Acoiioo,  D, , 
Do  les  contacts  de  o^,  et  coo  sur  BC.  Les  triangles  ABA' 
et  AA'C  sont  directement  semblables  et  l'on  peut  les 
rendre  liojnolhélicjues  en  faisant  tourner  l'un  d'eux 
autour  de  A'  d'un  angle  droit.  11  en  résulte  que  le 
triangle  Aw,o)o  est  directement  semblable  à  chacun 
d'eux.  Les  triangles  ABC,  ABA',  AA'C  sont  semblables 
et  les  rayons  /■,  pi  et  o-,  sont  des  lignes  homologues; 
|)ar  suite 


Pi 

P2 

AB 
^BG' 

?2        AG 
/•   ~  BG 

et  l'on  a 

?ï  ^-pi 

=  /-î. 

Alors 

et 
Comme 


(Oi  A'  =  pi  /a,         ''^2  '^'  =  P2  \ '-*■■, 
fij[  0)2  =  ;•  ^  >.. 

(Oi  A(02  =  i5°, 
O.oji  -^  O.A  =  OiMo=  r, 

et  le  rayon  du  cercle  A(o,(.)j  égale  celui  du  cercle 
inscrit  à  ABC. 


(   loi   ) 

I  est  d'ailleurs  rorlhocenlre  du  triangle  /ViOifo^  et 
comme 

angle  IAioo=  —  =  A'AiOi, 

A.V  est  isogonale  de  AI  et  contient  O^.  Puisque  le 
rayon  du  cercle  O2  est  ;■,  Oo  eut  V orthocentre  IT|  du 
triangle  IJEF,  ou  encore,  dans  un  triangle  rec- 
tangle les  centres  des  cercles  circonscrits  à  ABC, 
DEF  et  Aoj|  0J2  sont  en  ligne  droite. 

3°  La  droite  K,Ro  qui  Joint  les  intersections  des 
bissectrices  Cl  et  Bl  avec  le  cercle  A(o,(0o,  passe 
en  H(  ;  celte  droite  est  un  diamètre  parallèle  à  l'hypo- 
ténuse. 

4°   On  a  la  relation 

IH,  _  _r 
"ÔT  "  R' 

d'où    . 

a  R 


b~c 


;V'  D'après   le    2°,   H,    est    le  sommet  d'un  carré 
II)  Wi  D(0o  de  côté  r. 

Aux  précédentes  relations  on  peut  donc  ajouter 

DD;^-DD2  =  z-^,         H,D"  =  2/2, 

H,  A't=  Pi -I- P2,         AA'=  r -(- pi-1- po. 

(llelte  dernière  relation  n'est  fju'uii  cas  particulier  de  la 
•^iii\anl('  dans  un  triangle  (piclconque 


AA'==p,  +  p.-^^(.--^). 


(>"  I.' hexagone  AFtOiDco^E  a  ses  côtés  égaux  à  r 
ri  parallèles  deux  à  deux.  Les  triangles  DEh 
et  Af.),(o.2  sont  égaux  et  leurs  centres  de  gravité  G, 
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et  Go  sont  situés  sur  IH,  de  telle  façon  que 


102=0.0,=  G,H,=  i  IH,, 


car  IH,  est  la  droite  d'Euler  comimine  aux  deux 
triangles  DEF  et  Aco,  ojo. 

7°  Les  bissectrices  CI  et  BI  passent  chacune  à  V in- 
tersection de  DF  et  Aw,,  DE  et  Awo. 

DF  et  DE  contiennent,  en  effet,  les  projections  ni  et  n 
de  xA  sur  Cl  et  Bl.  //«  et  n  étant  milieux  de  AM  et  AiN, 
/e5  pieds  des  hauteurs  EH,  e^  FH,  du  triangle  DEF 

.S'O/?^  5«/'  B|  C|  . 

8°  Enfin,  en  remaïquanl  (jue  11,  est  le  point  de  con- 
cours de  deux  diagonales  du  quadrilatère  complet 
formé  par  B,C,  et  les  côtés  de  DEF,  on  a  ce  résultat  : 

Le  point  cp  de  Feuerbach  d\in  triangle  rectangle 
est  la  projection  orthogonale  de  V  orthocentre  H,  du 
triangle  DEF  sur  la  droite  d^Hamilton  relative  au 
contact  D  du  cercle  inscrit  avec  V hypoténuse. 

3.  Le  concours  d'Agrégation  des  Sciences  mathéma- 
tiques en  187.3  comportait  la  question  suivante  : 

On  considère  les  cercles  exinscrits  à  un  triangle 
ABC  et  Von  joint  les  points  de  contact  de  ces  cercles 
avec  les  deux  côtés  qui  ont  été  prolongés  ;  on  forme 
ainsi  un  nouveau  triangle  A'B'C.  On  demande  : 
1"  d'évaluer  les  angles  du  triangle  A'B'C;  2°  de 
démontrer  que  les  droites  AA',  BB',  CC  sont 
les  hauteurs  du  triangle  ABC;  j"  de  déterminer 
le  centre  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  A'B'C. 

Une  solution  trigonomélrique  de  celte  question,  due 
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à  M.  Gambe>',  a  paru  dans  les   Nouvelles  Annales^ 
janvier  18745  P-  43- 

M.  Nenberg  a  repris  ce  sujet  en  18^4  {Nouvelle 
Correspondance  mathématique^  p.  44-47)>  pai'  »"« 
solution  géométrique  accompagnée  d'intéressantes 
propriétés  qu'il  a  d'ailleurs  réunies  pour  la  plupart 
dans  la  question  ol  du  Traité  de  Géométrie  de 
Piouché  et  de  Comberousse  {Exercices  sur  la  Géomé- 
trie du  triangle^  p.  5io  de  la  septième  édition,  1900  i  : 

On  considère  les  cercles  exinscrils  à  un  triangle 
\BG  et  l'on  joint  les  points  de  contact  de  ces  cercles 
avec  les  deux  côtés  qui  ont  été  prolongés;  on  forme 
ainsi  un  nouveau  triangle  A'B'C.  Soient  O,  I,  !«, 
Ia,  \c  les  centres  et  M,  /■,  /-^j,  77,,  /v  les  rayons  des 
cercles  circonscrit^  inscrit  et  exinscrits  à  ABC. 
Démontrer  que  :  \°  les  côtés  des  triangles  A'B'C 
et  lal^lc  se  coupent  deux  à  deux  aux  pieds  des  hau- 
teurs des  triangles  I^BC,  I/;CA  et  IcAB;  2°  les 
droites  A  A',  BB',  CC  sont  les  hauteurs  de  ABC  et 
leur  point  de  concours  H  est  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit à  A'B'C;  3°  AA'=7-„,  BB'=/-i,  CG'=/v, 
HA'=  2H  -^r=  ''  +  '---^J-''  +  '->^.  40  i^^  droites  A'I,„ 

B'F/,,  CTc  sont  les  sy médianes  des  deux  triangles  A'B'C 
et  \Jb\c- 

La  question  1967  bis  de  Mathesis  est  en  quelque 
sorte  une  réciproque  des  deux  questions  ci-dessus. 
Nous  allons  maintenant  l'étudier  dircclemeut  en  indi- 
quant d'autres  propriétés  curieuses  de  la  figure  ('). 

(  '  )  Le  Bulletin  de  Malliénialiques  élémentaires  a  cloiuu;  en  1909, 
page  2G7,  la  réciproque  des  2°  et  3°  de  la  question  51  de  M.  Neu- 
hcrg.  Nous  avons  alors  montré,  page  268,  que  les  côtés  de  A'B'C 
sont  les  cordes  des  coatacts  des  cercles  exinscrits  avec  les  côtés  du 
triangle. 
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1  "  Les  points  A',  IV,  C  soni  extérieurs  au  triangle  ABC. 
La  bissectrice  AL,  coupe  le  cercle  O  au  milieu  M  de  !!« 

et  A,  M  =:  -  (l'a —  r);  comme 

Al  M  =  OAl  —  OAi=  R -, 

HA-+-  /,,  =  HA'=  2R  -h/-. 

Pareillement, 

HB'=  HC'=2R  — ?•  =  HA'. 

Le  triangle  A'B'C  est  donc  inscrit  dans  an  cercle  de. 
rayon  2R  +  r  dont  le  centre  est  V orthocentre  H  du 
triangle  ABC. 

2°  Les  droites  HA',  HB',  HC  étant  égales  entre 
elles  et  respectivement  parallèles  aux  droites  égales  ID, 
lE,  IF,  mais  de  sens  conlraiie,  le  triangle  A'B'C  est 
inversement  liomotliétiqiie  aux  triangles  DEF  et  I^IéL  • 
Ou  en  conclut  que  les  angles  du  triangle  A'B'C  sont 
respectivement 

ARC 
A'  =  qo" .  B'  =  90" ,         G'  =  90° 

Ceci  permet  de  calculer  les  éléments  du  triangle. 
Ainsi  les  côtés  et  la  surface  ont  pour  valeurs 

A  R 

B'C'=  af'iR  -4-  /•)  cos— >         C'A'=  2(2R  +  /•  )  cos— > 

A'  B'  =  2  (  2  R  -f-  /•  )  cos— , 
2 

ARC 

S  =  af  2R  -1-  /•)'-  cos—  coà  —  cos—  • 
222 

Les  ravons  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  A'B'C, 
DEF  et  IflUL-  étant  2R  +  '",  t\  .^B,  on  a  cette  pro- 
priété remarquable  : 
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Toute  droite  du  triangle  K.'^' G  égale  la  somme 
des  droites  homologues  dans  les  triangles  DE¥ 
et  Irtiéic- 

Ainsi  les  cotés  du  triangle  A'B'C  égalent  respec- 
tivement la  somme  des  côtés  homologues  dans  les 
triangles  DEF  et  1^1/,  1^.. 

Nous  tirei'ons  lout  à  l'heure  d'autre  parti  de  cette 
proposition. 

3°  Soient  Q,  Q'  les  points  de  rencontre  de  B'C 
avec  AB  et  une  parallèle  menée  par  B  à  AG.  B'C  étant 
perpendiculaire  à  AII^,, 

angle  BQC'=9o"—-,         angle  BBQ  =  -; 
d'où 

angle  BQQ'  =  angle  BQ'Q,         et         BQ  =  BQ'. 

Mais  les  triangles  BB'Q'  et  E^U  A  sont  égaux,  puisque 
BB'=IiE/,         et         angle  Q' =  angle  K^ AI/,. 

Il  en  résulte  que 

BQ'=  BQ  ==  AE/,  =  /)  — C, 

et  Q  n'est  autre  que  le  contact  F,j  du  cercle  exinscrit  1„. 

En  d'autres  termes  les  côtés  du  triangle  yVB'C 
sont  les  cordes  E^F^,  D^Fz-,  E,.De  des  contacts  des 
cercles  exinscrits  dans  les  angles  du  triangle  AB(], 
ou  encore  les  polaires  des  sommets  A,  B,  V.  par  rap- 
port aux  cercles  exinscrits  !„,  1/,,  (,.. 

De  façon  tout  analogue  à  notre  démonstration  rela- 
tive au  li'iangie  I3EF,  on  oblienl  le  ;>"  de  la  question 
de  M.  Neuberg  : 

Les  côtés  du  triangle  A'B'C  contiennent  les  pieds 
de  deux  des  hauteurs  des  triangles  J^BG,  UGA  et 
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l,,AB,    c'est-à-dire    les   intersections    des    entés    des 
triangles  A'B'C  el  la^b^c- 

Soient  X„,  Y^,  X*,  Y*,  X^,  Y^  ces  points;  ils 
sont  aussi  situés,  comme  fi  et  y,  sur  les  cotés  du 
triangle  A,  B,  G,  et  l'on  a,  par  exemple, 

X„Y  =  BC  =  Y„[3. 

De  plus  chacun  des  côtés  de  A,  B,  G,  contient  deux 
j)oints  tels  que  X,,  et  deux  tels  que  y;  ces  quatre  points 
sont  alignés  de  façon  que  leurs  distances  respectives 
deux  à  deux  sont  p,  p  —  «,  p  —  b,  p  —  c,  a,  b,  c,  p 
étant  les  éléments  du  triangle  ABG.  Ainsi  sur  A,B, 
sont  placés  X«  sur  BI„,  o  sur  GI,  y  sur  BI  et  \./, 
sur  Ali,  et 

ï ^/j=  p  —  a,         Xa  Y^  =  p. 

Les  trois  droites  X^Y^,  Y^X^,  X^Y^.,  étant  égales 
et  X„,  Y«,  Xé,  Xô,  X^,  Y^.  étant  les  pieds  des  perpendi- 
culaires, issues  des  sommets  du  triangle  ortliique  ABC 
de  !„ Ulc  sur  les  côtés  de  ce  triangle,  ces  six  points, 
intersections  des  côtés  des  triangles  A'B'G'  e/I^i^l,., 
sont  situés  sur  le  cet  de  de  Tciylor  du  triangle  Ll^lr- 
6'e  cercle  est  orthogonal  aux  cercles  exins- 
crits 1^1/,  1,- 

Nous  avons  donné  celte  propriété  des  six  points 
|)récédents,  considérés  comme  intersections  des  côtés 
du  triangle  A,  B,  G,  avec  les  cercles  décrits  sur  J>G, 
GA,  AB  comme  diamètres  {Bulletin  de  mathéma- 
tiques  élémentaires,  kjoc),  p.  2^8,  question  2i2!:;2). 

Le  centre  il  du  cercle  de  Taylor  de  I^I^I,-  (;st  le 
centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  A,B|G,,  c'est- 
à-dire  le  centre  de  gravité  du  périmètre  du  triangle  ABG. 
Les  triangles  ABG  el  A,B|G,  étant  homotliétii|ues,  le 


y/' 
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centre  étant  le  centre  de  gravité  G  commun  à  ces 
triangles  et  le  rapport  -,  les  droites  HI  et  Où,  qui 
joignent  les  orthocentres  aux  centres  des  cercles  ins- 
crits, sont  parallèles  et  OQ  =  -  HI. 

Nous  avons  vu  que  00 1  =  lO,  donc  li  est  le  milieu 
deO^Yi. 

4"  La  droite  A'I^^,  qui  joint  deux  sommets  homo- 
logues des  triangles  A'B'C  et  i^liU,  rencontre  liC  en 
un  point  S  tel  (jue 

A' S         11,,  —  /\i        h  -^  c         \-2  A  1 
SD„  fa  a  AiDa 

c'est-à-dire  au  milieu  A,  de  BC.  De  même  B'I^  et  Cl^ 
passent  respectivement  en  B,  et  G,.  V'I^,  BI^  et  G'I^ 
se  coupent  au  centre  Kde  sitnilitude  des  triangles  A'B'C 

et  lalélc- 

Pdr  suite,  ABG  étant  le  triangle  orthique  de  IrtUl,- 
les  droites  A'I„,  B'I^,  Cl^  qui  passent  aux  milieux  de 
BG,  GA,  AB  sont  les  sy médianes  du  triangle  I«I^T, . 
Leur  point  d' intersection  K,  centre  de  similitude 
des  triangles  A'B'G'  et  \t,\b\c^  est  donc  le  point  de 
Lemoine  de  ces  deux  triangles. 

G'est  le  4"  de  la  question  de  AJ.  Neuberg  dont  l'au- 
teur a  donné  aussi  une  solution  très  simple,  Article 
cité  précédemment. 

Gelle  propriété  remarquable  nous  a  donné  les  sui- 
vantes : 

La  droite  qui  joint  les  centres  des  cercles  circons- 
crits aux  triangles  A'B'G'  et  I^^Iélr  pctsse  au  point 
de  Lemoine  commun  de  ces  triangles  ainsi  que  par 
les  centres  des  cercles  de  Taylor  relatifs  à  ces 
triangles. 

Plus  généralement  :  dans  un  t/ia/tgle  le  centre  du 
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cercle  circonscrit,  le  point  de  Lemoine,  Vortho- 
centre  du  triangle  orthiqiie  et  le  centre  de  gravité 
du  périmètre  de  ce  dernier  triangle^  sont  quatre 
points  en  ligne  droite. 

Ce  tliéorèine  doit  être  rapproché  de  celui  donné  au 
paragraphe  1  et  relatif  à  l'orthocentre  H,  de  DEF. 

Oti  en  déduit  cet  autre,  comparable  aussi  à  celui 
que  nous  avons  donné  relativement  au  point  de  Feuer- 
bach  : 

Le  triangle  médian  A,  B,  C,  et  le  triangle 
orlhique  A2B2G2  relatifs  à  un  triangle  ABC  sont 
circonscrits  à  une  même  parabole  ayant  pour  foyer'^ 
le  point  de  Steiner  et  pour  directrice  la  droite  qui 
joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  point  de 
Lemoine  du  triangle  ABC. 

5"  Soit  Ho  l'orthocentre  de  A'B'C.  H  étant  le  centre 
du  cercle  "circonscrit  à  ce  triangle,  HHo  est  la  droite 
d'Euler  de  A'B'C,  laquelle  est  par  suite  parallèle  à  la 
droite  d'Euler  100,  de  J^I^Ic,  et  la  droite  d' Euler  du 
triangle  A'B'C  est  parallèle  à  la  ligne  des  centres 
des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle  ABC. 

6°  D'après  la  propriété  donnée  au  2°, 

H,|  +  I0i=HIl2, 

car  H,l,  10,   et  HHo  sont  respectivement  les  droites 
d'Euler  de  DEF,  l„lirc,  A'B'C,  limitées  en  des  points 
iioniulogiies.  Le  quadrilatère  HHiOiHo  est  donc  un'' 
parallélogramme . 

Soit  L;,  le  centre  d'homothétie  des  triangles  A' lî  C' 
et  DEF.  Ce  point  est  situé  à  l'intersection  des 
droiies  H,  Ho  cl  lll. 

Nous  avons  vu  (pu;  le  centre  de  gravité  du  périmètre 
du    triangi<'    ABC  csl    le    milieu    12    de   HO,,    (^omme 

Ann.  de  Matlicinat.,  V  série,  l.  W.  (.\I;ii  i()it.)  l5 


(210) 

HHiOjHa  est  un  parallélogramme,  H1H2  passe  en  0. 
D'où  celte  propriélé  de  L3  : 

Le  centre  cl' ho  nio  thé  lie  L3  des  triangles  A'B'C 

/     et  DEF,  les  orthocentres  H2  et  H,  de  ces  triangles 

et     le    centre    de     gravité     Q     du     périmètre     du 

tiiangle  ABC  sont  quatre  points  en  ligne  droite. 

Les  distances  x^,  jK;,,  G3  de  L3  aux  côtés  de  ABC 
peuvent  s'exprimer 

_  r{iK  -f-  /-h  HA')  _  /(jR  +  ?■+  HB') 

_  /-(AR  +  r  -f-  HC) 

^3-  9.(R  +  7-) 

7"  Ze^  droites  A'D^,  B'E^,  CFf  parallèles  à  AI, 
Bl,  CI,  50/?/  les  hauteurs  du  triangle  A'B'C 

En'  efiTet  AA'  et  D^I^,  par  exemple,  sont  des  droites 
équipollentes.  Le  rayon  0.\  rencontre  en  JNI  la  hau- 
teur A'Drt,  et  comme 

angle  AA'AI  =  -^  (c  —  r)  =  angle  0\\a=  angle  AMA', 

les  hauteurs  du  triangle  zV'B'C  découpent,  sur  les 
rayons  O  \,  OB,  OC  de  ABC,  respectivement  trois 
segments 

0M  =  7-«,        ON  ='/Y,        OP  =  /v; 

ou  les  symétriques  des  sommets  A',  B',  C  par  rap- 
port à  lil,.,  IrtlfC^  \„l/,  sont  situés  su/'  les  /ayons  OA, 
OB,  OC. 

Soit  \  linlerscction  de  OA  et  de  I^L)^,.  Le  triangle 
MD^^X  est  isoscèle  et  l'on  trouve 

OX  -+-  XOi  =  R. 
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En  supposant  fixes  les  cercles  O  et  I,  ABC  étant 
\aviahle  tout  eu  restant  inscrit  à  O  et  circonscrit  à  1, 
O,  est  fixe,  et  le  lieu  des  points  X,  \  ,  Z,  cV  intersec- 
tions des  rayons  OA,  OB,  OC  avec  l^D,,,  I/,Eô,  I(.Ft- 
respectivement^  est  une  ellipse  de  foyers  O  et  0(. 

4.  Le  liiaugle  l^/Ul^-  est  très  connu  et  beaucoup  de 
ses  propriétés  sont  classiques.  Nous  signalerons 
cependant  les  deux  suivantes  : 

a.  M.  Neuberg  a  donné  dans  jUathesis,  1882,  p.  i  1  i , 
ce  théorème  :  La  droite  qui  Joint  les  pieds  a',  ^',  y' 
des  bissectrices  extérieures  d'un  triangle  ABC  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit^  dont  voici  une  démonstration 
liien  simple. 

D'après  ce  qui  précède,  a',  [i',  v'  sont  les  intersections 
des  côtés  tlu  triangle  Irtiél,;-  avec  les  cotés  de  son 
triangle  oïliiique  ABC.  Or  on  sait  que  ces  côtés  se 
coupent  deux  à  deux  en  trois  points  de  l'axe  radical 
des  cercles  circonscrit  O,  et  des  neuf  points  tic  Xalb^c 

Mais  00(  n'est  autre  que  la  ligne  des  centres  lO  des 
cercles  inscrit  et  circonscrit  à  ABC. 

b.  Considérons  sur  les  hauteurs  AI,,,  BI^,  CL'  du 
Iriangle  1^1,^1^.  les  trois  points  w^i  f'V)i  ^Jf?  sjmétricpies  de 
l'ortliocentre  1  par  raj)port  aux  milieux  des  hauteurs. 
Ces  points  sont  remarquables. 

Les  cercles  a)„,  Wi,  co^  tangents  respectivement  à  CA 
et  AB,  AB  et  BC,  BC  el  GA,  ont  pour  rayons 

9a  =  l'a  —  /•  =   I  \\  sni2  —  ;  o/j  =  ri,  —  r  —  i  H  sin-  —  ; 

V.  .>. 

,  „    ■    o  C 
0,.  =  /\.  —  /■  =  \  [\  sni^  —, 

car  si  la  parallèle  I  pi.  à  l)C,  par  exemple,  rencontre  \,A^c 
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en  [j.  et  si  N  est  le  contact  du  cercle  Wt  avec  BC,  les 
triangles  éi;aiix  11^ y.  el  CNto^.  donnent 

to,.  N  =  f(.  •x  =  /■,,  —  /■. 

Les  cercles  w^,  to^,  co^  touclient  donc  les  ctUés  du 
triangle  ABC  en  P  et  P, ,  G  et  Q,,  IN  el  N,,  tels  que 

i\(:  =  C\,  =  c;         AP  =  P,A  =  a;         QB  =  BQ,  =  ^, 

et 

BP  =  BN  =  a  -  c  :         Qi  G  =  P,  G  =  «  -  6  ; 

.\,  A  =  QA  =  ù  —  c. 

A,  B,  C  sont  donc  des  points  des  axes  radicaux  des 
cercles  to/,  et  co^,  fo„  et  w^,  oj^  et  to^. 

Da,  D^,  De  étant  respectivement  milieux  des 
segments  NQ,,  P)N,,  OP,  sont  aussi  de  même  puis- 
sance par  rapport  aux  couples  de  cercles  précédents 
donl'les  axes  radicaux  sont  par  suite  AD^,  BD^,  CD^ 
et  le  centre  radical  le  point  de  Nagel  n  du  triangle  ABC. 

Les  droites  PIN,  N,  Q  et  Pi  Q,  passent,  comme  Ton 
sait,  au  point  de  JNagel  de  ABC  et  l'on  a  par  exemple, 
deux  triangles  homolliétiques  Q/?N  et  E^F,.  D^.,  ce 
qui  montre  que  le  cercle  tO(,  passe  en  /?.  Il  en  est  de 
même  des  cercles  w„,  loi,  el  /es  tiois  cercles  co^,  (•>/,,  o),. 
se  coupent  au  point  Nagel  du  triangle  ABC. 

Les  distances  a,  |j,  -'  du  point  de  Nagel  aux  côtés  de 
ABC  étant  res|»ectivement 

p  —  a  r^-      .A 

a  =  '^r  X   =  — -  %\n-  —  ; 

a  au  •>. 

p  —  b         t-^      .       B 

p-^c         r^     .       G 
Y  =  2/'  X =  — r7  sm-  —  ; 


on  a 


I  pa  a  =  2  po  i^  =  2  pc'{  =  4  '■-, 


(  ^-'3  ) 
et  les  cercles  o)^,  oj/,,  to^  sont  respectivement  inverses 
des  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  ABC,   le  point  n 
de  Nagel   étant  le  centre  cV inversion  et    la  puis- 
sance f\r'-. 

Considérons  alors  le  diamètre  nn'  de  to,.,  par  exem|^le, 
jjerpendiculairc  sur  AB  en  T  et  les  points  y,  et  y^ 
d'inlersectlon  de  AB  avec  (Oc-.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle /«y/i', 

4r2  =  2Yp^.  =  /iT  X  T«'  =  «Yi  =  /iyî. 

De  même  on  a 

2/-  =  «Yi  =  «  Y2  =  «  ai  =  /;a2  =  n  3i  =  «  po, 

a,,  ao,  ^1,  ^o  étant  analogues  à  y,  et  yo  sur  BC  etCA, 
et  les  cercles  lo,,,  to^,  (o,.  coupent  en  général  les  côtés 
du  triangle  ABC  en  six  points  concycliques  a,,  aa, 
[^n  1^2,  "'il  Y^'  -^^  centre  du  cercle  est  le  point  de 
Nagel  du  triangle  ABC  et  le  rayon  ^  le  diamètre  du 
cercle  inscrit  à  ce  triangle. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
six  points  du  cercle  existent  est,  par  exemple, 


soit 

p  —  a 
Va  —  ràrx 


Dans  le  cas  de  l'égalité,  deux  points  sont  confondus 
et  le  cercle  précédent  touche  l'un  des  côlésdii  triangle. 
On  ohlient  ainsi  une  propriété  nouvelle  de  ce  triangle, 
dans  lequel  un  côté  est  le  tiers  de  la  somme  des 
deux  autres.,  que  nous  avons  signalé  dans  A/athesis, 
juillet-août  1914»  [>•  i'^'- 
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[M'8a] 

NOTE  SIR  LA  CARDIOJDE; 

PauM.F.BALITRAND. 


La  cardioïde  est  l'épicycloïdc  engendrée  par  un  point 
d'un  cercle  mobile  roulant  extérieurement  sur  un 
cercle  fixe  de  rayon  égal.  On  en  déduit  Immédiate- 
ment, comme  nous  allons  le  montrer,  qu'elle  est  aussi 
la  podaire  et  la  conchoïde  du  cercle  fixe  par  raj)port  à 
un  point  de  sa  circonférence. 

Désignons,  à  cet  effet,  par  O  et  0|  les  centres  de  deux 
cercles,  par  a  leur  rayon  commun,  par  M  leur  jioint  de 
contact  actuel,  par  AA,  un  diamèlre  fixe  du  cercle  fixe. 
Prenons  sur  le  cercle  mobile  un  point  P  tel  que 

arc  Ml'  =  arc  MA; 

le  lieu  du  point  P.  quand  M  varie  sur  le  cercle  fixe,  est 
par  définition  une  cardioïde  avant  \\\\  point  de  rebroiis- 
sement  en  A. 

La  tangente  commune  en  M  aux  deux  cercles  est 
peipendiculairc  sur  AP  et  passe  par  son  milieu  T.  Le 
lieu  de  T,  podaire  du  cercle  fixe  par  rapport  au  point  A, 
est  une  cardioïde,  puisqu'il  est  honiolliélique  du  lieu 
du  |)oiiil  P. 

Soit  A  le  second  point  d'intersection  de  AP  avec  le 
cercle  fixe.  Abaissons  de  O  la  perpendiculaire  OT' 
sur  AA'.  On  a  TT'r=  a  et  par  suile  K' V  =  j.a.  Le  lieu 
du  point  1^  est  donc  une  corn-boïdc  du  cercle  fixe  par 
rapport  au  point  A. 

Le  point  M  élant  le  centre  instantané  de  rotation,  la 
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droite  PM  est  la  normale  en  P  à  la  cardioïde.  Soil  P' 
son  second  point  d'iulerseclion  avec  le  cercle  fixe. 
MP'  est  égal  à  MP  et  par  suite  à  MA..  Le  triangle  PAP' 
est  rectangle  en  A  et  M  est  le  milieu  de  son  hypoté- 
nuse. De  plus,  AP'  est  perpendiculaire  à  OM,  c'est- 
à-dire  parallèle  à  MT  et  les  points  A'  et  P'  sont  diamé- 
tralement opposés  sur  le  cercle  fixe. 

On  peut  déduire  de  là  plusieurs  modes  de  génération 
de  la  Ciirdioïde.  Nous  nous  contenterons  d'indiquer  h' 
suivant  cpii  fournit  à  la  fois  un  point  de  la  courbe  et  la 
normale  en  ce  point  : 

De  chaque  point  M  d\in  cercle  fixe  comme  centre^ 
on  décrit  un  cercle  passant  par  un  point  fixe  A  du 
premier  et  le  coupant  en  un  second  point  P'.  La 
droite  P'M  rencontre  le  cercle  variable  en  un  autre 
point  P.  Le  lieu  de  P  est  une  cardioïde  et  la 
droite  PM  est  la  normale  en  P  à  la  courbe. 

Prenons  sur  AA',  à  partir  de  A'  et  dans  le  sens  AA', 
une  longueur  égale  à  2rt.  Nous  obtenons  ainsi  un 
point  ()  appartenant  à  la  cardioïde.  La  construction 
connue  de  la  normale  à  la  conchoïde  nous  montre  que 
la  norjnale  en  (^  est  la  droite  QP'.  On  a  d'ailleurs 

A'P  =  A'Q  =  A'P'^  xa. 

L'angle  PP'Q  est  donc  droit  et  les  normales  en  P  et  (} 
sont  rectangulaires.  Il  en  est  par  suite  de  même  des 
tangentes  en  ces  points,  et  celles-ci  se  coupent  en  un 
l^oinl  K  <|ui  complète  le  r(;clangle  PP'(^R. 

La  dr()it(î  P'A',  qui  passe  par  le  milieu  de  la  diago- 
nale P(^,  est  aussi  une  diagonale.  Il  en  résulte  qu'elle 
passe  en  R  et  (pi'oii  a  011  =  3rt.  Le  lieu  de  ce  dernier 
point  est  donc  un  cercle  concentri([ue  au  cercle  fixe  et 


(  2.6  ) 

de  rayon  triple.  Ce  qui  précède  peul  se  résumer  comme 
il  suit  : 

Si,  d^un  point  d^un  cercle  concentrique  au  cercle 
fixe  et  de  rayon  triple,  on  mène  les  tangentes  à  la 
cardioïde,  deux  de  ces  tangentes  sont  rectangu- 
laires. 

La  distance  des  points  de  contact  est  constante  et 
égale  à  4«- 

La  droite  qui  joint  les  points  de  contact  'passe  par 
un  point  fixe  qui  est  le  point  de  rebroussement  de 
la  cardioïde . 

Le  milieu  de  cette  droite  décrit  le  cercle  fixe. 

Le  point  de  rencontre  des  normales.,  aux  points 
de  contact  des  tangentes,  décrit  le  cercle  fixe. 

Le  segment  PQ  étant  de  grandeur  constante,  son 
déplacement  peut  être  obtenu  par  le  roulement  d'une 
courbe  mobile  sur  une  courbe  fixe. 

La  première,  qui  est  le  lieu  du  centre  instantané  de 
rotation  dans  le  plan  mobile,  se  confond  avec  le  cercle 
décrit  sur  PQ  comme  diamètre,  puisque  l'angle  PP'Q 
est  constamment  droit.  La  seconde,  lieu  du  centre  ins- 
tantané dans  le  plan  fixe,  coïncide  ici  avec  le  lieu  du 
point  P',  c'esl-à-dire  avec  le  cercle  fixe.  Le  déplace- 
ment de  PQ  est  donc  réalisé  par  le  roulement  intérieur 
d'un  cercle  de  rajon  ia  sur  un  cercle  de  rayon  a. 

On  sait  que,  dans  le  roulement  intérieur  d'un  cercle 
sur  un  cercle  de  rayon  double,  un  point  quelconque 
de  sa  circonférence  décrit  un  diamètre  du  cercle  fixe 
(théorème  de  Cardan). 

Ici,  c'est  le  mouvement  inverse  qui  a  lieu,  c'est- 
à-dire  le  mouvement  que  paraît  avoir  le  cercle  fixe 
pour  un  spectateui-  invariablement  lié  au  cercle  mo- 
bile. Mais  le  point  décrivant  et  le  diamètre  décrit  sont 
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toujours  réunis  de  situation  et  par  suite  un  diamètre 
quelconque  du  cercle  mobile  passe  par  un  point  fixe; 
tandis  que  ses  deux  extrémités  engendrent  une  seule 
et  même  cardioïde  admettant  le  point  fixe  pour  point 
de  rebroussemenl. 

Lorsqu'un  plan  mobile  se  déplace  sur  un  plan  fixe, 
les  centres  de  courbure  de  toutes  les  courbes  enve- 
loppées par  les  droites  du  plan  mobile  sont  sur  un 
cercle,  dit  cercle  des  rebroussenients^  qui  passe  au 
centre  instantané  de  rotation  et  y  touclie  les  deux 
courbes,  fixe  et  mobile.  Ici,  ce  cercle,  qui  contient 
nécessairement  le  point  A,  se  confond  avec  le  cercle 
fixe. 

Le  cercle  des  inflexions  est  le  symétrique  du  précé- 
dent par  rapport  à  la  tangente  commune  aux  deux 
courbes,  au  centre  instantané  de  rotation,  c'est-à-dire 
par  rapport  à  la  tangente  en  P'  au  cercle  fixe.  Sa  con- 
naissance entraîne  celle  des  centres  de  courbure  de  la 
cardioïde  en  P  et  Q. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  P,  et  Q,  les  intersec- 
tions des  normales  PP'  et  QP'  avec  le  cercle  des  in- 
flexions, par/)  et  cj  les  centres  de  courbure  correspon- 
dants, on  a  les  relations 

11  résulte  de  ces  égalités  que  les  points  p  el  q  sont 
sur  une  parallèle  à  PQ  et  que  le  segment/;^  est  le  tiers 
de  PQ.  Ainsi  : 

Le  rayon  de  couihure  en  un  point  d'' une  car- 
dioïde est  égal  aux  ^  du  segment  de  normale  com- 
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pris  entre  le  point  cf  incidence  et  le  point  corres- 
pondant du  cercle  fixe. 

Les  centres  de  courbure  correspondant  à  deux 
points  de  la  courbe  oii  les  tangentes  sont  rectangu- 
laires sont  sur  une  parallèle  à  la  droite  qui  joint 
les  points  de  contact  et  leur  distance  est  égale  au 
tiers  de  la  distance  des  points  de  contact. 

Le  segment  pcj  étant  de  grandeur  constante  peut, 
à  son  loui",  être  considéré  comme  entraîné  dans  le 
déplacement  d'une  courbe  mobile  sur  une  courbe  fixe. 
On  démontrerait,  comme  nous  venons  de  le  faire,  que, 
ici,  la  courbe  mobile  est  le  cercle  décrit  sut pq  comme 
diamètre,   puisque   l'angle  p^' q  est    droit,   et    que    la 

courbe  fixe  est  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  -• 

Les  points  p  et  cj  décrivent  donc  une  cardioïde  et 
l'on  voit  sans  peine  que  son  point  de  rebroussement 
est  situé  sur  le  diamètre  AA, ,  du  même  côté  que  A,,  et 

à  une  distance  de  O  égale  à  -•  De  là  il  résulte  que  : 

La  développée  d\ine  cardioïde  est  une  autre  car^ 
dioïde^  homothétique  inverse  de  la  proposée,  le 
centre  cV homothétie  étant  le  centre  du  cercle  fixe 

et  le  rapport  d' honiotliétie  -• 

Les  deux  triangles  MOA,  MOP'  sont  égaux  comme 
ayant  les  trois  côtés  égaux.  Les  angles  OMA,  OMP' 
sont  égaux  et  si  AM  est  un  rayon  lumineux,  MI*'  est  le 
rayon  réfléchi. 

La  caustique  par  réflexion  dUin  cercle.,  le  point 
lumineux  étant  un  point  de  sa  circonférence,  est 
donc  une  cardioïde. 
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Les  arcs  de  cercle  P'M  et  MA  sont  égaux;  donc 
l'arc  P'MA  est  double  de  l'arc  MA.  On  démontrerait, 
comme  nous  l'avons  fait  dans  la  Note  sur  W  Néplu'oïde 
de  Proclor^  fl^e,  dans  ces  conditions,  la  droite  P'M 
enveloppe   une  courbe  qu'elle   touche  en  un    point  /j, 

déterminé  par  l'égalité  M/?  =^  )-  MP'.  Si  l'on  trace 
ensuite  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  -'  qui 
coupe  OM  en  oj.   et  le  cercle,  également  de  rayon  -> 

décrit  sur  ojM  comme  diamètre,  cercle  qui  passe  en  p , 
on  prouNcrait,  toujours  comme  dans  la  Noie  précitée, 
que  le  lieu  du  point  p  n'est  autre  que  celui  décrit  par 
un  point  d'un  cercle  mobile  roulant  exléiieurenient 
sur  un  cercle  fixe  de  rayon  égal.  Ainsi  : 

Si  deux  mobiles^  partant  d\in  même  point^  se 
meuvent  sur  un  cercle^  dans  le  même  sens^  avec  des 
vitesses  dans  le  rapport  de  2  à  i,  la  droite  qui  tes 
joint  enveloppe  une  cardioïde. 

L'arc  de  cercle  P'M  A  étant  double  de  l'arc  ^L\,  si 
l'on  ajoute  au  premier  2-  et  au  second  tc,  on  obtient 
encore  deux  iircs  de  cercle  dans  le  raj^port  de  2  a  1. 
Or,  par  cette  o|)éralion,  on  tombe  évidemment  sur  l(>s 
points  P'  et  M',  ce  dernier  étant  diamétralement  opposé 
au  point  M.  La  droite  P'M'  est  donc  une  tangente  de 
la  cardioïde.  l^our  trouver  la  troisième  tangente  à  celle 
courbe,  i>siie  de  P',  il  suffit  de  prendre  sur  le  cercle 
un  point  P"  tel  que  arc  P'P"=  arc  P'  V.  Mais  alors  le 
triangle  AP'P"  est  isoscèle  et  la  droite  OP'  est  perpcn- 
dicidaire  sur  AP";  autrement  dit,  elle  est  parallèle 
à  A,  P",  puisque  l'angle  A,  P"  A  est  droit.  D'où  ce  mode 
de  génération  de  la  cardioïde  : 

Soient   A   un  point  fixe  et  P'  un  point  variable 
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d^ un  cercle.  Menons  le  diamètre  M'OM  du  cercle 
perpendiculaire  à  V \.  Les  droites  P'M  et  P'M' 
enveloppent  une  cardioïde ,  La  troisième  tangente  à 
cette  courbe.,  issue  de  P',  s'obtient  en  menant  A,P" 
parallèle  à  OP'  (A,  diamétralement  opposé  à  A)  et 
joignant  P'P". 

L'angle  P'A,A,  qui  a  pour  mesure  la  moitié  de 
l'arc  P'MA,  est  égal  à  l'angle  MOA,  qui  a  pour  mesure 
l'arc  MA.  D'où  ce  nouveau  mode  de  génération,  qui  ne 
diffère  pas  au  fond  du  précédent: 

Par  un  point  fixe  cVun  cercle.,  et  par  son  centre, 
on  mène  deux  segments  variables,  parallèles  et  de 
même  sens;  la  droite^  qui  joint  leurs  points  de  ren- 
contre avec  le  cercle.,  enveloppe  une  cardioïde. 

Passons  maintenant  à  la  rectification  et  à  la  quadra- 
ture de  la  cardioïde. 

Si  l'on  désigne  pars  l'angle  de  contingence  commun 

des  deux  cercles  au  point  M,  par  dv  l'élément  d'arc  de 

la  courbe,  on  a 

ch  =  MP  X  ''.£. 

Appelons  '^  l'angle  iMOA;  on  a 

e  =  «r/cp,         MP  =  MA  =  ?.a  sin  ^  ; 

par  suite, 

d'y  =  v>a  sni  -  x  — ^  j 

2  2 

a  =  8a  f  I  —  cos- 


Mais  la  flèche  de  l'arc  de  cercle  M  \   (ou  MP)  est 

aie  à  a  —  a  cos  -  •  Donc  : 

Uarc  de  cardioïde,  compté  à  parti/-  du  point  de 
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rebrousseinent,  est  égal  à  huit  fois  la  flèche  de  Varc 
correspondant  du  cercle  générateur. 

La  longueur  totale  de  la  cardioïde  est  égale  à 
huit  fois  le  diamètre  du  cercle  générateur. 

Ou  peut  encore  énoncer  la  proposition  suivante  : 

La  longueur  de  Varc  de  cardioïde,  compris  entre 
le  point  de  rebroussement  et  le  sommet  de  la  courbe., 
est  double  de  la  corde  qui  le  sous-tend. 

Pour  irouser  l'aire  de  la  courbe,  nous  considérerons 
le  quadrilatère  infinitésimal  limité  par  l'arc  inliniment 
petit  du  cercle  fixe,  par  l'arc  correspondant  de  la  car- 
dioïde et  par  les  deux  droites  qui  joignent  les  extré- 
mités de  ces  arcs. 

Ce  quadrilatère  se  divise  à  son  tour  en  deux  secteurs. 
Le  premier  a  pour  sommet  le  point  décrivant  P,  et 
pour  base  l'élément  du  cercle  mobile.  Il  a  pour  expres- 
sion -  PM  t/oj,  (0  désignant  l'angle  polaire,  c'est-à-dire 

l'angle  du  rayon  vecteur  PM  avec  la  tangente  en  P  au 
cercle  mobile.  Pour  un  déplacement  fini  de  ce  dernier, 
la  somme  de  ces  secteurs  élémentaires  est  égale  au  sec- 
teur du  cercle  mobile  dont  la  corde  est  PM. 

\^e  second  a  |)our  sommet  le  point  M  et  pour  base 
l'élément  de  la  cardioïde.  Son  expression  est 

I  o 

-  MP  X  rfj  =  4  «'•*  siii^-i-  d'Z)  =  la^-ii  —  coso)  do. 

■>.  ■}-.      '  '        ' 

La  somme  de  ces  éléments  est  égale  à 

•2a-(cp  —  sincp)  ; 

soit  (piatre  fois  la  surface  du  secteur  correspondant  du 
cercle  mobile,  ou  du  cercle  lixe;  car  les  deux  secteurs 
sont  (';gaux.  Ainsi  : 
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Le  secleur  curviligne  limité  par  un  arc  de  car- 
dioïde,  compté  à  partir  du  point  de  rebroussement^ 
et  les  arcs  correspondants  des  cercles  fixe  et  mobile^ 
est  égal  à  quatre  fois  le  secteur  correspondant  du 
cercle  mobile  [ou  du  cercle  fixe). 

On  peut  dire  aussi  que  la  surface  liuiilée  par  l'arc 
de  cardioVde  AP  et  les  deux  droites  MA,  iMP,  est  égale 
à  six  fois  la  surface  du  secteur  du  cercle  mohile  dont  la 
corde  est  MP,  ou  celle  du  secteur  du  cercle  fixe  de 
corde  MA.  De  plus,  l'aire  totale  de  la  cardioïde  est 
égale  à  six  fois  Vaire  du  cercle  générateur. 


[K'2d] 

(iÉ\ÉKALISATIO\  DU  THÉORÈME  DE  KARIYA  ; 

Pau  Al.  AURIC. 


[jC  théorème   de  Karija    s'énonce   comme   il    suit  : 
l>ans  un  triangle  AjAoAs  abaissons  du  centre  du 


cercle  inscrit  \  les  perpendiculaires  113, ,  IB2,  IBj  sur 
les  côtés  et^   sur  ces  perpendiculaires ,  prenons  des 
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longueurs  égales  IG|  =  IC^  =  IC3.  Les  droites  A,  G) , 
A2C0,  A3G3  concourent  en  un  point  G  dont  le  lieu 
est  une  conique  circonscrite  à  A,  A2A3. 

Lorsque  G|  vient  en  B,,  G2  en  Bo?  G3  en  B3,  le  point 
de  concoura  B  est  le  point  de  Gergonne. 

Lorsque  G(,  Go,  G3  s'éloignent  à  l'infini,  le  point 
de  concours  H  est  l'orlliocentre. 

On  peut  démontrer  facilement  que  I,  B^  H  sont  sur 
une  conique  circonscrite  à  A1A0A3  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que  les  inverses  de  ces  points  sont  en  ligne 
droite. 

On  a,  en  efl'et,  comme  coordonnées  barycentriques 
de  ces  inverses  : 


1/  siriAi  sinA»  sinAs 

I  \                                 A]              A.,  A3 

-1  cot — )  col-^5  col  — 

D  /                                                    2                         2  2 


(  Tj  1  cot  Al,     C0IA2,     cot  A3; 

d'où  symboliquement 

/i\       /  I  \        i-f-cosA,  Al  A,  A3        /  i\ 

D'une  manière  générale  considérons  quatre  points 
M,  N,  P,  Q  situés  sur  une  conique  quelconque  cir- 
conscrite à  A|  A2  A3. 

D'après  le  tliéorème  sur  la  constance  du  rapport 
anharmonique  on  a 

A,(MNPQ)  =  A^fMNPQ)  r=  A3(MNPQ); 

dès  lors  ces  faisceaux  découpent  sur  les  droites  quel- 
conques A,,  A2,  A3  des  divisions  homograpliiques  et,  en 
appelant  M,,  N/,  1^.  Q,  les  points  d'inlerseclionavec  A/, 
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on  aura 

(IVI,N,P,Q,)  =  (M2NoP,Q,)  =  (M3N3P3Q3). 

Si  INI,  N,  P  sont  fixes  sur  la  conique  etQ  variable,  il 
est  clair  que  de  l'égalité  ci- dessus  résulte  le  théorème 
suivant  : 

Soient  trois  droites  A,.  Ao.  A3  sur  lesquelles  sont 
tracées  les  intersections  avec  les  faisceaux 

Ai(MNP),     A, (MNP),     A3(MNP). 

Si  Von  prend  des  points  (^,,  (^o .  Q3  de  manière  à 
avoir  des  rapports  anharnioniques  égaux 

les  droites  A,Q|,  A2Q2,  A3Q3  concourent  en  un 
point  Q  dont  le  lieu  est  la  conique  circonscrite 
«  A,  A2A3  et  passant  par  M^  N,  P. 

Ce  théorème  est  la  généralisation  de  celui  de  Kariya 
car  il  suffit  de  prendre  comme  droites  A(,  Ao,  A3  les  per- 
pendiculaires IB,,  IBj.  IB3  et  de  considérer  sur  ces 
droites  des  divisions  homographi(|ues  ;iyantmême  point 
à  l'infini,  c'est-à-dire  des  divisions  semblables 


d'où 
puisque 


Si  les  (piatre  points  M.  JN ,  P,  Q  sont  en  ligne  droite, 
il  est  clair  que 

A  i  (  M  N  P(,)  )  =  A .  (  M  N  PQ  )  =  A  3  r  M  N  PQ  ) 
et  l'on  obtient  sur  A,.  A^.  A3   des  divisions  homogra- 


IB,        IB. 
IC,         IC, 

IB3 

IC3 

IC,  =  1C, 

=  IC3, 

IB,=.  IB, 

-IB3. 
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pliiqiies  avec 

(MiNjPiQi)  =  (M.N2P2Q2)  =  (MsNsPjQs). 

Dès  lors,  si  M,  N,  P  sont  fixes  et  Q  variable  sur  cette 
droite  en  prenant  sur  les  droites  A,,  Ag,  A3  des  rapports 
anharmoniques  égaux,  on  obtiendra  des  points 
Q);  Q25  Qs  tels  que  A,Q,,  A2Q2,  AsQs  concourent 
en  O  dont  le  lieu  est  la  droite  MiNP. 

Lorsque  M  est  en  O  centre  du  cercle  circonscrit, 
N  au  barycentre  G  et  P  à  l'orthocentre  H,  le  lieu  de  Q 
est  la  droite  d'Euler  et  l'on  obtient  le  théorème  de 
Francke  en  prenant  pour  droites  A,,  Ao,  A3  les  perpen- 
diculaires abaissées  de  O  sur  les  côtés  du  ti'iangle  et 
sur  ces  droites  des  divisions  semblables. 


[R3aa] 

molvi:miî\t  dl\  coups  aitohij  nii\  poi\r  fixe, 

AVIX  FOIltKS;  CAS  OU  L'I'IJJPSOIOE  D'l,\EliriE  IlESTE 
[\UE\T  A  m  l»LA\  \\Û; 

Par  ^].  G.  FONTENÉ. 


ThéorÈ-aie.  —  Un  corps  étant  mobile  autour  d'' un 
point  fixe  O,  et  ce  corps  étant  soumis  à  des  forces 
extérieures^  si  le  moment  résultant  OS  de  ces 
forces  extérieures  conserve  une  direction  fixe  pen- 
dant le  mouvement  du  corps,  et  si,  au  début  du 
mouvement,  le  moment  résultant  (Oo-)o  des  quan- 
tités de  mouvement  a  la  même  direction,  le  moment 
résultant  Ot  de?,  quantités  de  mouvement  conserve 
indéfiniment   cette  direction  OS,  la  force  vive  aT 

Ann.  de  Mathémat.,  /l"  série,  t.  \V.  (Mai  iyi5.)  16 
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est  proportionnelle  au  carré  7-  du  moment  Ot,  et 
V ellipsoïde  d'inertie  lelalif  au  point  O  roule  sans 
glissement  sur  un  plan  fixe,  perpendiculaire  à  la 
direction  des  moments  résultants  OS  et  Os",  et  dont 
la  distance  au  point  O  est 

a 

i"  Le  théorème  des  moments  des  qviantilés  de  mou- 
vement consiste  en  ceci  :  la  vitesse  absolue  du  point  1 
est  parallèle  et  égale  à  OS;  dans  les  conditions  indi- 
quées, la  direction  Ocr  reste  invariable. 

2"  En  écrivant  le  parallélisme  des  directions  OS 
et  Oo-dans  le  système  ordinaire  d'axes  mobiles  (axes 
principaux  d'inertie  en  O),  on  a  les  relations 


on  en  déduit 


A/>2-4-  B^2^  Gr^  A2/I-+  B-^- -t-  O-r"- 


d'où 


Bry^- 

-  G  v^ 

AV- 

2T 

d^"- 

2T  _ 

consl.  ; 

on  a  une  intégrale  des  équations  du  problème. 

\\°  Cf)nsid('-rons  alors  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au 
point  O,  et  soil  OM  le  denii-diainètrc  dirigé  suivant 
l'axe  instantané  de  rotation  dans  le  sens  01. 

Avec    les   notations   habituelles,  les  coeflicients  di- 
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recteurs  de  la  normale  en  INI  sont  — ->  t:;  >  -;  »  ou  An, 

«2     b^     c-  '  ' 

Bq,  C/',  de  sorte  que  la  normale  en  M  est  parallèle  à  la 
direction  Ot;  jjar  suite,  dans  le  cas  actuel,  cette  nor- 
male a  une  direction  fixe,  Oo-  ou  OS. 

Les  coordonnées  à  l'origine  du   plan  langent  en  M 

sont  —>—,—:  on  a  donc  pour  la  distance  ddu  point  O 

à  ce  plan  tangent 


I      _    a-2                   ^           _ 

OiVl2    //?2 

to2    \a^ 

=  mL=('^>'+-- 

■■'-fr-- 

par  suite,  dans  le  cas   actuel,  cette  dislance  est  con- 
stanle  et  a  pour  valeur 

Ainsi   l'ellipsoïde    d'inertie  reste  ici  tangent    à    un 

plan  fixe,  perpendiculaire  à  la  direction  Oo-  et  dont  la 

/■~T 
distance  au  point  O  est >  le   point  de   contact  M 

étant  le  pôle  instantané  de  rotation. 

4"  Comme  le  point  M  possède  à  chaque  instant  une 
vitesse  nulle,  l'ellipsoïde  d'inertie  roule  sans  glisse- 
ment sur  le  plan  en  question. 

llemarque.  —  Avec  OS  ^  O,  la  vitesse  w  ée  la  ro- 
tation instantanée  n'est  pas  proportionnelle  à  OM,  la 
projection  de  la  rotation  instantanée  sur  la  direc- 
tion Os-  n'est  pas  constante. 

On  a 

—  =  v/2T  =  ax  d, 


avec 

di 


dt 
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[A4e] 

SLR  l\  THEOREME   D'ALGÈBRE; 

Par  m.  MYLLER-LEBEDEFF, 

Mailre  de  conférences  à  l'Université  de  Jassy  (Roumanie). 


On  sait  l'importance  de  la  résolulion  de  l'équation 

binôme 

x"=  i, 

à  l'aide  de  racines  carrées,  pour  la  Géométrie,  notam- 
ment pour  la  construction  des  polygones  réguliers  au 
moyen  de  la  règle  et  du  compas.  La  discussion  est 
fondée  sur  ce  théorème  : 

Une  équation  irréductible  qui  peut  être  résolue 
au  moyen  cV extractions  de  racines  carrées  doit  être 
cV un  degré  égal  à  une  puissance  de  2. 

La  démonstration  habituelle  de  ce  théorème  {voir, 
par  exemple,  Klein.  Leçons  sur  certaines  questions 
de  Géométrie  élémentaire,  p.  i3-2i)  exige  la  discus- 
sion assez  longue,  d'ailleurs  élémentaire,  de  la  forme 
normale  de  la  racine  de  l'équation,  la  construction  de 
l'équation  à  laquelle  satisfont  toutes  les  valeurs  conju- 
guées de  la  racine,  et  enfin  la  construction  de  l'équa- 
tion du  degré  minimum,  qu'on  démontre  être  irréduc- 
tible et  unique;  on  ein|)loie  aussi  nécessairement  les 
propriétés  des  fonctions  irréductibles. 

Dans  ce  qui  ^uit.  nous  donnons  une  autre  démon- 
stration plus  courte  du  tliéoiènie  énoncé,  fondée  uni- 
quement sur  les  propriétés  des  fonctions  irréductibles 
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et  sur  rirréduclibilité  de  la  fonclion  x- —  a,  si  a  n'est 
pas  carré  d'un  autre  nombre  du  corps  K(«),  le  corps 
ou  le  domaine  de  rationalité  étant  défini  comme  d'ordi- 
naire. 

Démonstration.  —  Soity'(j7)=o  une  équation 
irréductible  du  degré  m  résoluble  à  l'aide  de  racines 
carrées.  f(x)  devient  réductible  après  Tadjonclion 
d'une  racine  de  l'équation 

(i)  X'  —  a  =  o  ; 

f{x)  élant  encore  irréductible  dans  le  corps  R(«); 
nommons  cette  racine  a  et  soit 

(2)  f(x)=fi(x,^)/.2(x,'x), 

où  /i(.r,  a),  f-ii-^'j  ^■)  sont  des  poljnomes  en  x  de 
degré  //<, ,  m^  respectivement,  dont  les  coefficients  sont 
fonctions  rationnelles  de  a. 

L'identité  (2)  en  x  peut  être  considérée  comme  une 
équation  en  a  dont  les  coefficients  appartiennent  au 
corps  R(rt).  L'équation  (2),  ayant  une  racine  commune 
avec  l'équation  irréductible  (i),  doit  être  satisfaite  aussi 
par  l'autre  racine  de  l'équation  (i),  d'après  la  propriété 
fondamentale  des  équations  irréductibles. 

Par  conséquent, 

(3)  •  f(x)=f,{x,-o.)Mx,~y.). 
En  nuillipliant  (2)  et  (3),  on  aura 

fi(x)  =/i(^,  a)/,  (a-,  —^)f,ix,  ac)f.2(x,  —a). 
Or 

(4)  /,(.r,  a)/,(.r,  -a)==F,(:r), 

OÙ  F|(x)   est  un  polynôme  du  degré   2/«,   ayant  ses 
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coefficients  rationnels  clans  R(«).  De  même 

Mais  si 

/2(.r)=Fi(^)Fo(^), 

il  s'ensuit 

l   F2(:r)  =  /(^), 

cary(^)  est  irréductible  dans  R(a). 

L'hypothèse  F,(^)=:i,  F2(^)=./-(^)  doit  être 
rejetée,  car  /',  (j?,  a)  n'est  pas  une  constante.  La  com- 
paraison de  (5)  à  (4)  donne 

et 

Avec  le  facteur  y,  (.r,  a)  on  peut  maintenant  procéder 
comme  avecy(^).  On  a  seulement  à  démontrer  d'abord 
que/",  (^,  a)  est  irréductible  dans  le  corps  de  ses  coef- 
ficients, c'est-à-dire  dans  R(a). 
En  elFet,  soit  au  contraire 

fi{x,  a)  =  cp,(a7,  a)(f2(a-,  a). 

Comme  cette  relation  peut  être  envisagée  comme  une 
équation   en   a  avec  des   coefficients   rationnels,  on   a 

aussi 

fi(x,  —  a)  =  Cf.,  (a-,  —  a)(f2(.r,  —  a). 

En  multipliant  ces  deux  relations  on  aura 

f(.r)  =  o,(a",  a)(f,(.r,  —  a)(p.2(x,  ci)'f-i(T,  —a) 
=  'I>i(^)<l>2(a7), 

où  (bf{x),  ^l^ii-^)  sont  des  j)oljnome.s  dont  les  coeffi- 
cients appartiennent  au  corps  l^'"'),  ce  (jui  ne  peut 
pas  être,  y(j;)  étant  irréductible  dans  R(«). 


(  ^^3i  ) 
La  fonction  f\{x,  a),  irréduclible  et  du  degré  m,, 
devient  réductible  après  l'adjonction  à  R(a)  d'une  cer- 
taine racine  carrée  [j  qui  satisfait  à  l'équation 


6  =  0. 


/,  (^•,  a)  étant  encore  irréductible  après  l'adjonction 
de  />  à  R(a).  On  peut  donc  appliquer  le  raisonnement 
précédent  et  conclure  que 


m  1  =  •!  m 


En  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un 
facteur  linéaire  do  /(^),  on  établit  que  m  =  2". 


[L'5][L^8] 

liEMAKOUES  SIR  LA  TIIÉOIUE  DES  XOHMALES 
AIX  COMQIES  ET  AIX  OIADUIOIES  ; 

Par  un  ABONNÉ. 


Dans  un  des  derniers  numéros  des  Nouvelles 
Anna/es  de  Mathématiques  (décembre  1914)5  ^^-  J- 
Lemaire  a  montré  qu'on  |)eut  donner,  de  l'hyperbole 
d'Apollonius  et  de  la  cubique  gauche  aux  pieds  des 
normales,  issues  d'un  point  à  une  (juadrique,  des  défi- 
nitions absolument  analogues.  Celle  qu'il  a  choisie 
n'est  pas  la  seule  (pii  jouisse  de  celte  pro|)riélc.  Il  en 
existe  d'autres  qui  s'étendent  sans  difficulté,  et  avec 
la  [)liis  entière  analogie,  de  la  première  courbe  à  la 
seconde. 

Tout  d'abord  on  peut  changer,  très  légèrement,   la 
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définition  de  M.  J.  Lemaire,  et  lui  donner  une  forme 
souvent  plus  utile  dans  les  applications. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  dire  que  l'hyperbole  d'Apol- 
lonius, relative  à  un  point  P,  est  le  lieu  des  points 
dont  les  polaires,  par  rapport  à  la  conique  donnée, 
sont  perpendiculaires  aux  droites  qui  les  joignent  au 
point  P.  De  même,  la  cubique  gauche,  relative  à  un 
point  P,  est  le  lieu  des  points  dont  les  plans  polaires, 
par  rapport  à  la  quadrique  donnée,  sont  perpendicu- 
laires aux  droites  qui  les  joignent  au  point  P. 

On  sait  aussi  que  l'hyperbole  d'Apollonius  est  le 
lieu  des  points  de  rencontre  des  sécantes  communes 
à  la  conique  et  à  une  série  de  cercles  ayant  pour  centre 
commun  le  point  P.  Dans  l'espace,  la  cubique  gauche 
est  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  deuxième  degré, 
passant  par  l'intersection  de  la  quadrique  et  d'une 
série  de  sphères  ayant  pour  centre  commun  le 
point  P. 

L'hyperbole  d'Apollonius  est  encore  le  lieu  des 
centres  des  coniques  qui  passent  par  les  points  com- 
muns à  la  conique  et  à  un  cercle  de  centre  P.  Pour  la 
cubique  gauche,  on  peut  dire  qu'elle  est  le  lieu  des 
centres  des  quadriques  passant  par  Tintersection  de  la 
quadrique  donnée  et  d'une  sphère  de  centre  P. 

Les  analogies  ne  s'arrêtent  pas  là.  L'hyperbole  passe 
par  le  point  P,  par  le  centre  de  la  conique  et  par  les 
points  à  l'inlini  sur  ses  axes.  Elle  ne  change  pas  si  l'on 
remplace  la  conique  donnée  par  une  autre  qui  lui  soit 
homothélique  et  concentrique.  De  même  la  cubique 
gauche  j)asse  par  le  point  P,  par  le  centre  de  la  qua- 
drique et  par  les  points  à  1  inlini  sur  ses  axes.  Elle 
reste  invariable  (juand  la  quadrique  considérée  se 
déforme  en  restant  homothélique  et  concentrique 
à  elle-même. 
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Dans  les  cours  de  Mathématiques  spéciales,  après 
avoir  montré  que  le  problème  qui  consiste  à  mener  des 
normales  à  une  conique  par  un  point  donné  peut  se 
résoudre  par  l'hyperbole  d'Apollonius,  on  indique  que 
cette  hyperbole  passe,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
par  le  point  P,  par  le  centre  de  la  conique  et  par  les 
points  à  l'infini  sur  ses  axes.  Il  faut  observer  que  la 
connaissance  de  ces  quatre  points  ne  suffît  pas  à  sa 
détermination  et  que,  si  jamais  on  doit  la  tracer  sur  le 
papier,  il  est  indispensable  d'y  joindre  d'autres  élé- 
ments. 

D'ailleurs,  au  point  de  vue  graphique,  on  ne  con- 
naît jamais  trop  de  points  d'une  courbe.  Au  point  de 
vue  géométrique,  le  fait  (|u'un  nombre  de  points,  supé- 
rieur à  celui  qui  est  nécessaire  pour  la  déterminer, 
est  situé  sur  elle,  entraîne  des  propriétés  ou  des  théo- 
rèmes. Les  définitions  précédentes  permettent  d'ajouter 
aux  points  qui,  dans  tous  les  Traités,  sont  indiqués 
comme  étant  sur  l'hyperbole,  un  certain  nombre  de 
points  nouveaux;  de  sorte  qu'au  total  on  en  connaît 
beaucoup  plus  qu'il  n'est  nécessaire  pour  la  déterminer. 

C'est  ainsi  que,  si  l'on  joint  le  point  P  aux  foyers  de 
la  conique  et  si  l'on  prend  les  points  de  rencontre  des 
droites  ainsi  obtenues  avec  les  directrices  correspon- 
dantes, on  obtient  deux  points  de  l'hyperbole.  De 
même  sont  situés  sur  elle  les  points  d'intersection  de 
la  polaire  de  P,  par  rapport  à  la  conique  donnée,  avec 
les  bissectrices  de  l'angle  formé  par  les  tangentes  issues 
de  P.  Enfin  si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole,  si 
de  P  on  abaisse  les  perpendiculaires  sur  ses  asymp- 
totes, si  l'on  prend  le  point  de  rencontre  de  chacune 
de  ses  perpendiculaires  avec  l'autre  asvmptote,  on 
obtient  encore  deux  points  de  l'hyperbole  d'Apol- 
lonius.  Dans  le  cas  de  l'ellipse,  les  asymptotes  sont 
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imaginaires,   mais   on   oblient   deux  points   analogues 
en  les  remplaçant  par  les  diamètres  conjugués  égaux. 

Pour  s'assurer  que  tous  ces  points  sont  bien  sur 
l'hjperbole,  il  suffit  de  remarquer  que  leurs  polaires 
sont  perpendiculaires  aux  droites  cpii  les  joignent  à  P. 

Cela  fait  au  total,  avec  les  points  classiques,  dix 
points  remaïquables  situés  sur  l'hyperbole  d'Apol- 
lonius. Le  théorème  de  Pascal,  par  exemple,  appliqué 
à  six  quelconques  d'eutre  eux,  fournil  chaque  fois  une 
propriété  de  celte  courbe. 

Dans  l'espace,  les  Ouvrages  classiques  n'indiquent 
que  cinq  points  situés  sur  la  cubique  gauche;  ce  qui 
est  insuffisant  pour  sa  détermination.  On  peut  y  en 
ajouter  d'autres;  par  exemple  les  points  d'intersection 
du  plan  polaire  de  P  avec  les  axes  du  cône,  de 
sommet  P^  circonscrit  à  la  quadrique  donnée.  Mais  il 
faut  bien  remarquer  que  le  moyen  le  plus  naturel, 
pour  construire  la  cubique,  consiste  à  considérer  les 
cylindres  qui  la  projettent  sur  deux  des  plans  prin- 
cipaux de  la  quadrique.  Ces  cylindres  ont  pour  traces, 
sur  ces  plans,  deux  hyperboles  équilatères,  qui  sont  les 
hyperboles  d'Apollonius  des  projections  du  point  P, 
par  rapport  aux  sections  princi|)ales  correspondantes. 
Leur  interseclion,  (\u  quatrième  ordre  au  total,  se 
compose  de  la  cidîique  gauche  et  d'une  droite  rejetée 
à  rinfini. 

Revenons  au  cas  du  j)lan.  Si  la  conique  donnée  est 
une  hyperbole,  les  droites  qui  joignent  son  centre  aux 
points  de  l'hyperijolc  d'Apollonius,  situés  sur  ses 
asymptotes,  sont  deux  cordes  supplémentaires  de  celte 
dernière,  puisfpi'elles  sont  également  inclinées  sur  ses 
axes.  Le  centif  de  Tliyperbolc  d'Apollonius  est  donc 
le  milieu  du  segment  (pii  joint  ces  deux  j)oints.  Si  la 
conique  donnée  est  une  ellipse,  il  faut  remplacer  les 
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asjmptotes  par  les  diamètres  conjugués  égaux;   mais 
la  conslruction  du  centre  ne  change  pas. 

Dans  tous  les  cas,  on  connaît  le  centre  de  l'hyper- 
bole d'Apollonius,  par  suite  aussi  ses  asymptotes,  ses 
axes  et  tous  ses  éléments  remarquables. 


COURESPO^DWCE. 


M.  H.  Brocard.  —  Au  sujet  de  la  néphroïde  de  Proctor 
(1915,  p.  97-ioj).  —  C'est  de  1878  que  date  la  dénomination 
de  néphroïde  proposée  par  Proctor,  pour  désigner  l'épicycloïde 
à  deux  rebroussements,  déjà  rencontrée  depuis  longtemps 
comme  caustique  par  réflexion  d'un  miroir  cylindrique  cir- 
culaire concave  pour  les  rayons  du  Soleil  perpendiculaires  à 
l'axe.  On  en  trouvera  une  belle  représentation  dans  la  figure  77 
des  Eléments  du  Calcul  infinitésimal  de  Duhamel  (t.  I, 
1860),  avec  une  étude,  pages  203-207.  C'est  le  théorème  énoncé 
ici  {loc.  cit.)^  pages  99-100. 

L'enveloppe  de  cercles  (ibid.,  p.  99)  a  été  signalée  aussi  à 
diverses  reprises,  notamment  par  M.  Barisien  (question  2123, 
1909,  p.  1(3;  résolue  1910,  p.  i4i)î  ^t  encore  comme  enve- 
loppe de  cercles  associés  à  une  certaine  ellipse  dont  un  axe 
est  moitié  de  l'atftre  (question  2104,  1908,  p.  479!  l'ésolue  1909, 
p.  247)- 

La  développée  de  cette  épicycloïde  est  naturellement  une 
autre  épicycloïde  de  mêmes  singularités. 
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CERTIFICATS  DE  CALCUL  DIFFÉREXTIEL  ET  IMÉGRAL- 


Caen. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Etant  donnés  trois  axes  rec- 
tangulaires OX,  OY,  OZ  et  une  surface  z  —  Y{x,  y), 
former  l'équation  différentielle  des  lignes  tracées  sur  la 
surface,  et  telles  que  la  tangente  à  Vune  de  ces  lignes 
en  un  point  quelconque  et  la  tangente  conjuguée  à  la 
suif  ace  au  même  point  aient  pour  projections  orthogo- 
nales sur  le  plan  XOY  deux  droites  rectangulaires.  Faire 
voir  qu'il  existe  sur  la  surface  deux  familles  de  lignes 
jouissant  de  cette  propriété,  et  qu'elles  forment  un  réseau 
conjugué. 

En  supposant  que  la  surface  ait  pour  équation 

y 

z  =  a  —, 

X 

où  a  désigne  une  longueur  donnée,  effectuer  l'intégration 
de  l'équation  différentielle,  reconnaître  la  nature  des 
courbea  qui  composent  le  réseau  orthogonal  obtenu  en 
projection  sur  le  plan  XOY,  et  déterminer  les  deux  lignes 
de  ce  dernier  réseau  qui  passent  par  un  point  donné  du 
plan. 

II.  Les  axes  OX,  OY,  OZ  étant  supposés  rectangulaires., 
on  mène  par  un  point  A,  situé  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  OX  à  une  distance  donnée  a  de  l'origine,  une  pa- 
rallèle A  à  l'axe  OY  et  l'on  considère  la  surface  S  ayant 
pour  génératrice  une  droite  mobile  assujettie  à  la  triple 
condition  de  s'appuyer  constamment  sur  l'axe  OZ,  sur  la 
droite  A  et  de  rester  constamment  à  la  distance  a  de 
l'origine  :  représenter  analytiquement  la  surface  X  et 
faire  voir  que.,  en  désignant  par  P  le  pied  de  la perpendi- 
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culaire  menée  de  l'origine  sur  la  génératrice,  le  lieu  du 
point  P  est  une  ligne  de  courbure  de  S. 

Épreuve  pratique.  —  Évaluer  l'intégrale  déjinie 


r 


I  -+-  1  cosa7       , 
dx. 


(5  —  3  zoixf- 

(Juin  igM-) 

Clermont. 


Épreuve  théorique.  —  Trouver  V équation  différentielle 
dont  dépend,  sur  une  surface  donnée,  un  système  de 
courbes  conjuguées  se  projetant  sur  un  plan,  également 
donné,  suivant  un  système  de  courbes  orthogonales.  Cas 
où  la  surface  est  une  quadrique  et  le  plan  un  de  ses  plans 
principaux;  intégration  de  l'équation  obtenue.  Trouver 
les  surfaces  pour  lesquelles  le  système  de  courbes  ortho- 
gonales se  réduit  aux  deux  familles  de  droites  parallèles 
aux  axes. 

Épreuve  pratique.  —  Si,  par  un  point  C  pris  sur  la  direc- 
trice d'une  chaînette,  on  mène  deux  tangentes  CA,  CD  à 
la  chaînette,  V arc  AD  et  la  ligne  brisée  ACD  décrivent 
des  surfaces  égales  en  tournant  autour  de  la  directrice. 

(Juin  I9i4-) 

Lyon. 

Composition  écrite.  —  Étudier  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

q'^y^+  3pxz  =  G. 

1.  Chercher  une  intégrale  complète  de  cette  équation, 
en  observant  que  les  équations  différentielles  des  caracté- 
ristiques admettent  l'intégrale  première 

"hpx  -4-  a-z  =  G, 
où  a  est  une  constante  arbitraire. 

2.  Quel   est   le  complexe  des  courbes   caractéristiques? 

3.  Ecrire  l'équation  du  cône  T,  enveloppe  du  plan 

■L  —  z=^p{\  —  x)-\-q{\  —y), 
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quand^  x^  y\  z  étant  fixes,  on  a 

q'-y-  -r-  Zpxz  =  o. 

Quelle  est  V équation  aux  différentielles  totales  des 
courbes  intégrales?  Trouver  l'équation  d'une  courbe  inté- 
grale quelconque  en  la  considérant  comme  l'enveloppe 
des  courbes  caractéristiques  situées  sur  une  surface  inté- 
grale générale. 

4.  //  est  aisé  de  vérifier  que  la  cubique  x  =  t,  y  =  t^, 
z  =  t^  est  une  courbe  intégrale.  Quelle  est  la  su/ face 
intégrale  qui  passe  par  cette  courbe? 

5.  Existe-t-il  des  surfaces  intégrales  dont  l'équation  soit 
de  la  forme  -^  =  /(  —  )  ? 

6.  Quelles  sont  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 
intégrale  complète  et,  en  particulier,  des  surfaces  trou- 
vées aux  «o^"  4  et  5? 

EpRElVE  PRATIQUE.  —  I.  Calculer  l'intégrale 
X  dy  dz  -1-  y  dz  dx  -\-  z  dx  dy. 


ff' 


étendue  à  la  surface  d'un  tore  engendré  par  la  circonfé- 
rence y  =  o,  {x  —  aY'-^-  z^  =  y-  tournant  autour  de  0  z. 

II.   Calculer    1    —, »  où  a  est  une  constante. 

J    p  u  -^  a 

(Juillet   1914.) 
Montpellier. 
Epreuve   éciutk.   —   On  donne   l'équation   différentielle 
(^— JK)(7  — 0  — ^(•^— r+2)/=  o. 
En  déterminer  des  solutions  particulières  de  la  forme 

a  et  p  étant  des  constantes.  Trouver  un  facteur  intégrant 
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du  type  (X-i-Y)'«,  X  et  \  étant  respectivement  fonctions 
de  X  seul  et  de  y  seul. 

Eprkuve  puatique.  —  On  considère  l'intégrale 
r  dz 

I     COlT.Z   j 

/  2-'" 

prise,  dans  le  plan  complexe ,   le  long  d'un  cercle  ayant 

,    ,,      .    .                                               I  , 
son  centre  a  l  origine,  et  pour  rayon  n  -\ (n  et  m  entiers 

positifs). 

En  déduire  que  l'expression  7    est  un   nombre 

-'  '  —2  m  ^^   fi  i  m 

ft  =  1 

rationnel,  facilement  calculable  au  moyen  des  coefficients 
du  développement  de 

Calculer    x.  "TT    pour  m=:^\,  2,  3.  (Juin   1914-) 

n  =  \ 

Rennes. 

Composition  écrite.  —  I.  Déterminer  les  surfaces  inté- 
grales de  l'équation  linéaire  au.v  dérivées  partielles 


(E)  px^qy  —  v^i  —  (.r^-h  r2  )  =:  o. 

11.  Soit  £  l'une  quelconque  des  surfaces  intégrales  de 
l'équation  E  : 

1°  Montrer  que  si  l'on  pose  s/ x- -\- y- ^  %\nu,  les  coor- 
données d'un  point  cjuelconque  i\I  de  i  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme 

x  =  s\nucosv,         j'  =  sinasinf, 
z  =  cosu  -t-  log  laiig h  cp(r), 

a)(p)  désignant  une  fonction  de  la  seule  variable  v,  et  v 
étant  l'angle  que  le  plan  MOz  fait  avec  le  plan  sOx; 
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1°  Démontrer  que  les  courbes  v  =  const.  soi^t  planes  et 
que  le  plan  de  chacune  d'elles  coupe  la  surface  z  sous  un 
angle  constant; 

3°  Déterminer  le  second  système  de  lignes  de  courbures 
de  la  surface  z  et  montrer  qu'il  est  composé  de  courbes 
sphériques; 

4°  Calculer^  en  utilisant  l'une  des  formules  d'Olinde 
Bodrigues,  les  rayons  de  courbures  principaux  en  un 
point  quelconque  M  de  t. 

III.  Soit  £o  ^^  surface  e  particulière  définie  par  les 
équations 

ar  =  sinMcosp,        y  ■=  un  u  i\x\ v ,         ^  =  cosw -t- iog  tang- . 

1°  Quelle  est  la  nature  de  cette  surface  co.  quelles  sont 
ses  lignes  de  courbure'.^ 

2°  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  Eo  : 
3°  Quelles  sont  les  valeurs  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux en  un  point  quelconque  de  Sq?  Montrer  que  leur 
produit  est  constant. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 

r-  dx 


f 


i"  En  décomposant  en  fractions  rationnelles , 
1°  En  appliquant  la  théorie  des  résidus. 

Faire  ensuite  le  changement  de  variable 
X  =  tang^ 

et  en  déduire  l'intégrale 


L 


cosu     , 
du. 


I  ^-  cos-  u 


(Juin  1914-) 
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A  PROPOS  DKS  QUESTIONS  DES  «  \01VELLES  A\KALES 


Les  questions  proposées  ont  toujours  tenu  dans  ce 
Journal  une  pince  importante,  depuis  sa  fondation. 
Elles  ont  été  d'utiles  exercices  pour  beaucoup  de  jeunes 
lecteurs;  elles  ont  suscité  souvent  d'inléressantes 
remarques  nouvelles,  et  servi  de  point  de  dé[)art  à  des 
travaux  publiés  soit  ici  même,  soit  ailleurs. 

11  serait  désirable  de  les  voir  toutes  résolues,  ou  du 
moins  examinées  à  fond,  car  il  en  est  un  petit  nombre 
qui  ont  été  reconnues  inexactes,  et  d'autres  sont  inso- 
lubles. 

A  la  fin  de  l'année  1900,  un  Tableau  de  correspon- 
dance entre  les  questions  et  les  réponses  a  été  |)ublié, 
remontant  jusqu'à  la  fondation  du  journal.  Le  résultat 
de  celte  publication  fut  excellent;  un  giand  nombre  de 
questions  furent  étudiées  à  nouveau,  résolues  pour  la 
plupart,  fpielques-unes  retirées  comme  inexactes. 

Aujourd'hui,  une  nouvelle  revision  serait  extrême- 
ment ulile.  Noire  collaborateur  dévoué,  M.  le  Colonel 
Brocard,  en  a  réuni  les  éléments  principaux,  et  c'est 
grâce  à  lui  que  nous  pouvons  présenter  cette  Noie,  qui 
est  en  réalité  son  œuvre.  En  l'en  remerciant,  nous  ne 
faisons  que  traduire  par  avance  le  sentiment  de  nos 
lecteurs. 

Une  première  observation  se  ])résente.  Il  est  arrivé 
(pielquefois  (pie  des  réponses  à  des  (|ueslions  proj)osées 
ont  été  introduites  incidemment  dans  des  articles;  elles 
oui  pu  écliapper  alors  à  ratlenlion;   cl   ces  (juesllons 

Ann.  de  Malhéinat.,  4°  série,  l.  W.  (Juin  njij.)  l" 
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sont  restées  dans  la  catégorie  «  non  résolues  ».  Il  est 
donc  à  désirer  que  les  auteurs  d'articles,  dans  ce  cas, 
veuillent  bien  accompagner  leur  texte  d'une  noie  à  pari, 
rappelant  le  numéro  de  la  question  et  le  nom  de  celui 
qui  l'a  posée. 

Une  nouvelle  revision  a  été  faite  des  questions 
restées  sans  réponse  à  l'heure  actuelle.  Nous  en  don- 
nons le  résultat  plus  loin,  sans  pouvoir  en  alfirnier 
l'exactitude  absolue,  malgré  tout  le  soin  et  loule  l'atten- 
tion qui  ont  été  apportés  à  ce  travail.  Les  lecteurs  qui 
s'intéressent  à  cette  partie  do  notre  [)ublication  nous 
apporteront  une  collaboration  précieuse  en  rectifiant 
les  erreurs  qui  pourraient  sul)sister. 

Il  est  naturel  que  l'on  ne  l'éponde  pas  à  bref  délai  à 
une  question  proposée;  mais  d'autre  part,  lorsque  la 
publication  de  l'énoncé  remonte  à  plusieurs  années,  il 
est  probable  que  l'absence  de  toute  réponse  tient,  soit 
à  l'exliême  difliculté  du  sujet,  soit  à  un  manque  de 
clarté  du  texte,  soit  même  à  l'inexactitude  de  la  propo- 
sition, ou  à  l'in)possibilité  d'une  solution,  ou  encore, 
bien  souvent,  à  la  difficulté  pour  le  lecteur  de  remonter 
à  un  Volume  déjà  éloigné. 

Celte  considération  a  conduit  à  diviser  les  questions 
en  deux  catégories  :  anciennes  et  nouvelles,  et  à  n«^ 
faire  porter  le  li'avail  de  rcN  ision  cpie  sur  la  première. 
On  s'est  arrêté,  comme  limite  des  questions  anciennes, 
à  la  fin  de  l'année  1910,  c'est-à-dire  à  un  recul  de 
cinq  ans  environ  en  ariière  de  la  date  actuelle.  C'esi 
en  conséquence  aux  (picsiions  |)osées  depuis  ranncc 
18^2  jusqu'à  la  lin  de  nj  1  o  (  n"'  1  à  21()8)  que  s'appli- 
([uent  les  observations  qui  suivent. 

A  l'iicurc  où  nous  l'édigeons  cette  Noie,  il  reste 
environ  a(io  de  ces  anciennes  questions  qui  n'ont  pas 
été  résolues,  ce  qui  représente  à  peu  près  \'à  pour  100. 
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Un  grand  nojnbre  d'entre  elles,  malheureusemenl,  onl 
pour  ailleurs  des  maLliéuialiciens  aujourd'hui  décédés, 
parmi  lesquels  nous  pouvons  citer  les  noms  de  hourlel, 
Gesàro,  Devvulf,  Duporc({,  H.  Faure,  Laguerre,  etc. 
Des  recherches  dans  les  papiers  qu'ils  ont  pu  laisser  ne 
sont  guère  possibles  et  auraient  sans  doute  de  bien 
faibles  chances  d'amener  des  résultats.  Mais  un  grand 
nombre  des  exercices  ainsi  posés  comme  questions  se 
raj)porlent  à  des  travaux  publiés  par  les  auteurs.  Et 
certains  de  nos  lecteurs,  qui  se  sont  livrés  spécialement 
à  l'élude  de  ces  travaux,  rendraient  aux  Nouvelles 
Annales  un  précieux  service  en  portant  leur  attention 
plus  spécialement  sur  les  (|ueslions  dont  il  s  agit. 

Quant  aux  questions  posés  par  des  auteurs  \ivanls, 
ce  n'est  pas  trop  leur  demander  que  de  solliciter  leur 
altenlion  vers  des  sujets  qui  les  ont  intéressés,  qui  sans 
doute  les  intéressent  encore,  en  les  priant  de  nous 
envo\er  les  réponses  qu'ils  ont  eux-mêmes  altendues 
vainement  de|)uis  de  longues  années,  et  qu'ils  peuvent 
tlonner  mieux  que  personne. 

Une  excellente  prali{[ue,  pour  le  présent  et  pour 
I  avenir,  consisterait  à  imiter  ce  (pie  certains  de  nos 
collaborateurs  ont  fait  spontanément,  c'est-à-dire  à 
joindre  une  solution  à  la  ([uestion  posée  par  eux.  De 
préférence,  on  j)nl)liera  les  solutions  venues  du  dehors; 
mais  s'il  n'en  vient  pas,  an  a  du  moins  une  assurance  de 
ne  pas  voir  s'accumuler  indéliniment  ce  stock  regret- 
iiible,  el,  après  une  attente  plus  ou  moins  prolongée,  de 
pouvoir  donner  la  réponse  de  l'auteur  lui-inéme. 

(Quelques  obscrvalions  encore  sont  utiles  ;  nous 
avons  dit  un  mot  ci-dessus  des  théorèmes  inexacts  ou 
des  |)roblèmes  insolubles  par  leur  nature  niênic.  Vcùié 
de  celle  catégorie,  d'ailhuirs  peu  nombreuse,  il  y  a  des 
exenij>les  d'énoncés  obscurs,  mal  rédigés,  dont  l'absence 
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de  clarté  a  dû  rebuler  les  chercheurs.  11  y  a  aussi  les 
(juesllons  «  polycéphales  »,  inipulables  à  la  Rédaclioii 
|>]us  qu'aux  auteurs.  Nous  enlendons  par  là  le  grou- 
peiuenl,  sous  le  même  numéro  d'ordre,  de  plusieurs 
énoncés  tout  à  fait  dislincls,  parfois  n'ajant  pas  enlre 
eux  le  moindre  rapport.  Une  réponse  arrive,  s'appll- 
quaiit  à  l'un  de  ces  énoncés;  on  la  publie.  La  question 
n"a:  est  alors  résolue,  et  cependant  elle  ne  l'est  pas.  Nous 
nous  proposons,  dans  ce  cas,  de  faire  réap|iaraître  la 
question  non  résolue  en  lui  appliquant  un  numéro  bis. 
1^'énoncé  1704  nous  fournit  un  exemple  de  cette  nature; 
il  y  on  a  malheureusementbien  d'aulres,  notammentTll 
qui  contient  quatre  sujets  dilTérenls. 

il  peut  y  avoir  d'aulres  applications  de  numéros  bis 
résultant  tl'une  erreur  de  numérotage  lors  de  la  publi- 
cation. Nous  en  avons  remarqué  un  exemple  :  celui  du 
n"  1836,  sous  lequel  furent  imprimées  deux  questions 
proposées  diflerentes.  La  seconde  est  classée  1856  è/5. 
11  V  a  lieu  d'espérer  qu'une  erreur  de  celle  nature  ne  se 
reproiluira  plus. 

Il  faul  signaler  aussi  les  doubles  emplois,  inévitables. 
Une  fpieslion  a  été  posée,  il  y  a  plus  ou  moins  long- 
temps. Résolue  ou  non,  elle  a  été  oubliée:  et  un  autre 
auteur,  sous  un  nouveau  numéro,  et  sans  le  savoii", 
la  fait  réappaïaîlre.  Quand  la  Rédaction  s'aper- 
cevra du  fait,  ou  quand  un  lecteur  le  lui  aura  fait 
connaître,  une  simple  note  suffira  pour  débarrasser  de 
cet  éb-menl  parasite  la  liste  des  questions  non  résolues. 
Nous  nous  ('lions  demandé  s'il  ne  pourrait  pas  y  avoir 
inti'-rèl  à  réimprimer  le  texte  des  (pieslions  restées  sans 
solution,  (^'est  ce  (pi'on  a\ait  commencé  à  faire,  il  \  a 
quelques  années,  et  le  résultai  lut  satisfaisant .  Toutefois, 
il  nous  a  semblé  qu'avant  de  piocéder  à  celle  réimpres- 
siijii.    (pie   nous   ne  rej)oussons   pas   en    principe,    il  y 
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aurait  lieu  de  poursuivre  un  travail  de  «  déblaieuienl  », 
pour  lequel  la  liste  des  numéros  peut  suffire. 

Nous  ne  saurions  assez  insister  auprès  de  nos  dévoués 
lecteurs  sur  ce  sujet  si  intéressant;  auprès  de  ceux-là 
surtout  qui  ont  posé  des  questions  et  qui  en  posent 
encore.  Nous  les  convions  notamment  à  corriger  les 
erreurs  qui  auraient  pu  nous  échapper  et  à  nous  (aire 
part  de  leurs  observations  et  de  leurs  réilexioiis,  dont 
tous  pour'ronL  ainsi  profiter.  Et  nous  leur  en  exprimons 
dès  maintenant  notre  sincère  gratitude. 

Lx  Rf.D ACTION. 
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Liste  des  numéros  des  questions  restées  sans  solutions 
depuis  1842  jusqu'à  1910  inclusivement. 


G2 

126 

261 

266 

333 

383 

400 

424 

512 

313 

346 

334 

383 

392 

593 

598 

004 

606 

607 

617 

613 

693 

703 

718 

724 

729 

730 

731 

732 

772 

774 

791 

805 

812 

813 

820 

821 

848 

831 

832 

839 

861 

880 

888 

891 

892 

893 

895  ^*, 

947 

967 

989 

999 

1000 

1004 

1007 

1008 

10  lo 

1033 

1042  . 

1038 

1063 

1074 

1078 

1092 

llOo 

1107 

1108 

1 149 

1206 

1234 

1236 

1236 

1303 

1310 

1321 

1339 

1361 

1363 

1364 

1363 

1366 

1390 

1392 

1393 

1394 

140-2 

1403 

1435' 

1438 

1439 

1440 

1441 

1442 

1443 

Ii'<4 

1445 

1446 

1447 

1471 

1479 

1483 

148(') 

1490 

1502 

1303 

1308 

1310 

1311 

1319 

1322 

1523 

1327 

1328 

1330 

1331 

1531 

1364 

1371 

1376 

1382 

1383 

1388 

1390 

1399 

1600 

1609 

1614 

1629 

1631 

1647 

1630 

1633 

1636 

1637 

1660 

1()72 

1077 

1678 

1680 

1686 

1687 

1688 

1689 

1690 

1691 

1692 

1693 

1694 

1(;!»3 

\li)lbis 

1703 

1710 

1715 

1721 

1731 

1738 

1747 

1731 

1731 

1736 

1761 

1762 

1763 

1770 

1773 

177() 

1777 

1779 

i:84 

1 783 

1 796 

1799 

1809 

1810 

1811 

1816 

1820 

1821 

1824 

1823 

1826 

1827 

1828 

1832 

1834 

1837 

1838 

1839 

1841 

1842 

1843 

1847 

1S48 

1830 

1832 

1834 

1836  his 

1839 

1864 

1871 

1872 

1873 

1876 

1878 

1880 

1882 

1884 

1883 

1880 

1889 

1890 

1892 

1894 

1908 

1909 

1910 

1911 

1914 

1913 

1937 

194  i 

1930 

1936 

1957 

19S1 

1988 

19i)2/>/s 

2003 

2010 

2012 

2014 

2015 

2)38. 

203!» 

2043 

2o;;(i 

2037 

2062 

2063 

2063 

2078 

2096 

2114 

2116 

2118 

2120 

2121 

2111 

2143 

2131 

2132 

2136 

2160 

2161 

2166 
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OBSERVATIONS. 

Un  certain  nombre  de  questions,  sans  solutions  jusqu'ici, 
ne  figurent  pas  dans  cette  liste,  parce  que  la  Rédaction 
l^ossède  des  solutions  ou  des  Notes  qui  s'y  rapportent,  et  qui 
seront  prochainement  publiées, 

516  fait  double  emploi  avec  347  (sol.  1858,  33i  et  186?, 
32o). 

596  fait  double  emploi  avec  589  (sol.  1905,  86). 

895  comprenait  deux  énoncés  très  différents;  le  premier  a 
été  résolu  (1869,  549).  C'est  au  second  que  s'applique 
le  n"  895  bis. 

1013  fait  double  emploi  avec  910  (sol.  1871,  i8/i,  235,  237). 

1617.  Un  article  de  l'auteur,  Î\I.  d'Ocagne  (1892,  3^6 j 
traite  du  même  sujet  (lli.  III,  p.  029)  mais  sans  viser  la 
question. 

1628  a  été  résolue  dans  d'autres  périodiques,  qu'indique 
un  article  «Correspondance  )>  (1903,  4ii)- 

1856  bis  est  une  question  qui  avait  à  tort  été  numérotée 
1856. 

1992  comprenait  deux  énoncés  différents;  le  premier  a  été 
résolu  (1904,  475).  C'est  au  second  que  s'applique  le 
n"  1992  bis. 

2111  a  été  résolue  (1910,  128)  dans  un  article  de  M.  Bricard: 
«  Sur  un  théorème  de  Mannheim  ». 

Nous  accueillerons  avec  empressement  les  observations 
complémentaires  utiles  qui  auraient  pu  nous  échapper.  Eu 
outre,  nous  renouvelons  nos  instances  les  plus  pressantes, 
surtout  auprès  des  auteurs  de  questions  non  résolues,  pour 
obtenir  des  solutions  aussi  nombreuses  que  possible. 
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[0'2p,q] 

XOTE  SIR  LES  ROULETTES  ET  LES  GLISSETTES  PLWES, 
A  BASE  RECTILIG\E; 

Par  m.  F.  BÂLITRAND. 


L'article  de  M.  L.  Braude,  paru  dans  les  NouK'eltcs 
Annales  (avril  1914?  P-  166),  nous  a  suggéré  l'idée 
d'appliquer  les  coordonnées  langenlielles  polaires  à 
l'étude  des  rouleltes  et  des  glissetles  planes,  à  base 
rectiligne.  Les  foriiuiles  auxquelles  on  parvient  dans  ce 
système  de  coordonnées  sont  particulièrement  simples. 
Après  les  avoir  établies,  nous  en  ferons  quelques 
applications,  choisies  parmi  les  plus  faciles  et  les  plus 
élémentaires. 

I.  —  Roulettes. 

Formules  fondamentales.  —  Prenons  un  système 
d'axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox  et  Oy; 
l'axe  Ox  servira  de  base  rectiligne.  Une  courbe  mo- 
bile (C),  de  forme  invariable,  roulera  sur  O^  et  entraî- 
nera dans  son  mouvement  un  point,  qui  lui  est  inva- 
riablement lié,  P;  en  lui  faisant  décrire  une  courbe  (  P), 
ou  roidette  (P).  Désignons  par  M  le  point  de  contact 
de  (C)  avec  Ox;  abaissons  de  P  la  per|iendiculaire  PQ 
sur  le  même  axe;  les  coordonnées  cartésiennes  d'un 
point  de  la  roulette  sont 

.T  =  OQ,        y  =  PQ. 
Soit,  en  coordonnées  tangentielles  polaires, 
(1)  J7  cos<p -4-_^sinç — />  =  o         f  avec />  =^(9)  I 
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l'équalion  de  la  courbe  mobile.  Le  pôle  est  au  point  P; 
l'axe  polaire  est  une  droite  PX,  menée  par  ce  point, 

Fig.   1. 


invariablement  liée  à  (C),  et  faisant  avec  PQ  un  anj^le 
égal  à  CD. 

Dans  ce  système  de   coordonnées,    l'élément   d'arc 
de  (C  )  a  pour  expression 

ds  —  (p  -+■  p")  d'-û, 
d'où 

s  =  p'  -h  I  p  d'^; 

d'autre  part,  on  sait  que  QM  =  p' .  Donc 
x  =  Oq  =  OM  -  QM  =  Çpd^; 

pourvu  qu'on  choisisse,  sur  la  courbe  mobile,  l'origine 
des  arcs  en  un  point  (o  tel  que  arc  toM=:OM.  En 
résumé,  on  a  les  formules 

(2)  x=J  pd'^  =  (f(^)d'^,         r  =/>=/(  çp), 

qui  expriment  les  coordonnées  cartésiennes  (x  et  y) 
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d'un  point  de  la  roulette  en  fonction  du  paramètre  .5; 
d'où  l'on  peut  tirer,  si  l'on  veut,  Téqualion  cartésienne 
de  la  roulette,  sous  la  forme  ordinaire,  par  l'élimina- 
tion de  'J  entre  lesdiles  équations. 

Faisons  quelques  applications  des  formules  (2).  Kn 
pi^emier  lieu,  supposons  que  la  courbe  mobile  soit  la 
spirale  logarithmique  d'équation  p  =  ae'"^.  Les  coor- 
données d'un  point  de  la  roulette  décrite  par  son  polc 

sont 

I 

d'où  ■)' =  mx]  équation  d'une  droite  passant  par  l'ori- 
gine. 

Supposons  en  second  lieu  que  la  courbe  roulante 
soit  la  développante  de  cercle  p  rr^acs.  La  roulelle  est 
la  parabole  d'équation 

y-  —  lax  =  o. 

Prenons  enfin  pour  courbe  mobile  l'é|>icA-cloïde 
j)  =z  a  sin  ino, 

OÙ  a  el  1)1  sont  deux  constantes  ayant  les  valeurs  sui- 
vantes : 

n  '^ 


R  et  /•  étant  les  rayons  des  cercles  fixe  et  mobile.  Pour 
passer  à  l'iiypocycloïde,  il  suffit  de  changer  le  signe 
de  /•.  La  roulelle  décrite  par  le  centre  du  cercle  direc- 
teur est  l'ellipse 

Problème  inverse  des  roulettes.  —  C'est  le  pro- 
blème qui  consiste  à  trouver  wn^  courbe,  telle  que, 
dans  son  roulement  sur  une  droite,  un  point,  qui  lui 
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est  invariablement  lié,  engendre  une  courbe  donnée  à 
l'avance.  Les  formules  précédentes  le  résolvent  et 
montrent  que  toute  courbe  plane  est  une  roulette  à 
base  rectiligne. 

En  ed'et,  si  ^  et  y  sont  donnés   en   Ibnclion   d'nn 
paramètre  /,  par  les  relations 

x  =  o{t),         r  —  ^(t), 

la  courbe  clierchée,  en  vertu  des  formules  précédentes, 
aura  pour  coordonnées  tangentielles  polaires 

cl,    par  l'élimination    de  ^,   on    pourra   arriver,   si  l'on 
veut,  à  son  équation  sous  la  forme  ordinaire />  =y('^). 
Par  exemple,  si  l'on  s'impose  que  la  roulette  soit  la 
droite  )'  =:  nix^  on  a 

dx         dy         dp 
^  ''  ~    p         my        rnp  ' 

d'où 

p  =  ae'"^, 

écpiation  d'une  spirale  logaritlimiipie  ;  résultat  con- 
forme à  celui  qui  a  ('lé  trouvé  précédemment. 

D'une  façon  généiale,  toutes  les  fois  que  l'équation 
de  la  roulette  sera  de  la  forme 

celle  de  la  courbe  roulante  sera 

Ainsi  dans  le  cas  où  la  roulette  est  la  parabole 
,  ({y      « 

y^  —  'iax  —  o         ou         -;—  :=  —  , 

•^  dx        y 
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la  courbe  mobile  est  la  développante  de  cei'cle  p  =  O's. 
Si,  comme  roulette,  on  prend  la  chaînette  d'équalioii 
différentielle 

dy  _  \-{v-—  fi' 
dx  a 

celle  de  la  courbe  mobile  est 


ou 

dp            \/            p'- 

d'i                  (fi 

dp 

d-:> 

_  P  ^p-—a- 
a 

d'où  ^ 


équation  d'une  parabole  rapportée  à  son  fojer;  c'est  le 
théorème  bien  connu  de  Bobilier. 

Eiweloppe  cV une  droite.  —  On  peut  se  limiter  au 
cas  d'une  droite  passant  par  le  pôle,  puisque  des  droites 
parallèles  ont  pour  enveloppes  des  courbes  parallèles. 
D'ailleurs,  l'axe  polaire  PX,  étant  arbitraire,  on  peut 
supposer  que  la  droite  invariablement  liée  à  la  courbe 
mobile,  dont  on  cherche  lenveloppe,  coïncide  avec  lui. 

Gomme  il  fait  avec  l'axe  des  x  un  anirle  é^ial  à   -—;:;, 

son  équation  est 

( 3 )  [t  —    Ipdoj  cas ca  —  (y  —  /> )  si n  o  =  o. 

L'équation  tangenlicUe  |)olaire  de  l'enveloppe  est  donc 
P=/>sin'i  —  cos(p  1  p  do. 

Pour  avoir  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  de 
contact,  diiïerenti(»ns  1  équation  (3),  ce  (|ui  donne 

(4)  a"  sin  o -f-^  cos'v  —  5sin9  =  o; 
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c'est  l'équalion  d'une  droite  piissant  par  le  point  M  et 
perpendiculaire  à  l'axe  polaiie  :  résultat  qui  pouvait 
èlre  prévu  à  l'avance.  Des  équations  (3)  et  (4)  ou  tire 

(  X  —  s  —  ("p  sin  C5  +  p' coso  )  coso, 

(5)  '  ,  . 

I   V  =  (  yg  sin  cp  -f-/»  costp)  sino; 

ce  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

Supposons  par  exemple  que  la  courbe  roulante  soit 
un  cercle  ayant  son  centre  au   point  P;   dans  ce  cas, 


L'enveloppe  d'un  diamètre  a  pour  équation  tangen- 

liclic 

I*  =  rt(siii  o  —  Ci  coso); 

c'est  une  cjcioïde.  Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  cal- 
("uler,  au  moyen  des  lormides  (5),  les  coordonnées  du 
point  de  contact.  On  trouve 

a  ,  .         ,  a 

.r  =  -  (  ■>,  o  —  sui  2  cp ),  y  =  —  (  I  —  cos  2  cp  ). 

Examinons  en  second  lieu  le  cas  où  la  couri)e  lou- 
iante  esl  la  spirale  logarillimiqiie  p  =  «e"'?.  J^'équalion 
de  l'enveloppe  d'une  droite  menée  par  le  pôle  est 

P  =  ae'"'^  (  sin  o cosœ 

\        '         ni 

Or,  si  Ion  appelle  V  l'angle  constant  sous  lequel  la 
courbe  esl  coupée  par  ses  rayons  vecteurs,  on  a 

m  =  col  V; 


donc 


r/e"'? 
1'  =  ^-psin(«  — V), 
cos  V  '  ' 


c'est  Técpiiiiion  langentielie  de  la  courbe  cbercliée.  Eu 
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posant  C3  — V  =  'j;,  elle  peut  se  inelLre  sons  la  forme 

a  désigaant    une    conslanle.    Les    coordonnées    carté- 
siennes d'un  de  ses  points  sont 

ae'"'-? 
X  = —  fsinV  -+-  m  sina  sin(cs  —  VOl, 

COS  V  .  \  ,  /J 

y  = -,  [cos  y -{- m  coso  cosfci  —  V)l. 

ftcctijicatioii .    —   Des    équations    (2)    dilTérentiées 
on  déiluit,  en  appelant  a-  l'arc  de  la  roulette, 


(G)  ch  —  \/ p- -\- jj' -  do  =  /' f/o, 

/•  étant  le  rayon  vecteur  PM. 

Or,  r  do  représente  l'élément  d'arc  de  la  ])()daire 
lieu  du  point  Q.  En  effet,  soient  iM(  un  point,  sur  (C), 
infiniment  voisin  de  JNl  ;  Qi  la  [position  correspondante 
de  ().  En  projetant  (^  en  i^\  sur  PQ),  on  a,  en  vertu 
de  la  j)ropriélé  fondamentale  de  la  tan^^ente  à  la  potlaire, 

nicQQ;  =  PQ  d':j  =  aic(K>i  X  cosQ,QQ; 

et 

PO  =  P. M  X  cosQiQQ;  ; 

d'où 

/v/'i  =  aie  00,; 

c'est  le  llif';orème  de  Sleiner  : 

IJavc  de  la  roule  lie  (P)  à  base  reelili  gne^  et  F  arc 
de  la  pot!  a  ire  de  ta  eourhe  10  niante  par  rappoil 
à  i*,  eorrespoiidant  à  un  un' tue  arc  de  la  courbe 
roulante,  sont  égaux. 

SI  une  parabole  roule  sur  une  droite,  son  fover  dé- 
crit une  cliaiaetle.  I^a  podairc  dn  foyer  est  la  tangente 
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au  sominel;  donc  la  chaîiielte  est  absolumenl  recli- 
iiable. 

Si  c'est  une  épicycloïde  qui  est  la  courbe  roulanle, 
le  centre  du  cercle  directeur  décrit  une  ellipse.  J.a 
podaire  de  ce  centre  est  une  rosace;  donc  l'arc  d'une 
rosace  quelconque  s'exprime  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques.  Lorsqu'une  spirale  sinusoïde  roule  sur  une 
droite,  son  pôle  décrit  une  courbe  de  Pvibeaucour. 
Comme  la  podaire  d'une  spirale  sinusoïde  est  une 
autre  spirale  sinusoïde,  l'arc  d'une  ligne  de  Piibeau- 
cour  est  toujours  égal  à  l'arc  d'une  certaine  spirale. 

La  normale  en  ()  à  la  podaire  s'obtient  en  joignant 
ce  point  au  milieu  p  de  PM.  La  tangente  ou  même 
point  coupe  en  q  la  tangente  en  P  à  la  roulette.  Les 
triangles  P/>7  et  Opg  sont  égaux  et  il  en  est  de  même 
des  angles  ^PQ  et  ^QP.  Donc,  si  l'on  déplace  la  po- 
daire et  son  pôle  P,  de  manière  que  le  point  ()  vienne 
en  P  et  que  les  deux  courbes  se  touchent  en  ce  point, 
le  pôle  P  viendra  en  Q  sur  Ox.  Comme  les  arcs  des 
deux  courbes  sont  égaux,  le  même  fait  se  reproduira 
pour  tous  les  couples  de  points  correspondants  de  la 
podaire  et  de  la  roulette.  Autrement  dit  : 

Si  Von  fait  rouler  la  podaire  sur  la  roulette,  son 
pôle  décrit  l'axe  Ox. 

C'est  le  théorème  de  Habicli.  C'est  un  cas  particulier 
du  théorème  suivant  que  nous  avons  donné  dans  VI/i- 
tcrinédiaire  des  Mathématiciens  (191  5,  p.  90)  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
point  invariablement  lié  à  une  courbe  mobile,  qui 
roule  sur  une  courbe  fixe,  décrive  une  droite,  est 
(pie  la  courbe  mobile  et  la  courbe  fixe  soient  respec- 
tivement la  radiale  et  la  courbe  de  Mannheim  d' une 
troisième  courbe. 
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Le  contact  de  la  podaire  et  de  la  roulette,  en  P,  peut 
se  produire  de  deux  façons,  suivant  que  les  deux 
courbes  ont  leurs  concavités  opposées  ou  de  nionie 
sens.  Le  théorème  de  Habicli  ne  s'applique  qu'à  l'un 
des  deux  cas. 

Dans  l'autre  cas,  les  deux  positions  de  la  podaire 
étant  symétriques,  par  rapport  à  la  tangente  en  P,  le 
pôle  vient  en  Q',  symétrique  de  Q  par  rapport  à  cette 
tangente  {Jig.   2).   On   voit  aisément   que  (VPest  la 

Kis.  2. 


noiinalc  en  Q'  à  la  courbe  lieu  de  ce  point.  Lii  nor- 
male à  la  roulette  P.M,  élant  parallèle  à  Q(^',  est  bis- 
seclricc  de  l'angle  de  (^)P  et  i\c.  O'P  prolongé.  iJonc,  si 
()V  est  un  rayon  incident,  (^' P  prolongé  est  le  rayon 
rélléclii  : 

Le  lien  décrit  par  le  pôle  Q'  est  donc  une  (tnli- 
c(tuslif/ne  de  la  roulcHe  pour  des  rayons  perpendi- 
culaires à  la  base. 
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Projelons  l^  en  tc  sur  Oy;  traçons  le  cercle  de 
centre  O  et  de  rajon  Oît  et  menons  par  O  une  droile 
parallèle  à  l'axe  polaire  [^X  qui  coupe  le  cercle  en  P'. 
Je  dis  que  le  lieu  de  P',  quand  P  décrit  la  roulette^ 
est  une  courbe  égale  à  lapolaire.  En  elTet,  les  rayons 
vecteurs  des  deux  courbes,  issus  respectivement  de  O 
et  de   P,    sont  égaux.    L'angle   polaire   P'Oj?  =  (o  est 

éiial  ;'i  -  — es;  d'où  di^<y  =  —  dz>.  Les  arcs  élémentaires 

(les  deux  courbes  sont  égaux  :  ce  qui,  ajouté  à  l'égalité 
des  rajoiis  vecteurs,  déinonire  la  proposition. 

Revenons  à  la  formule  (6).  t/ca  étant  égal  à  —  >  elle 
peut  s'écriie 

Oii  peut  encore  la  mettre  sous  la  forme 

(8)  ^  =  ^, 

^    ^  ds        dr 

car  on  a  pour  o  la  valeur  connue 

/•  dr 

?  =  ^- 

Quelle  rpie  soit  la  courbe  rjiobile,  elle  peut  toujours 
être  définie,  soit  [)ar  une  relation  entre  o  el  /•,  soit  par 
une  relation  entre  p  et  /■.  Prenons  la  formule  (~)  et 
supposons  que  la  courbe  mobile  ait  pour  équation,  ce 

(pii   est  le  cas   le    |)lus  sim|)le,   -  =:  K,    Iv   étant    une 
coiislanle. 

Il  en  iM'sultc  (h  ^^  K  ds.  Mais  ds  est  ésiil  à  dl 

(/  =  OM); 
donc,  si  la  courbe  mobile  est  (caractérisée  par  la  reia- 

Ann.  de.    Mdtliénutt.,  4'  siirie,  l.  \V.  (Juin  191').)  1'*^ 
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lion 

-  =  K, 

p 

la  roulette  décrite  par  le  pôle  est  telle  que  ses  nor- 
males découpent  sur  la  base  et  sur  la  roulette  des  seg- 
ments proportionnels.  Ces  courbes  ont  été  étudiées 
à  plusieurs  reprises  dans  les  Nouvelles  A  finales  {voir 
Kjoâ,  p.  181-184,  337-44^^5  481-482;  1914.  P-  97 
et  suiv.).  Les  roulettes  ainsi  obtenues  sont  intéres- 
santes, parce  qu'elles  fournissent  une  classe  de  courbes 
rectifiables  par  la  ligne  droite.  On  sait  que,  parmi  les 
courbes  classiques,  il  y  en  a  fort  peu  qui  jouissent  de 
cette  propriété. 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  mobile  soit 
définie  par  une  relation  entre  p  et  /'.  La  formule  (8) 
montre  que  l'hypothèse  la  jilus  sinqde  est  celle  où 

d/> 

—  —  const.; 

d:r 

mais  en  réalité  ce  cas  n'est  pas  distinct  du  précédent 
en  vertu  de  la  relation 

_  /•  ,/r 
'  dp 

Ecartant  cet'e  hypothèse,  on  est  alors  CDuduit  au\ 
deux  suivantes  :  soit 

II/-  /) 

soit 

ar  r 

La  |)rem)rre  coi'respond  au  cas  où  la  coiii-bc  roulante 
est  une  épicycloùle  ;  la  seconde  au  cas  où  elle  est  une 
spirale  sinusoïde. 

\in   eflet,   Téqualioii    tangentiellc  polaire  d  une  épi- 
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cvcloïde  étant 

p  =  %  sin/Hcp, 

on  en  déduit 

p'  =  ma.  cosmcp; 
puis, 

/•2  ^=  p-i^  p'i  =  a2(sia-/?iC3  -+-  m-  cos^  m  o  ) 

—  {\  —  /H-)p^--  ni^oi.^  ; 
d'où 

di        dp  I  r 

ds        dr        I  —  m-        p 

Si  l'on  désigne  par  V  l'angle  sous  lequel   le   rayon 
vecteur  PM  coupe  la  courbe  mobile,  on  a 


P  = 

=  /•  s'\n\  ; 

d^ 

ds 

1  - 

i                   i 
r  X  ^—n 

—  Ni-        sni  V 

donc 


Or  f/o-sin  V  représente  la  projection  de  Tare  élémen- 
taire de  roulette  sur  la  base;  doue  : 

Lorsqii  une  épicycloïde  roule  sur  une  droite.,  le 
centre  de  son  cercle  directeur  décrit  une  courbe 
telle  que  Ici  projection  d'un  cire  quelconque  sur  la 
base  est  proportionnelle  à  Varc  correspondant  de 
V  épicycloïde. 

Nous  avops  vu  plus  haut  que  cette  roulette  est  une 

ellipse.  L'éfpiation  tangentielle  d'une  sjnrale  sinusoïde 

('tant 

pi»  —  a'"  ?in  /«ç, 

on  en  lire  par  dilTérentiation 

pm-\ p'  =  dui  cos/ncp, 
puis 

p"-  «^'" 

/•2  =  pi.  +  p'i  r~.    ^-L ^ 
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el  par  différenliation 

p  dr  -\-  {  m  —  I  )  /•  dp  =  o  ; 

donc 

d^        dp  I         p 

ds         dr        I  —  m    r  ' 

et,  en  remplaçant />  par  /'sinV, 

sin  ^ 

f/<7  ==  ■ ds. 

I  —  m 

Mais  r/5sinV  représente  la  projection,  sur  l'arc  de  la 
roulette,  de  réiément  d'arc  de  la  courbe  roulante;  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose,  de  l'élément  de  la  base. 
D'autre  part,  on  sait  que,  lorscpi'une  spirale  sinusoïde 
roule  sur  une  droite,  son  pôle  décrit  une  courbe  de 
Piibeauconr.  On  a  donc,  pour  cette  dernière  courbe,  la 
propriété  suivante  : 

Les  normales  aux  extrémités  d'un  arc  infini- 
ment petit  d^ une  courbe  de  Ribeaucour  découpent 
sur  la  base  un  élément  dont  la  projection  sur  cet 
arc  lui  est  proportionnelle. 

Quadrature.  —  L'aire  comprise  entre  un  arc  de 
roulette,  les  ordonnées  de  ses  extrémités  et  la  base 
a  pour  expression 

i:  =   I     ydx\ 
ou  bien,  en  vertu  des  formules  fondamentales, 

Or,  l'aire  cori'cspondanle  de  la  podairc  est  éi;ale  à 
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d'où  ce  ihéorème  dû  à  Steiner  : 

La  surface  comprise  entre  un  arc  de  roulette,  les 
ordonnées  extrêmes  et  la  base  est  double  de  la  sur- 
face correspondante  de  la  podaire. 

Mais,  en  dehors  de  l'aire  précédente,  on  peut  en 
considérer  une  autre  liée  à  la  roulette;  c'est  celle  qui 
est  balayée  par  le  ravon  vecteur  PM  pendant  le  dépla- 
cement de  la  courbe  mobile;  autrement  dit,  c'est  celle 
qui  est  limitée  par  l'arc  de  la  roulette,  les  normales 
à  ses  extrémités  et  le  segment  de  la  base  compris 
entre  ces  normales. 

Soient  PM  et  P'M'  deux  positions  infiniment  voi- 
sines du  rayon  vecteur.  Le  quadrilatère  mixti- 
ligne  PP'M'M  est  égal  à  la  somme  de  deux  secteurs. 
Le  premier  a  pour  sommet  le  point  P,  pour  base  l'élé- 
ment de  la  courbe  mobile;  son  expression  est  ~  pds. 

car  il  peut  être  remplacé  par  un  triangle  de  base  ds  et 
de  hauteur  p.  Le  second  a  pour  sommet  le  point  M, 
pour    base     l'élément    de     roulette;     son     expression 

est  -  r  dn,  puisque  la  roulette  est  normale  à  PM.  On  a 


2 

donc 


Mais 
par  suite 


<^/Si  ^^  -  p  ds  -\ —  /•  dz. 


di  =  -  du  ; 


d^^  =  -{  p  -\-  —  \ds. 


Supposons  (pie  la  courbe  appartienne  à  la    famille 
définie  parla  relation 


'--■^ 
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à  cause  de 

,  _  /•  dr 

'  dp 

on  aura 

K;=/?-^2c         (a  =  const.); 

d'où 

d^  ,^^pds-\ —  X  ds. 

Lorsqu  une  courbe  définie  par  la  relation  -  =  K 

roule  sur  une  droite.  Vaire  balayée  par  la  normale 
est  telle  que  son  excès  sur  le  double  du  secteur  cor- 
respondant de  la  courbe  mobile  est  proportionnel 
à  la  longueur  de  l' arc  de  celle-ci. 

L'élément  daire  d-f  peut  encore  s'écrire 

.x,=-;(,.,.|)... 

Si  la  courbe  roulante  est  une  spirale  sinusoïde,  on  a 

(voir  plus  haut  ) 

^  =       ^       t  ■ 
dr        1  —  m    r  ' 

par  suite, 

rfl,=  — pds. 

•2  (m  —  1  ;  •* 

Mais-/)c?5  représente  l'élément  de  surface  tle  la 
courbe  mobile.  Donc  : 

Lorsqu'on  fait  rouler  une  spirale  sinusoïde  sur 
une  droite^  la  courbe  de  Ribcaucour  engendrée  par 
son  pôle  est  telle  que  la  surface  comprise  entre  un 
de  ses  arcs,  les  normales  aux  deux  extrémités  et  la 
base,  est  proportionnelle  à  la  surface  du  secteur 
correspondant  de  la  spirale. 

Courbure.   —  L'expression    connue    du    rayon   de 


(  3<)3  ) 
courbure  Iv  de  la  roulette, 


R=: 


clr  ci' y  —  cl  y  cl-  x 

se  met  facilement,  au  moyen  des  formules  fondamen- 
tales, sous  la  forme 


R 


PP  —P 


A   son    tour    celle-ci    est    susceptible   de    nombreuses 
transforniii lions.  On  peut  l'écrire 


^9) 

et,  puisque 

on  aura 

(lO) 


ip-.^p'-i^i 


p  (p-^i>"  )  —  i  p-^  p'-) 


/p2  -f-  ^j*2  =  r-,         p  -t-  //  =  p, 


R 


P?  —  '- 
Ij^u  remplaçant />  par  /•sinV,  on  trouve 


^ii) 


R 


sjii  \  —  r 


r  dr 


En  snbsliluant  dans  (lo)  —j-  à  p,  on  obtient 


{vx) 


r\clr 


p  dr       r dp 


La  formule  (i  i)  peut  encore  se  transformer  comnic 
il  suit  : 


(i3) 


sin  V  -I —  =0. 

R  +  /•        /•/  p 


Soit  (i  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  nK)bile, 
correspondant  au  point  tie  contact  M;  le  cercle  décrit 
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sur  MC  comme  diamèlre  coupe  PM  en  y.  On  a 

M  Y  =  p  sin  V  ; 

doù,  en  verlu  de  (i  i), 

Celle  dernière  fonmile  donne  la  conslruclion  siiiviinle 
pour  le  centre  de  courbure  de  la  roulclle  : 

Tirer  P(Z  jusquà  son  point  de  rencontre  as.ec  la 
perpendiculaire  élevée  en  M  à  PM  ;  par  celui-ci 
mener  une  perpendiculaire  à  la  base.  Cette  perpen- 
diculaire coupe  PM  au  centre  de  courbure  cherché. 

La  relation  (i  i)  peut  encore  s'écrire 

I  p  siiA  I 

H  ^  ~72  7.  • 

D'autre  part,  le  rayon  de  courbure  de  la  podaii-e,  lieu 
du  point  (^,  a  pour  expression  connue 

I     _  -JL         p  sin  V 

d'où  par  addition 

I  11 

H  "^  H^  ""  7' 

De  celte  reialion  on  peut  déduire  le  ihéoièine  de 
llabicli,  (pie  nous  avons  démontre  ci-dessus. 

Les  valeurs  (10),  (i  i),  (i'-^),  (i-»)!  (14)  ^1"  ra_\on  de 
courbure  U  sont  au  fond  équivalentes;  mais  elles  per- 
metlent  de  choisir,  dans  cliiique  cas  parliciilier,  celle 
<pii  convient  le  mieux  au  problème  (|u'on  Iraile. 

Si  l'on  veut  que  la  roulette  soit  un  cercle,  on  doit 
avoir,  d'après  (  1  y), 

r-^dp 

— ; '- — —  =  a         ia  —  consl.J, 

r  ap — pdr 


(    2(ij   ) 

ou  bien 

dp  a  dr 


p         lia  —  /•  ) 

En  inlëgranl  on  iroiive 

<•/  ,  .... 

p  =  (c  =  constante  arbitraire); 

a  —  r 

c'est  l'équatioii  de  la   courbe  cherchée  entre   les    va- 
riables /)   et  ;•. 

Si  l'on  fait  rouler  un  cercle  sur  la  base  rectiligne, 
un  point  de  sa  circonférence  décrit  une  cjcloïde.  f^a 
forjîiule  (i4)  donne  imuiédiatetnent 

R  =  2PM. 

Dans  la  cjcloïde  le  rayon  de  courbure  est  double  de 
la  normale. 

Supposons  (pie  la  courbe  roulante  appartienne  h  la 
laniiUe  caractérisée  par  la  relation 

i  =  K. 

P 

O,  /■  dr 

n  a,  en  vertu  de  o  =  — r- ' 
'  dp 

—7-  —  K,         p  =  K/'  -!-  a  (  a  =  con?t.) 

et  la  forunile  (l^>)  donne 


ce  qui  fournit  une  construction  du  centre  de  courbure 
de  la  roulette.  Si  la  courbe  mobile  est  l'cpicjcloïdc 
d'équation  tanj^entielle 

/j  =  a  sin  /«(f, 
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on  a 

p'  =  m  a  coi/ti  rp,         //'  =  —  ni- y.  sin  m  o  ; 

p  =:  /)  -f-/)"  =  (i  - —  m-  )a  sin  /??  '^  =  Ti  —  "*'")/'  ; 

/■-  =  p--r-  p'-  =  (I  —  m- )p'--r-  ni-OL'-. 

En  porlant  ces  valeurs  clans  (lo),  on  obtient 

m'-y.- 

Le  rayon  de  coiiibure  est  proportionnel  au  cube  de  la 
normale.  Les  coniques  seules  jouissent  de  cette  |>io- 
priété. 

Prenons  enfin  pour  courbe  roulante  la  spirale  sinu- 
soïde d'équation 

p'"  =  a'"  sin/?j  o. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  pour  ces  courbes  on  a  la 

relation 

f//'        (  i  —  m)r 

/•  rir 

et,  comme  z  =.  —, — , 
dp 


({  —  m)  r- 

p  =^   '. 

P 
Or 

p  =  r  sin  V  ; 
donc 

p  sin\  =  (i  —  /»)/", 

et,  en  porlant  cette  valeur  dar)s  (i  i),  on  arrive  à 

K  =  -  -  ^. 
m 

Le  rayon  de  courbure  est  donc  proportionnel  à  la 
normale.  Cette  propriété,  généralisation  d'une  pro- 
priété classi(|ue  de  la  cycloide,  caractérise  les  lignes 
dc][Kibeaucour. 
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(^ue  faul-il  pour  que  R  soit  infini  ?  En  vertu  de  (i  i) 

on  doit  avoir 

p  sin  V  =  /•. 

Mais  cette  relation  n'a  lieu  que  pour  les  points  du 
cercle  décrit  sur  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
roulante  comme  diamètre.  Tous  les  points  de  ce  cercle 
se  trouvent  donc  en  un  point  d'inl1ex.ion  de  leur  tra- 
jectoire; d'où  le  nom  de  cercle  des  inflexions  qui  lui 
a  été  donné. 

Passons  à  l'étude  de  la  courbure  d'une  roulette  tan- 
gentielle,  c'est-à-dire  de  la  courbe  enveloppée  par  une 
droite  entraînée  dans  le  déplacement  de  la  courbe 
mobile. 

On  a  vu  plus  liaul  que  léqualion  de  la  droite  PX 
était 


(r5) 


•   I  pdojcoso  —  (y — p)sino  =  o. 


En  dérivant  deux  fois  on  obtient 

fi6)  .r  sin<f -f-_;K  cosç  —  5  sin  es  =  o, 

(17)  X  COSC2  — y  sino  —  p  sino  —  scoscp  =  o. 

L'écjuation  (16)  nous  montre  que  le  point  de  con- 
tact de  la  droite  avec  son  enveloppe  s'obtient  en 
menant  par  M  une  perpendiculaire  à  PX.  Soit  IN  ce 
point.  L'éfjuation  (17)  |>rouve  cpie  le  centre  de  cour- 
bure de  la  roulette  tangentiellc  est  à  l'intersection 
de  MN  et  de  la  parallèle  à  PX  menée  par  le  symé- 
trique C|  du  centre  de  courbure  C,  par  rapport  à 
la  base. 

Les  équations  (i5)  et  (16)  donn(;nt,  pour  les  coor- 
données de  N, 

.r  =  *  —  (p  sin^  -+-  p'  cos(^  )  coso, 
^  =  (y?  sincp -H^' coscp)  sfnip. 
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Mais  on  a 

ÎNIN  =  p  sin  (3  -t-  />'  costo; 

en  désignant  cette  quantité  par  cj  on  obtient,   pour  x 

eus 

a-  =  s  —  q  cosiy,         y  =  (J  siiicp. 

Des  équations  (16)  et  (17)  on  déduit,  pour  les  coor- 
données du  centre  de  courbure  c, 

^  =  *  H- P  sincp  coscp,         r,  =  —  psin^tç. 

Par  suite,  si  l'on  appelle  R,  et  o-,  le  rayon  de  courbure 
et  l'arc  de  la  roulette  langentielle,  on  a 

Rf  =  {x  —  ;;24_  ( j  —  r^f^—  (9-  -+-  p  sinç)2, 

(/j,  ^  R,  (/cp  =  I  sin  ti  -H  —\ds; 

la  première  de  ces  formules  résulte  évidemment  de 
la  construction  que  nous  venons  de  donner  du  centre 
de  courbure. 

Celle  construction  montre  aussi  que  les  centres  de 
courbure  des  courbes  enveloppées  par  les  dilTérentes 
droites  entraînées  par  la  courbe  mobile  sont  sur  le 
cercle  décrit  sur  MC,  comme  diamètre.  Il  a  reçu  le 
nom  de  cercle  des  rebroussements  :  c'est  le  lieu  des 
points  de  rebroussemenl  (|ui  se  présentent,  à  un  instant 
donné,  sur  toutes  les  roulettes  tangentielles  ;  cl  l'on 
j)eut  noter  que  toutes  les  tangentes  de  rebroussemenl 
concourent  en  C,. 

Si  la  courbe  mobile  est  un  cercle,  on  a,  pour  la 
roulette  langentielle  d'un  de  ses  diamètres, 

a  .  a 

X  =  -{■zf  —  sin2(p),        ^=-(1—  cos2(f); 

c'est  une  cycloïde. 

Si  c'esl  une  courbe  de  iiibeaucour,  on  sait  que  sa 
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directrice    détache   sur   la   normale    un    segment   égal 
à  Kp.  Mais  q  =  Kp  sin'j,  donc 

K-+-  i 

par  conséquent  la  roulette  tangentielle  enveloppée  |)ar 
la  directrice  est  aussi  une  courbe  de  Ribeaucour. 

En  particulier  pour  R=  —  -,  ce  qui  correspond  à 
la  parabole,  on  a  R|  ^  —  q\  ce  qui  caractérise  la 
chaînette. 

La  directrice  cV une  parabole  cjni  roule  sur  une 
droite  enveloppe  une  chaînette. 


II.  —  G 


LISSETTES. 


Formules  fondamentales.  —  Lorsqu'une  courbe 
plane  de  forme  invariable  se  déplace  en  restant  tau- 
gente  à  deux  courbes  fixes  données,  un  point,  (pii  lui 
est  invariablement  lié,  décrit  une  courbe  appelée  glis- 
sette.  Par  exemple,  si  une  ellipse,  de  grandeur  con- 
stante, reste  constamment  tangente  à  deux  droites,  son 
centre,  ses  foj'ers,  ses  sommets  décrivent  des  glisselles. 
Il  |)eut  se  faire  que  les  courbes  (ixes  soient  des  cercles, 
et  même  des  cercles  infiniment  petits  :  c'est-à-dire  des 
points.  Comme  cas  encore  plus  particulier,  on  peut 
supposer  que  les  deux  points  soient  confondus,  et  alors 
on  a  une  courbe,  de  forme  invariable,  qui  se  déplace 
en  restant  tangente  à  une  droite,  toujours  au  même 
point.  Ainsi,  si  l'on  considère  loules  les  |)arabolcs 
égales,  tangentes  à  une  droite  donnée,  en  nu  point 
donné',  les  lieux  des  foyers,  des  sommets,  elc.  sont  des 
glisscttes;  les  enveloppes  des  axes,  des  directrices,  etc. 
sont  des  glissettes  tangentieiles. 
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IJailleurs  le  problème  des  glisseltes  n'est  pas  dis- 
tinct du  problème  des  roulettes,  comme  le  prome  le 
théorème  bien  connu  suivant  : 

Les  gUssettes  à  base  rectiligne  cVune  courbe 
donnée  sont  identiques  aux  roulettes^  à  base  recti- 
ligne^ de  la  développée  de  cette  courbe. 

En  elFet,  si  une  courbe  de  forme  invariable  se 
déplace  en  passant  par  deux  points  fixes,  le  centre 
instantané  de  rotation  est  à  Tinterseclion  des  normales 
qu'on  peut  lui  mener  en  ces  deux  points.  Cela  est  vrai 
même  si  les  deux  points  sont  infiniment  voisins.  Mais 
alors  le  centre  instantané  se  trouve  sur  la  perpendi- 
cubiire  élevée,  par  le  point  de  contact,  à  la  droite  cpic 
touche  la  courbe  mobile.  Celte  perpendiculaire  est 
donc  le  lieu  de  ce  centre  dans  le  plan  (i\e.  D'autre 
part,  ce  centre  est  constamment  le  point  de  rencontre 
de  <leux  normales  infiniment  voisines.  Le  lieu  quil 
décrit,  dans  le  plan  mobile,  est  donc  la  développée  de 
la  courbe  mobile;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Cela  posé,  prenons  un  système  d'axes  rectangu- 
laires Ox  et  Oy,  formé  par  la  droite  donnée  et  sa 
normale  au  point  de  contact  fixe  O.  Soii  P  le  point, 
invariablement  lié  à  la  courbe  mobile,  dont  on  cherche 
le  lieu.  f/c(|uation  tangenticlle  |iolaire  de  cette  courbe, 
rapportée  au  point  P  pris  comme  pôle,  et  à  une  droite 
arbitraire  PX  comme  axe  polaire,  est 

a:  coscp -i- jK  ^i'i«f  — /^  =  0         l/^=/(9)]- 

Les  coordonnées  du  point  I*  sont 

(18)  X  ^0(1^  //,        j  -.-^  PQ  =/). 

Par  exemple,  si  la  courbe  mobile  est  une  ilévelop- 
pante  de  cercle  p  =  a  y,  la  glisselte  est  la  droite  x  =  a. 
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vSi   c'est  une  spirale    logarithmique,   le   pôle  décrit    la 
droite  x  —  niy  =  o  ;  si  c'est  un  cercle  de  rayon  a, 

p  =:  a.  costs  H-  ,3  sincp  —  a; 
on  a 

X  =  —  a  sin  'f  -+-  [3  cos  'j,         J'  —  ^  cos  ç>  H-  [B  sin  -^  —  a\ 

d'où 

Le  lieu  est  un  cercle,  résultat  évident  a  prio?i. 

Problème    inverse    des    p^lissettes.    —    Les    (or- 
mules  (i8),  C|ui  donnent 

le  résolvent  complètement.  Après  ce  qui  a  été  dit  à 
propos  des  rouleites,  sur  ce  sujet,  il  paraît  inutile  d'y 
revenir. 

Enveloppe   d'une   droite.   —   L'équation    de    l'axe 
polaire,  PX,  étant 

(19)  {x  /?')  COSID  -i-  (/  — />)  sin  Cp  rr:  o, 

l'équation  tangenlielle  de  la  courbe  qu'il  enveloppe  est 
V  =  p  un  'ç,  -r-  p  cos'j). 

Pour  trouver  les  coordonnées  dn    point  de  contact, 
dillérentions  (19);  nous  obtenons 

(■>.o)         .r  silice  —  [y — p_)coscp  =  o         (  p  z=  j} -\- p"  ). 

De  (i())  et  (20)  on  déduit 

X  =  (  p'  cos  9  —  //'  si  n  cp  j  cos  'y, 

y  =  p  -h  (/>'  siii'^  -f-/>"  cos«p)  coscp. 

L'é(pialion  ( 'io)  montre  que  le  point   de  conlacl  es! 
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à  linlerseelion  de  Taxe  PX  et  de  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  lui,  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
mobile. 

Reclijicalion.  —  On  a  évidemment 


ds  =  \^ P'-r-  p"-  d'^  =  /'i  do  ; 

r,  désignant  le  ravon  vecteur  albmt  du  point  décrivant 
au  centre  de  courbure  de  la  courbe  mobile.  On  retombe 
donc  sur  la  formule  de  la  théorie  des  roulettes  où  /• 
est  remplacé  par/-,.  C'est  un  résultat  auquel  on  devait 
s'attendre  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 

Ouadratiirc.  —  L'aire  comprise  entre  un  arc  de  la 
glissette,  les  deux  ordonnées  extrêmes  et  la  base  a 
pour  expression 

v=     f'^pp-do. 

Celte  formule  ne  paraît  pas  conduire  à  des  résultais 
intéressants;  mais,  si  Ton  rem|)lacc  Taxe  des  x  |)ar 
l'axe  des  y,  l'aire  analogue  a  pour  expression 


f'p'do: 


c'est-à-dire  qu'elle  est  le  double  de  la  surface  corres- 
pondante (le  la  podaire  de  la  développée  de  la  courbe 
mobile  :  résultat  conforme  à  celui  (|ui  a  été  trou\é 
dans  la  iht'oiie  des  roulettes. 

Courhiirc.   —   L'expression  du   raNon   d»^   courbure 
de  la  iilissette  se  met  aisément  sous  la  l()nu(! 


/'  /i 


qui  est  idenllque  à  celle  trouvée  pour  le  rayon  de 
courbure  d'une  roulette,  à  condition  de  remplacer  les 
éléments  de  la  courbe  mobile  par  ceux  de  sa  déve- 
loppée. 

Quant  aux  coordonnées  du  centre  de  courbure  d'une 
giissette  langentielle,  on  les  obtient  en  dift'éren- 
tiant  (20),  ce  cfui  donne 

(îîi)  X  cosco  +  y  sin  es  —  0  ?in  's  -!-  pi  coscp  =  o 

et  en  résolvant  (20)  et  (21).  On  trouve  ainsi 

î  =  —  pi  cos-«p,         '1  =  p  —  ?i  siucp  coso. 


K'5c] 

IVOTK  m\  LA  LKMOIMK\i\E; 

Par  m.  AURIC. 


D'après  un  théorème  bien  connu,  lorsque  deux 
triangles  T,,T2  sont  homologiques,  les  points  d'inter- 
section des  côtés  non  homologues  sont  sur  une  co-. 
nique  1^  que  nous  appellerons  lemoinienne ,  parce  que 
le  premier  cercle  de  Lemoineest  un  cas  très  particulier 
de  cette  proposition. 

Nommons  1,  2,  3,  4,  5,  6  ces  points  d'intersection; 
avec  les  quinze  droites  qui  les  joignent  deux  à  deux 
on  peut  former  quinze  triangles  homologiques  deux  à 
deux. 

Chacun  de  ces  triangles  est  homologique  à  huit 
autres  :  ainsi  T=  12. 34.  56  est  homologi([ue  à 


(i 


ÎTo  =      I  4. ■>,>.)(■)         I  ).■».().  |)         rj.25.4<)         i(..'.G.3> 
T.,—      16.23.4)         i3.2|.)0         i().24.3j         ij.'iS.jG 
Ann.  de  Malhcnial.,  4°  série,  l.  W .  (Juin  igi').)  '9 
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Les  six  autres  triangles  ont  un  côte  commun  avec  T( 
et  ne  lui  sont  pas  proprement  liomologicpies  : 

li.  35.46  i5.j4--'-6  li.ij.Jb 

12.36.45         16. 34. 25         i4.^.3.5() 

On  peut  grouper  les  triangles  trois  par  trois,  de  îaenn 
(piiis  aient  même  centre  d'Iiomologie  C  et  les  trois  axes 
d'homologie  concourant  en  un  point  V.  Un  triangle  tel 
que  T|  peut  être  ainsi  groupé  de  quatre  manières  diffé- 
rentes suivant  les  colonnes  du  Tal)leau  (i). 

Prenons  1  1  comme  triangle  de  référence. 

Vppclons  —  )  —  )  —  les  coordonnées  barvcenlriques 
du  centre  d'Iiomologie  G,  commun  à  T,,  To,  T:^  et  soil 
riiXi-^  iiox-i^  ii^x-i  =  o 

l'équalion  de  l'axe  d  homologie  de  1  o  et  T^  ou  A^^. 
La  leinoinienne  T^  aura  |)Our  équation 

^(  in'\  n\  )X\  —  ■}.{  IHillli-r-  lloHijTiXi  =  o 

ou 

yL//i\x\       1  m -2 1)1 3 X ■> :t  .i  —  (  yi  /iiXi  y-  =  o. 

Sous  cette  forme  on  voit  immédiatement  (|ue  L  esl 
l)itangenle  à  une  conirpie  insciite  dans  T,,  les  points 
de  contact  avec  les  côtés  de  T,  étant  les  |)ieds  des 
céviennes  de  C  et  la  corde  de  contact  étant  Taxe  Ao:j. 

r.cs  deux  iiutres  axes  dhomologie  soni 

Ap.  :  X(  i)i\  —  «1  )xy  =  o, 

A,-,  :  i:{//(  1-4-  «1)3-1  —  o. 

liCS  trois  axes  A ,2,  A23,  A3,  forment  donc  un  faisceau 
liaT-monique  avec  la  ptdaire  Irilinéaire  de  G  par  rapport 
à  T,  dont  l'équation  est 

1//?1  .7'i  =  O. 
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La  polaire  de  C  par  rapport  à  L  s'écrit 


,j-,  =  o; 


elle  passe  également  par  le  sommet  du  faisceau  ci-dessus 
défini. 

Nous  obtenons  ainsi  sept  droites  concourantes  savoir: 
les  Irois  axes  d'Iiomologie  qui  sont  également  les  cordes 
de  conlact,  les  polaires  trilinéaires  de  C  par  rapport 
aux  triangles  Tj,  To,  T3  cpii  sont  les  conjugués  liarmo- 
niques  d'un  axe  par  rapport  aux  deux  autres  et  enfin  la 
polaire  de  C  |)ar  rapport  à  L. 

La  lemoinienne  est,  en  définitive,  bitangente  à 
soixante  coniques  inscrites  par  groupes  de  quatre  dans 
chacun  des  quinze  triangles,  les  |)oints  de  contact  avec 
les  côtés  étant  les  pieds  des  céviennes  du  centre  d  ho- 
niologie  correspondant.  Ces  coniques  et  les  triangles 
correspondants  peuvent  être  groupés  par  trois,  de  ma- 
nière que  la  corde  de  contact  soit  l'axe  d'Iiomologie  des 
deux  autres  triangles  du  groupe. 

La  lemoinienne  s'éciit 

elle  est  donc  Iiomothétique  à  la  conique  circonscrite 
représentée  par  le  second  membre. 

En  particulier,  si  à,o  est  la  droite  de  l  infini 

i-.r/;=(),  />i/— /*/ =  coii^t., 

et  celte  conique  de\  ienl 

il  012/11:^X2X3  =  o. 

Si  G  est  le  |ioint  de  r>emoiue 


(  ^7M 
et  la  conique 

I.a]X2X3=  o 

est  le  cercle  circonscrit  comme  on  devait  s'y  attendre, 
puisque  dans  ce  cas  la  lemoinienne  est  un  cercle. 
La  lemoinienne  s'écrit  également 

I.(mi-h  ni)xil.(mi  —  /j,)a7i  =  4-  m  o  013X^0-3. 
On  en  déduit  la  proposition  : 

Les  points  d^intersec/ion  des  deux  axes  A,o,  A|:( 
aree  L  sont  sur  une  conique  circonscrite  à  T,  cjui  est 
précisément  l'inverse  de  la  polaire  trilinéaire  de  C 


Si  l'on  appelle  y,,  q,^  q-i  les  coordonnées  du  pôle  Q 
de  A23  par  rapport  à  L  on  a 

Les  coordonnées  du  centre  de  L  sont 

71(71  — 72-;- '73)—  2/i(/«2-i-  /"3), 

72(71-+-  72+  73)—  •>./.(W3-H  »M), 

73(71-*-  7-2  -+-  73"!  —  3/c(/»i  -;-  ni,) 
avec 

/•  =  nii  in^m:i  -+-  '"1  >t  l 'h  -f-  iityii^  «j  -f-  ni^  /i[  n>. 
L'équation  tangenliclle  de  L  est 

(7i"i-+-  72"2—  73"3j'-—  4/'-/"i"2"3=  o. 
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[L^ll] 

COURBURE  mu\m  DE  L'ELLIPSOÏDE  ET  DU  CYLINDRE 
ELLIIMIOIE,  EXPRIMÉE  A  L'AIDE  DES  FO\CTIONS  DE 
LAMÉ  ; 

Par  m.  B.  GLOBÂ-MIKHAÏLENKO. 


j.   En  considérant  : 

L'ellipsoïde 

^  ^  Il 
a  b 


et  prenant  pour  coordonnées    elliptiques   les   racines 
positives  u  et  v  de  l'équation 


,  .-  H r-  —  I  =  O, 


M.  Darboux  (Leçons  su?'  la  théorie  des  surfaces^  t.  II, 
p.  3-c))  donne  les  expressions  suivantes  pour  les  rayons 
principaux  de  la  courbure  de  l'ellipsoïde  : 


yj  abc  '  \J  abc 

d'où  l'on  déduit  la  courbure  moyenne 

(2)  - -h  —  =  —  y/otoc -' 

L'identité  bien  connue 


rt  — X        6  — X        c  — X~     ~  (a  —  'k){b  —  \}{c  —  l) 
(jue  nous  écrivons,  en  tenant  compte  de  l'équation  (i), 

X2  —  (  rt  H-  6  +  C  —  572  _  J/2  _  -2  i  X 

-h  ab  -h  ac  -h  bc  —  ( b  ->.-  c) X-  —  ( a  -+-  c)_y^~  (a  -h  b)z- 
=  (X-«)(X-p), 
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nous  donne 


u  -^  i>  =  a  -\-  b  -\-  c  —  X-  —  j2  —  ^2^ 
in>  =  ab  -^  bc  -{-  ac  —  (b  +  e)x'^ 
—  (a  -\-  c) y"- —  (a  —  b)z-. 


el  en  tenant  compte  de  (i)  on  a 

bc  ac     „       <^b 

uv  =  ■ — -x-  -i — 1-  r  +  —  -2  • 
a  b  ^  c 

Substituant  ces  expressions  dans  (2)  on  a  la  cour- 
bure moyenne 

(3)  1 T  =—  \Jabc ■ ^• 


b  ^^"^    c   ^', 

2.  Ecrivons  maintenant  cette  formule  avec  les  nota- 
tions de  Poincaré  [Figures  d^ équilibre  d^ une  masse 
jluide^  leçons  professées  en  1900,  ou  Acta  mathe- 
matica^  l.  VII).  Dans  ces  notations,  pour  les  coor- 
données elliptiques  dans  l'espace,  on  jnend  les  ra- 
cines p,  a,  V  de  l'équation 

X-  y-  z"^ 

'  =1. 


Les  fonctions  de  Lamé  11,,  M/,  Nj  s'écrivent 


Hfi  =  s^'/'—a\){f—b\), 

M/  et  N/  s'(jbticnnenL  en  remplaçant  successivement  p 
par  ]x  et  v. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  sera  alors 

xi  y1  5Î 
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Ensuile,  j)Osant 


h]  =  [al  —  bl)(a\—  c}), 
li\  =  (  O'I-i-  a])  (b'I—  c]  ), 

/'3  =  (CÏ  — «^l)(Ci—   ^'ï), 

on  a 

enfin,  coniparanl  avec  les  notations  de  M.Darboiix,  on  a 

a  =  K  j ,  />=!!],         c  =  R  J , 

et  la  formule  (3  )  s'écrit 


--+--^=-UiH2H, 


Rî     ^  RI     -^  RI     ^ 


P».emi)la(;ant  .r,  _)',  :;  dans  le  dénominateur  par  leurs 
valeurs,  on  trouve 


'  '  DM       1. 

-  +  — =      Ri  Ro  i>.-j 

0  0 


R  î  -H   R  5  +   R  I  J"2  _  ^,2 32 


Mais,  dans  ces  notations,  les  cosinus  de  la  norniale 
avec  les  axes  coordonnées  sont 

cos(/?,  X  )  =  / /il  Ml  N]  R4, 
cosC»,^)  =  //'0M2N2R5, 
cos(/i,   3  )  =  1/13  M.fNs  Rg, 
où  l'on  pose 

I  P 


l*  étant  la  dislance  du  centre  au  plan  tangent  à  l'ellip- 
soïde au  point  (;r,  }',  z). 

Remarquant,  de  plus,  (pie  le  volume  di;  l'ellipsoïde  est 


cl  désif^iiaiil  par 


T     =      iTTii,    RoR;j 


R2=  [{]-\-  R|-h  R^ 
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le  carré  de  la   diagonale  du   parallélépipède  construit 
sur  les  demi-axes,  et  par 

le  carré  du  rayon  vecteur  du  point  (^,  J',  5),  nous  au- 
rons définitivement 

i   +  1    =  _  A   T(  R2_  ,.o)/3  =  _    l!;Z^  (  IV2  _  ,.2)p3. 

P       p  4  ~  \)  i  ■ 

3.  Pour  le  cylindre  elliptique,  un  des  rayons  prin- 
ci|)aux  de  courbure  est  infini,  et  la  courbure  moyenne 
se  ramène  à  la  courbure  de  lellipse  de  la  section  droite. 
Employant  des  notations  analogues  à  celles  de  Poincaré 
(Comptes  rendus,  t.  lo9,  p.  646)  on  a 

a:-  =  //H,Mi,         )-  =  //K.iM..         //M,  =  sinv,         //M2=cosv, 
cos(rt,  .r)  =  ///.Ml  1^0,         cos(«,  >-j  =  A/  M,  H,  ; 

l'aire  de  l'ellipse  est 

A  =  TtRiR.. 

Portant  ces  valeurs  dans  la  formule  connue 

!         dx  d'y  —  dy  d-  x 

1  "^  ' — ^ — ' 

t  dx^-h  dj^y^ 

on  trouve 


^  (A2R2I\12-+-A2Rpi2)4 


I  7:2 

^  _  A  /3  =         pn, 

7:  A  - 


P  désignant  toujours  la  distancedu  centre  à  la  tangente 
au  point  [x\  y). 


(AmmnwMUï. 


M.    Auric.    —    yiti  sujet    du   système   d''équations 
jc'^  -i-}'    -  z-,  X  -}- y-=  t'-.  —  Il  semble  «pie  la  solution 
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donnée  par  Eiiler  pour  .r,  y^  c,  t  rationnels  et  qui  est 
rappelée  dans  un  article  récent  (191  5,  p.  106)  n'est  pas 
la  solution  la  plus  générale. 

En  eflet,  chercher  les  solutions  rationnelles  du  sys- 
tème non  homogène  proposé  revient  à  chercher  les 
solutions  entières  du  système  homogène  équivalent 

x'~ -h  uy  =  z-,         u.i-  -hy-  =:  t-. 

Or,  la  résolution  de  ce  système  est  immédiate,  car  en 
retranchant  on  a 

(x—j-)(x^y  —  u)  =  z^—  1"^  =  pq. 

On  peut  se  donner  a  priori  z,  l,  u;  on  en  déduira 
toutes  lés  solutions  acceptables  pour  x  et  j'  en  choisis- 
sant convenablement  la  parité  de/>  et  de  q  d'après  celle 
de  a;  il  est  clair  en  efTet  que  p  et  q  doivent  être  de 
même  parité  si  1/  est  pair,  et  de  parité  différente  si  it  est 
impair. 

Soit  le  premier  exemple 

z  =:  \~,         t  =  16,         11=  n; 

on  a 

(./•  —  y  )  (x  -Jn  y  —  11)  =33  =  1,33 

=  3,11  =  (— i)(— 33;  =  (  — 3)(— 11); 
d'où  les  huit  solutions  : 


.T  = 

-.3, 

i3, 

vi3, 

i3,  - 

—  11,- 

—  I, 

-II, 

—    \, 

y  = 

V.7, 

10, 

—  10, 

•j.  - 

-10, 

2, 

■j.'i, 

10. 

En  résumé,  la  solution  d'Euler  dépend  de  deux  indé- 
terminées :;  —  X  et  /  — -y,  tandis  que  la  solution  ci- 
dessus  dépend  de  trois  arbitiaires  5,  t,  u. 

M.  Ph.  du  Plessis.  —  Les  expressions  des  rayons  de 
courbure  de  la  néphroïde  et  de  la  cardloïde,  obtenues 
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récemment  par  M.  Balitrand  (N.  A.,  1910,  p.  102  et 
2  1")  au  moveu  de  procédés  spéciaux,  sont  Tune  et 
l'antre  une  conséquence  tout  à  fait  immédiate  de  la 
construction  générale  du  rayon  de  courbure  de  toute 
épicjcloïde,  dite  de  Savary. 

En  effet,  si  l'on  considère  l'épicycloïde  engendrée 
par  le  point  iM  du  cercle  C,,  de  centre  O)  et  de 
rajon  /■,,  roulant  sur  le  cercle  C,  de  centre  O  et  de 
rayon  /",  et  si,  dans  une  position  ([uelconque,  les  deux 
cercles  se  touchant  en  I,  le  point  M'  est  diamétralement 
opposé  à  M  dans  le  cercle  C|,  la  normale  à  lépicy- 
cloïde  en  M  estlSlI  (Chasles)  et  le  centre  de  courljure  /?? 
V  esta  la  rencontre  de  cette  normale  et  de  la  droite  OM' 
(Savarj). 

Or,  le  triangle  ^110,  cou|)é  par  la  transversale  Om  M 

donne 

OI.///M.Ai'0, 


UU,./;/I.M\M 

ou 

r       m  M   I 

r  -H  /-j      7)1  1      x 

d'où 

m  M         ■>.(/•  -4-  /"i  ) 

m  I                  /• 

ou  encore 

m  M        -i  f  /•  -+-  /'i  ) 

1  .M            /•  -H  1  r. 

Pour  la  népliroïde,  on  a  /■,  =  -  et,  |)ar  suite, 

/// M_  _  2 
TÏÏ"  ~  ~i  ' 

|)Our  la  cardioïde,  /•,  r=  /•  et 

m  iM         i 
"HT  ""  Y 

Gc  sont  les  résultats  retrouvés  par  M.  Balitrand. 
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CEiniFICATS  DE  -IIÉCANIOIE  APPLIQUÉE. 


Besançon. 

Épreuvk  THiioiUQLii.  —  1.  Questions  de  cours.  —  Former 
Véquallon  di(Jéreiitietle  des  courbes  funiculaires  d'un 
système  plan  continu  de  charges  parallèles.  En  déduire 
une  méthode  pour  l'étude  de  la  résistance  d'une  poutre 
droite  soumise  à  des  charges  pesantes  quelconques,  en  se 
limitant  au  cas  de  deux  appuis. 

II.  Problèmes.  —  A.  Un  cylindre  élastique  isotrope  est 
soumis  sur  ses  bases  à  une  traction  normale  uniformément 
répartie;  on  connaît  d'une  part  le  rapport  tq  de  la  trac- 
tion par  unité  de  surface  à  la  dilatation  cubique  du 
cylindre,  d'autre  part  le  rapport  s  de  la  dilatation 
cubique  à  la  dilatation  linéaire  longitudinale  ;  calculer 
les  coefficients  X  et  [x  de  Lamé. 

B.  Si,  conformément  aux  indications  de  l'expérience 
de  Thomson,  on  admet  qu'aux  différents  points  d'un  cou- 
rant gazeux  en  régime  lenl  et  permanent  la  température  t 
varie  avec  la  pression  p  conformément  à  la  loi  suivante 

,   \t  _    K 

où  K  est  une  constante  caractéristicjue  du  gaz,  T  sa  tem- 
pérature absolue  et  G  la  chaleur  spécifique  à  pression 
constante,  on  demande  quelle  sera  la  forme  la  plus  gonrrale 
de  la  relation  caractéristique  du  gaz  entre  sa  pression  p, 
son  volume  v  et  sa  température  absolue  T. 

Im>hi-:uve  l'RATiQiii:.  —  Le  mouvement  pendulaire  d'un 
système  oscillant  est  troublé  par  une  résistance  qu'on 
prévoit  proportionnelle  à  la  vitesse.  On  observe  la  semi- 
amplitude  de  l'oscillation  au  départ  Uo  et  la  semi-ampli- 
tude Uio  à  la  fin  de  la  dixième  oscillation  simple.  Ces 
mesures  ont  été  effectuées  sur  deux  séries  d'observations 
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caractérisées  par  deux  valeurs  très  différentes  de  la  semi- 
amplitude;  on  a  ainsi  observé  : 

u„.  U,„. 

Pour  la  première  série  .......  .      192  52,3 

Pour  la  deuxième  série.. i3,8  3,7 

1°  Vérifier  si  ces  mesures  concordent  avec  la  loi  de 
résistance  admise; 

1°  Calculer  la  réduction  proportionnelle  d'une  semi- 
amplitude  qui  est  produite  dans  le  cours  d'une  oscillation 
simple  ; 

3"  Connaissant  la  durée  d'une  oscillation  simple  24% 25, 
calculer  le  coefficient  d'amortissement  du  système  oscil- 
lant. (Juillet  191 1.) 

Question  de  Cours.  —  Montrer  comment  les  coeffi- 
cients k  et  [x  de  l'élasticité  d'un  corps  homogène  et  isotrope 
peuvent  être  déterminés  par  l'observation  : 

i"  De  la  déformation  et  du  coefficient  d'élasticité  lon- 
gitudinale d'un  prisme  uniformément  tendu; 

1°  De  la  déformation  et  du  coefficient  d'élasticité 
radiale  d'une  sphère  pleine  soumise  à  une  pression  nor- 
male connue. 

Problème.  —  Si  l'on  soumet  à  l'action  d'un  vent  de 
vitesse  V  un  disque  circulaire  dont  le  plan  fait  l'angle  0 
avec  la  direction  du  vent.,  on  peut  admettre  que  la  pres- 
sion exercée  par  le  vent  normalement  à  la  surface  S  du 
disque  et  appliquée  au  centre  du  disque  est  proportion- 
nelle au  produit  de  sinO  multiplié  par  le  carré  de  l'excès 
de  la  vitesse  V  du  vent  sur  la  composante  u  parallèle  au 
vent  de  la  vitesse  du  centre  du  disque  préalablement 
décomposée  suivant  deux  directions  dont  l'une  est  paral- 
lèle au  vent  et  l'autre  parallèle  au  />lan  du  disque.  Dési- 
gnons cette  pression  par 

KS(\'  —  uy^in^i 

avec  un  coefficient  K  déterminé  par  l'expérience. 

Par  une  tige  mince  sur  laquelle  l'action  du  vent  est 
négligeable,  le  disque  circulaire  est  relié  à  un  axe  hori- 
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zontal  de  rotation  siliK-  dans  son  plan,  mais  perpendicu- 
laire à  la  vitesse  du  vent  supposée  elle-même  liorizontale. 

On  demande  : 

1°  D'étudier  l'équilibre  de  cet  appareil  sous  la  double 
action  de  la  pesanteur  et  du  vent; 

•i"  D'étudier  et  de  discuter  les  petits  déplacements  de 
ce  pendule  autour  de  sa  position  d'équilibre. 

ÉpREi'VK  PRAïiQUi:.  —  Une  coquille  rectangulaire  de 
dimensions  AB  =  la  et  BG  =  ib,  guidée  par  une  glissière 


///////////////////////////////////////////// 
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horizontale,  est  soumise  à  une  puissance  P  parallèle  à  la 
glissière  et  à  une  résistance  Q  transmise  par  une  bielle: 
ces  deux  forces  et  le  poids  m  de  la  coquille  sont  appliqués 
en  un  même  point.  On  connaît  le  coefficient  de  frot- 
tement entre  la  coquille  et  la  glissière  f  et  l'on  demande  : 

1°  La  condition  que  doivent  remplir  les  dimensions  de 
la  coquille  pour  que  celle-ci  soit  appuyée  sur  la  glissière 
par  la  surface  entière  de  l'une  de  ses  bases  {supérieure 
ou  inférieure)  ; 

'}."  La  condition,  pour  une  inclinaison  donnée  a  de  la 
résistance  Q,  de  l'équilibre  de  la  coquille; 

3°  Pour  une  valeur  donnée  de  P,  le  minimum  en  valeur 
absolue  des  inclinaisons  a  qui  sont  compatibles  avec  le 
précédent  équilibre.  (Juin   i<)Iî*..) 
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SOLlTfOXS  DE  OIESTIO\S  PIIOPOSÉKS. 


2229. 


I 


Soit  MNP  le  triangle  formé  par  les  tangentes  aux  pieds 
des  normales  à  une  ellipse  (E)  issues  d'un  point  A  de 
cette  ellipse.  Démontrer  que  les  six  centres  de  courbure 
des  coniques  honiofocales  à  fE)  qui  se  croisent  deux  à 
deux  en  AI,  X,  P,  relatifs  à  ces  points,  sont  sur  la  tangente 
en  A  à  l'ellipse  (E).  F.  Balitrand. 

SOLLTIOX. 
Par  M.  J.  Lemaire. 

On  sait  que,  si  d'un  point  >I  on  mène  deux  tangentes  à  une 
conique  (E)  de  centre  O  qu'elles  touchent  en  A  et  B,  le 
cercle  MAB  passe  au  pôle  M' de  la  sécante  A'B'  commune  à 

ce  cercle  et  à  cette  conique,  et  conjuguée  de  AB  ;  l'angle  MOM' 
n  pour  bissectrice  l'axe  focal  de  (E),  et  l'on  a 

OM  X  0M'=c2, 

c  désignant  la  demi-distance  focale. 

Par  conséquent,  M  restant  fixe,  si  l'on  considère  toutes  les 
coniques  homofocales  à  (Ej,  le  point  Al'  reste  aussi  fixe;  le 
point  commun  aux  normales  aux  points  tels  que  A  et  B  de 
ces  coniques,  étant  diamétralement  opposé  à  Al  sur  le  cercle, 
décrit  la  perpendiculaire  en  AI' à  AIAl';  cette  droite  A  conlicnt 
en  pai'liculicr  les  centres  de  courbure  en  Al  aux  deux  coni(jues 
du  faisceau  qui  passent  par  ce  point. 

Si  le  point  de  concours  des  normales  en  A  el  B  à  (E)  est 
sur  cette  conique,  en  A'  par  exemple  (qui  est  ainsi  le  point  A 
lie  l'énoncé),  la  tangente  en  A',  f(ui  passe  en  AI',  et  est  per- 
pendiculaire à  AIAI'  est  précisément  la  droite  A,  ce  (|ui  établit 
la  pro|)Osition. 

Autres  suintions,  par  .M.  K.-.N.  Maiusikn  cl  par  M.  I".  Dic  Lktinky. 


(  ^-«7  ) 
2230. 

[  1914,  p.  ',?.2.\ 

Déterminer  les  courbes  planes  (AI),  telles  que  les  droites 
joignant  les  différents  points  de  (M)  aux  centres  de  cour- 
bure correspondants  de  la  développée,  soient  parallèles 
entre  elles.  F.  Balitrand. 

SOLUTION. 
Par  M.  U.  BouvAisT. 

Soit  X  si  11  o  — j'  coscp  —  /j  (cû)  =:  G  une  tangente  à  la  courbe 
cliercliée;  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  sont 

i   37  =  y>  sin  cp -H /j'coscû, 
ly=zp  coso  —  p'  sin  o  ; 

les  coordonnées  du  centre  de  courbure  correspondant  de  la 
développée  sont 

^  x  =  —  (  //  sinçj  -;-/?"'costi), 
\y= —    /?"coso +/?'"  sin  cp  ; 

écrivons  que  la  droite  joignant  ces  deux  points  est  parallèle 
à  Ox\  il  vient 

p' -i- p"  sinç. 

p  -\- p"  coscp 

ou 

p"  -h  p  =  />'  cos  ©. 

L'intégrale  générale  de  cette  dernière  cqualion  est 

p  =  -  o  sin  o  -H  L  1  sin  o  +  Co  cosco. 
■j  '         '  '  "         ' 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  point 

J-  =:   Cl,  _^  =   Co, 

les  équations  des  courbes  cherchées  seront  donc 

X  =^  —  {'S  -r-  «in  o  coso), 
■?.     •  ' 

/.•    . 

y  = s  1  11  '  o . 
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OllESTIOXS. 


1704  bis.  Démontrer  que,  si  un  liiaiigle  se  déplace  en  restant 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques,  le  centre  du  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  décrit  une  conique.  Examiner,  en 
particulier,  les  cas  où  celte  conique  est  un  cercle  ou  un  système 
de  deux  droites  (i  ).  Weill. 


•â^W.  Eu  chaque  point  .M  d'une  courbe  donnée  on  mène  la 
tangente,  et  l'on  prend  sur  cette  tangente  une  longueur  MT 
égale  au  rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée  en  iM  ;  ci 
demande  de  construire  la  tangente  et  le  centre  de  courbure 
de  la  courbe,  lieu  du  point  T,  quand  INI  décrit  la  courbe 
donnée.  F.  Balithvnd. 

•â^^O.  litant  donnés  une  courbe  plane  (iM)  et  un  point  fixe  <> 
de  son  plan;  de  chaque  point  I\I  de  (M),  avec  MO  pour  rayon, 
on  décrit  un  cercle  qui  coupe  eu  P  et  Q  la  tangente  et  la 
normale  en  M  à  la  courbe  (i\l).  Trouver  :  i°  le  point  où  la 
droite  PO  touche  son  enveloppe;  2°  le  centre  de  courbure  de 
cette  enveloppe.  F.  Bai.ith.vm». 


i:iti(\ri. 


Page  i3r,   ligne  t4)  «"  lieu  de  comme,  lire  connue. 
.Même  page,  ligue  22,  au  lieu  de  fonction,  lire  fraction. 
.Même  page,   ligne  21,   au  lieu  de  dénominales,    lire  déii 
minateurs. 


(')  'rroisicme  partie  de   la  (luesliun    ITOÎ  (  i>i|)5,  p.  Sg).    \'oir  ci- 
dessus,  pp.  a'i'i,  :>'|fi. 


[L'16] 
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THEOREMES  SUR  LES  COMQIES; 

Par  m.  J.  LEMAIRE. 


1.  Soient  (H)  une  hyperbole  ëqullatère,  (S)  un 
cercle,  0  et  O  leurs  centres,  A,  B,  C,  D  leurs  points 
communs,  K  et  D'  les  poinls  diamétralement  opposés 
àD  sur  ces  courbes  (yi^'.  1)  :  les  sécantes  communes 
BC  et  AD  ayant  des  directions  symétriques  par  rapport 
aux  axes  de  (H),  BC  et  AD'  ont  des  directions  symé- 


Fig,  I. 

triques  par  rapport  aux  asymptotes;  comme  cette  pro- 
priété subsiste  si  Ton  projette  orthogonalement  la 
figure  sur  un  jilan  parallèle  à  une  asymptote  de  (H), 
on  peut  dire  que  : 

Si  une  hyperbole  équilalèrc  (/i)  a  ses  asymptotes 
parallèles  aux  axes  cV une  ellipse  (5),  trois  de  leurs 

Ann.  de  Malkémat.,  4'  série,  t.  W.  (Juillcl  1910.)  20 
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points  communs  rt,  />,  c,  et  le  symétrique  d'  du  qua- 
trième par  rapport  au  centre  o  de  [s),  sont  sur  un 
cercle. 

En  vertu  du  principe  de  conliniiité  de  Poncelet,  nous 
considérerons  ce  tliéorème  comme  vrai  pour  loule 
conique  (5),  même  quand  elle  n'est  pas  coupée  par  (A) 
en  quatre  points  réels;  la  même  remarque  s'applique 
aux  propositions  qui  \ont  suivre.  13ans  le  cas  de  la 
parabole,  le  tliéorèuie  précédent  [uend  cette  forme  : 

Si  une  hyperbole  équilatère  a  un  diamètre  dune 
parabole  pour  asymptote.,  le  point  de  la  parabole 
symétrique  de  celui  qui  appartient  à  ce  diamètre  et 
les  points  d  intersection  à  distance  finie  de  ces  deux 
courbes  sont  sur  un  cercle. 

Lorsque,  (5)  étant  une  conique  à  centre,  (/*)  contient 
ce  centre,  le  premier  théorème  ci-dessus  devient  le 
théorème  de  Joachimsthal  sur  les  normales  issues  d'un 
pointa  une  conique  à  centre;  si  (5)  est  une  parabole 
dont  l'axe  est  une  asymptote  de  (A),  le  second  donne 
le  théorème  de  Joachimsthal  lelatif  à  la  parabole. 

Les  réciproques  de  ces  deux  théorèmes  sont  immé- 
diates : 

Trois  des  poi/ifs  communs  à  un  cercle  et  à  une 
conique  à  centre  (s)  et  le  symét/iqite  du  quatrième 
par  rapport  à  ce  cenii  e  sont  sur  une  hyperbole  équi- 
latère ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes 
de  (s); 

Trois  des  points  i-ommuns  à  un  cercle  et  à  une 
parabole  sont  sur  une  hyoerbole  équilatère  dont 
une  asymptote  est  le  diamètre  de  la  parabole  qui 
prisse  par  le  symétrique  du  qi/atrirme  point  comniun 
par  rapport  à  Caxe. 


(     2»)I     ) 

On  sait  que  si  une  sécante  commune  à  une  livper- 
bole  équilatère  et  à  un  cercle  esl  un  diamètre  pour 
l'une  des  courbes,  la  sécante  conjuguée  est  un  diamètre 
pour  l'autre;  projetant  sur  un  plan  parallèle  à  une 
asymptote  et  appliquant  ce  qui  précède,  nous  voyons 
que  : 

Si  une  hyperbole  équilatère  ayant  ses  asymptotes 
parallèles  aux  axes  tVune  conique  la  coupe  en  deux 
points  b  et  d  diamétralement  opposés  sur  cette 
conique,  les  deux  autres  points  communs  a  et  c  sont 
diamétralement  opposés  sur  f hyperbole,  et  les 
cercles  acb^  acd  touchent  en  b  et  d  la  conique. 

2.  Soit  E  un  point  du  cercle  O  situé  sur  la 
droite  X'OX  parallèle  à  une  asymptote  de  (H)  {lîg.  i), 
M  un  point  quelconque  du  cercle,  M,  le  point  tel  que  M 
soit  le  milieu  de  l'arc  EM,  :  la  corde  EM,  et  la  tangente 
en  M  se  projettent  sur  un  plan  parallèle  à  X'X  suivant 
des  droites  parallèles;  ew?i,  projection  de  EM,,  est 
donc  per|)endiculaire  à  la  normale  en  m  à  la  co- 
nique (5). 

Si  A|,  B,,  C|,  Di  sont  les  points  qui  correspondent 
à  A,  B,  C,  D  comme  M,  à  M,  il  est  aisé  de  voir  que, 
BC  et  AD  étant  sjmétiiques  en  direction  par  rapport 
aux  axes  de  (H)  {fig-  i),  B,G|  et  A|D,  le  sont  par 
rapport  aux  asymptotes,  propriété  qui  se  conserve  en 
projection  orthogonale  sur  un  plan  parallèle  à  X'X,  de 
sorte  que  «,,  6|,  C|,  c/|  sont  sur  un  cercle.  Gela  est 
vrai  aussi  si  l'on  rem[)lace  E  par  une  extrémité-  du 
diamètre  du  cercle  O  perpendiculaire  à  X'X;  on  a 
ainsi  ce  théorème,  rpii  généralise  un  tlu'orrmc  du  à 
Joacliimstlial  : 

Si  quatre  points  d' une  conique  à  centre  sont  sur 
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une  hyperbole  équilalère  d'asymptotes  parallèles 
aux  axes,  les  points  où  elle  est  eoupée  par  les  per- 
pendiculaires menées  (Cun  sommet  aux  normales  en 
ces  points  à  la  conique  sont  sur  un  cercle. 

3.  Le  point  K  (Jig.  i)  élant  rorthocentre  de  ABC, 
le  centre  de  gravité  de  ce  triangle  est  le  point  G  de  OK 
situé  au  tiers  de  ce  segment  à  partir  de  O;  donc  : 

Si  a,  b,  c,  d  désignent  les  points  communs  à  une 
conique  à  centre  (s)  et  à  une  hyperbole  équilatère{h) 
d'asymptotes  parallèles  aux  axes  de  (  5),  le  centre 
de  granité  g  de  abc  est  au  tiers  de  ok  à  partir  du 
centre  (o)  de  {s),  k  étant  le  point  diamétralement 
opposé  à  d  sur  (A)  [fig.  2). 

Par  conséquent,  les  centres  de  gravité  des  quatre 
triangles  ayant  pour  sommets  trois  des  points  «,  6,  c,  d 
sont  sur   une  hyperbole  lioinothétique  de  [h)  dans  le 

rapport  -,  le  centre  dliomolhétie  étant  le  centre  de  {s). 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  le  théorème  précédent 
prend  cette  forme  : 

Si  une  hyperbole  équilatère  a  un  diamètre  d'une 
parabole  pour  asymptote^  le  centre  de  gravité  du 
triangle  des  trois  points  communs  à  distance  finie 
a  pour  ordonnée  le  tiers  de  celle  du  diamètre. 

A.  Désignons  par  f  le  quatrième  point  commun 
à  (h)  et  au  cercle  abcd'  {fig.  2),  les  droites  bc  ei  fa 
sont  également  inclinées    sur  les   axes  de  (A),  et    par 

suite  sur  les  bissectrices  de  l'angle yoj;  des  axes  de  {s); 

il  en    résulte    que   oia  =  olb,  i    et    /  étant  les  points 
où  fa  et  bc  coupent  respectivement  ox  et  oy\  mais  a, 
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^,  c.  d'  étant    sur   un   cercle,  on   a    aussi    olb  =  ona, 
n  étant  le  point  coin nuiii  à  ad'  et  oy\  par  conséquent, 

oia  ^=  ona^  le  quadrilatère  o/a/?   est  inscriptible  dans 

un  cercic,  fad'  est  droit,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Le  cercle  abccl  coupe  (h)  en  un  quatrième  point  f 
dianiétralemenl  opposé  à  d'  sur  ce  cercle. 

Le   centre   o    du    cercle  est  le  milieu   de  fd';   si   h 
désigne  l'orlhocentre  du   Iriangle  abc,  et  to  le  centre 


Fig.  2. 

de  (/j),  le  centre  de  gravité  g  de  abc  est  au  tiers  de  hh 
à  partir  de  o,  fh  a  son  milieu  en  oj,  d' m  passe  en  g-  :  les 
deux  triangles  abc  et  fhd'  ont  le  même  centre  de 
gravité  g. 

Nous    avons    déjà   vu    que,   k  étant  diamétralement 

opposé   à  d  sur  (A),  o/    passe  en  g,  et  og^=.  -^;  les 

triangles  otoo  et  kd' h  sont  inversement  lioniotliélicjues 

dans  le  rapport  ->  le  centre  d'iiomolliétie  étant   g,  et 

nous  avons  ce  théorème  : 
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Les  centres  de  grai'ilé  des  quatre  triangles  formés 
par  les  points  communs  à  (s)  et  ci  une  Jiyperbole 
équilatère  [h)  d' asymptotes  parallèles  aux  axes 
de  (s)  sont  sur  la  conique  (s')  homothétique  de  (s) 
par  /apport  au  centre  u)  de  {h),  le  rapport  cVhomo- 

thétie  étant  é^al  à  -  • 

o.  Si  (h)  passe  en  o,  on  sait  que  les  normales  à  (s) 
en  a,  6,  c,  d  concoureiil  en  un  point  p  de  {h);  le  pre- 
mier des  deux  théorèmes  ci-dessus  montre  que  le 
cercle  de  Joacliimsthal  relatif  au  point  f/,  c'est-à-dire 
le  cercle  abcd' ^  coupe  Vhyperhole  cV Apollonius  (h) 
au  point  /  diamétralement  opposé  à  d' sur  ce  cercle; 
nous  verrons  plus  loin  que  of  est  alors  parallèle  à  la 
normale  en  ^  à  la  conique  (s). 

Nous  avons  vu  (|ue  les  cenlres  de  gravité  des  quatre 
triangles  formés  par  les  points  a,  b,  c,  d,  pris  trois  à 
trois,  sont  d'une  part  sur  une  hyperbole  équilatèi'e  (//), 

homothctique    de    (h)    dans    le    rapport   -»    le    centre 

d  liomolliélie  étant  le  centre  o  de  [s),  et  d'autre  j)art 
sur    une    coni(|ue    (5')    homotliéi ique  de  (5),   dans    le 

même  rapport  ->  le  centre  iriiomothélie  étant  le  centre  (o 

de  (/t);  (h')  passe  donc  au  centre  o'  de  (s'),  et  les  nor- 
males à  (5')  aux  points  communs  à  cette  conique  et 
à  (/i)  concourent  en  un  point  qui  est  l'homologue, 
dans  l'Iiomothétie  par  rapport  à  to,  du  |»(»inl  commun 
aux  normales  à  (.«)  aux  points  a',  b\  c',  t/',  diamétrale- 
ment opposés  à  rt,  bj  c,  d,  de  sorte  qu'on  peut  énoncer 
ce  théorème  : 

Les  centres  de  granité  des  triangles  formés  par 
les  pieds  des  normales  issues  d' un  point  p  à  une 
conique    (.ç),    associés    trois    et     trois,    sont    sur    la 
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conique  (s')   homothétique   de   (s)  par  rapport   au 
centre  w  de  V hyperbole  d^ Apollonius  {h)  relative 

à p,  dans  le  rapport  ~;    les    normales   à    [s')   en  ces 

centres  de  <iravité  concourent  au  point  situé  au 
tiers  de  u)fj\  p'  étant  symétrique  de  p  par  rapport 
au  centre  o  de  (s). 

6.  Formules  de  Pesboves.  —  Le  quadrilatère 
normal  circonscril  formé  par  les  longentes  à  (5)  aux 
pieds  des  normales  issues  de  p  est  déterminé  dès 
que  l'on  connaît  un  de  ses  sommets;  appelons  m  et  n 
deux  sommets  opp(Jsés,  pôles  de  bc  et  ad  par  rapport 
à  (5),  a'ojj'o  Pt  ^ii  T'i  leurs  coordonnées  rapportées 
aux  axes  de  (5),  que  nous  pourrons  supposer  être  une 
ellipse  de  demi-axes  a  et  b.  l^es  directions  ad  et  ad' 
étant  conjuguées  relalivement  à  cette  conique,  les 
directions  om  et  on  sont  telles  que  la  symétrique  de 
Tune  par  rapport  aux  axes,  et  l'autre,  sont  conjuguées; 
si  donc  m  se  déplace  sur  om  supposée  fixe,  on  reste 
aussi  fixe;  m  et  n  décrivent  dans  ces  conditions,  sur 
ces  deux  droites,  des  divisions  homographiques  ;  il  en 
est  de  même  de  leurs  projections  sur  ox^  de  sorte  que 
x^el  Xi  sont  liées  par  une  relation  linéaire  :  en  consi- 
dérant les  cas  où  m  vient  en  o,  puis  à  l'infini  sur  la 
droite,  puis  sur  la  tangente  à  (5)  en  un  sommet  de  l'axe 
focal,  on  trouve  que  celle  relation  se  réduit  à 
x^Xi  =  —  a'-]  on  auiait  de  même  j'oV,  =  — b-  :  ce 
sont  les  formules  de  Desboves  qui  seront  utilisées  plus 
loin. 

lielation  entre  10  et  p.  —  Ces  points  se  corres- 
pondent homograpliicpiemenl,  et  leurs  coordonnées 
(;,  Ti)    et  (a,  [i)  ont    entre    elles   des    relations    de    la 
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forme 

£  — 

Aa-!-B3-f-  C 

A,a^Bi3-+-C, 

A'a  +  B'3  +  C'' 

"'  ~    A'a+  B'3-4-G'  ' 

A,  B,  ...,  C,  constaiiles  faciles  à  obtenir  en  considé- 
raol  des  positions  particulières  de/>;  on  trouve  ainsi 


o^a  __^ 


par  suite,  -!  x  -  = -,  la  droite  om  et  la  droite  iso- 

gonale  de  op  relativement  aux  axes  de  la  conique  [s) 

sont  conjuguées  par  rapport  à  cette  conique. 

On  vérilie  que  (o  est  sur  la  droite  joignant  les  pro- 

•       •  1  .  •  ?         -n 

jections   de  p  sur  les  axes,  puisque   — k  ^^  =  i  ;   cette 

propriété   résulte  d'ailleurs  de   ce  que  w  et  p  appar- 
tiennent à  l'hyperbole  équilatère  {h). 

r  7.  Rappelons  que  deux  points  /??,  n  et  les  points  b 
et  c,  a  et  <^,  où  leurs  polaires  coupent  une  conique  (s), 
appartiennent  à  une  même  couique,  ou  que  si,  par  un 
point  ni  et  les  points  île  contact  ^  et  c  des  tangentes 
à  {s)  issues  de  m,  on  fait  passer  une  conique  arbitraire, 
la  sécante  commune  à  cette  conique  et  à  (5),  et  conju- 
guée de  bc,  a  son  pôle  n  par  rapport  à  {s)  sur  cette 
conique. 

Considérons,  en  |)ai  ticulicr,  le  cercle  mbc  :  nm,  po- 
laire par  rap[)ortau  cercle  du  point  commun  à  bc  et  ad^ 
est  sjmédiane  du  triangle  mbc;  par  suite,  si  /■  est  le 
j)oint  où  om  coupe  bc,  rni  et  m  sont  symétriques  par 
raj)port  à  bc. 

Imaginons  (pie,  ni  restant  fixe,  (s)  se  déforme  en 
conservant  les  mènn-s  foyers  cp  et  'f',  et  considérons  la 
conique  infiniment  aplatie  qui  se  réduit  au  segment  cp©': 
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mn  reste  fixe,  et,  si  n'  est  ta  position  particulière  de  n 
correspondanle,  comme  /■  vient  en  o,  on'  est  symétrique 
de  om  par  rapport  à  oo' ;  mais  il  en  est  déjà  ainsi 
de  OAJ,  donc  n  et  n'  coïncident.  Ainsi,  pour  toutes  les 
coniques  de  foyers  ce  ei  es',  le  cercle  nihc  passe  en  un 
second  point  fixe  n\  ce  pointest  sur  le  cercle  mcso'et, 
si  ce  cercle  coupe  om   en   ni\   on  a  om'  =i  on^  et  par 

suite 

oni       on  =  om  x  oni'  =  ocp  x  0'f'=  c^, 

2C  désignant  la  distance  cs'-c';  dans  ces  mêmes  condi- 
tions, bc  bissectrice  de  mm  enveloppe  la  parabole  de 
foyer  n  et  de  directrice  om  ;  on  peut  énoncer  les  résul- 
tats suivants  : 

Pour  que  deux  points  m    et  n   et  les  points  où\ 
leurs  polaires  par  rapport   à    une  conique  (s)    de 
centre  o  coupent  cette  courbe  soient  sur  un  cercle^ 

il  faut  et  il  suffit  que  l'angle  mon  ait  pour  bissec- 
trice l'axe  focal,  et  que  om  x  on  soit  égal  aui  ^ 
carré  c-  de  la  demi-distance  focale  ;  dans  ces  condi- 
tions, on  peut  remplacer  (,s)  par  toute  conique 
homofocale.  L'enveloppe  des  polaires  de  m  par  rap- 
port aux  coniques  homofocales  à  (s)  est  la  para- 
bole (m)  de  foyer  n  et  de  directrice  om. 

Cette  parabole,  dite  parabole  de  C/iasles,  possède 
de  nombreuses  propriétés  (F.  Balitrand,  A^.  ^ .,  ipiS, 
p.  198);  elle  est  en  particulier  l'enveloppe  des  tan- 
gentes aux  coniques  du  faisceau  langentiel  défini  par 
les  foyers  de  (a)  menées  par  les  pieds  des  normales 
issues  de  m  à  ces  conicpies. 

Le  cercle  mbc  passant  au  point  fixe  n,  le  point  dia- 
métraiemenl  opposé  à  m  sur  ce  ceicle  décrit  une  droite 
fixe,  tl'où  cette  proposition  connue  : 
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Le  point  commun  aux  normales  en  h  et  c  à  (5) 
décrit  la  perpendiculaire  a  en  n  à  mn,  quand  (s)  se 
dé/orme  en  conservant  ses  foyers. 

Cette  droite  u  contient  en  particulier  les  centres  de 
courbure  en  m  aux  deux  coniques  du  faisceau  qui 
passent  en  ce  point;  à  lout  point  m  correspond  ainsi, 
les  fojers  de  [s)  étant  donnés,  une  droite  [j.  dont  la 
conslruction  est  immédiate,  puisque  n  est  sur  le 
cercle  m^-o'  et  sur  la  symétrique  de  om  par  rapport 
à  CCC3'  ;  à  l'aide  de  la  relation  om  x  on  =  c-  et  de  ce  qui 
précède,  on  voit  aisément  qu'à  une  droite  a  corres- 
pondent trois  points  m.  Laguerre  a  donné  de  curieuses 
propriétés  du  triangle  de  ces  points  (F.  Balitrand, 
A'-  ^j  •914,  P-  0- 

8,  Observant  que  la  parabole  (m)  touche  les  axes 
de  (5),  nous  pouvons  énoncer  ce  théoième  de  Cliasles  : 

Le  quadrilatère  normal  circonscrit  à  (^s)  et  relatif 
à  un  point  p  est  circonscrit  à  la  pcnahole  (p)  tan- 
gente aux  axes  et  aux  bissectrices  de  ^p'f'- 

I.a  directiice  de  (p)  étant  op,  les  ortlioccntres  des 
triangles  normaux  circonscrits  relatifs  à  p  sont  sur  cette 
droite  op  ;  les  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  passent. 

au  foyer  de   (/>),   c'est-à-dire   au   point  q  tel   que  poq 
ait  pour  bissectrice  l'axe  focal  de  (.s)  et  que 

op  X  og  =  c*. 

La  symétrifjue  de  om  par  riipport  aux  axes  (fig-  3) 
et  on  étant  conjuguées,  ad,  polaire  de  n,  est  parallèle 
à  la  droite  joignant  les  projections  m'  et  m"  de  m  sur 
les  axes;  la  trace  u  de  ad  sur  l'axe  focal  ox  de   (s)  a 
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pour  polaire  la  perpendiculaire  à  cet  axe  menée  en  n, 
et    l'on    a   OMX:C)  =  a-,    et    par    suite    o</ =  —  Xq  : 
a  cl  et  m' m"  sont  symétriques  par  rapport  à  o. 

Si  donc,  m  restant  fixe,  {s)  se  déforme  en  conservant 
ses  foyers,  ad  reste  fixe ^  et  le  lieu  de  n  est  alors  une 


Fis. 


droite  perpendiculaire  à  ad  et  passant  par  le  point 
conjugué   harnioniipie  de   u  par  rapport  aux  foyers  o 

et  o'. 


9.  Nous  allons  maintenant  supposer  «jue,  [s)  restant 
fixe,  p  se  déplace  sur  la  normale  à  [s]  en  un  point  d 
de  cette  conique. 

Le  pôle  n  de  ad  décrit  la  tangente  [d)  en  <^/,  la 
droite  joignant  les  |)rojeclions  de  n  sur  les  axes  enve- 
loppe une  parabole  tangente  aux  axes  aux  points  où  (c/) 
les  coupe;  la  droite  bc  symétrique  delà  précédente  par 
rapport  à  o  enveloppe  une  |)arabole  (-)  symétrique  de 
la  précédente,  d'où  ce  théorème  : 

Le  triangle  abc,  qui  a  pour  sommets  les  pieds  de 
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trois  des  normales  issues  d'an  point  p  à  une  co- 
nique (s)  est  circonscrit  à  une  parabole  (tt)  tangente 
aux  axes  aux  points  situés  sur  la  tangente  [d') 
à  (s)  au  point  d'  diamétralement  opposé  au  pied  d 
de  la  quatrième  normale  issue  de  p. 

Le  fojer  de  (tt)  est  la  projection  ;■  de  o  siii'  cette 
droite  [d'),  le  cercle  circonscrit  à  abc  passe  en  ce 
point,  et  nous  retrouvons  ce  théorème  de  Laguerre  : 

Le  cercle  de  Joachimsthal  relatif  à  c/,  c'est  à-dire 
le  cercle  abcd' ,  contient  la  projection  r  de  o  sur  la 
tangente  à  {s)  en  d'. 

Nous  reportant  à  un  théorème  obtenu  plus  haut  (-4), 
nous  voyons  que  o/-  passe  en  y,  diamétralement  opposé 
à  d'  sur  le  cercle,  de  sorte  que  of  est  parallèle  à  la 
normale  en  d.  r.,'orthocenlre  h  de  abc  {^fig-  3)  et  le 
quatrième  point  commun  /'  à  l'hyperbole  èquilatère  {h) 
et  au  cercle  abc  sont,  comme  l'on  sait,  diamélralement 
opposés  sur  (A),  et  Ton  a  celte  propriété  : 

La  droite  oh  joignant  le  centre  de  (s)  à  Vortlio- 
centre  de  abc  et  la  quatrième  normale  pd  issue 
de  p  ont  des  directions  symétriques  par  rapport  aux 
axes  de  (s). 

La  droite  oA  est  la  directrice  de  la  parabole  ('^),  elle 
est  le  lieu  géométrique  de  h  quand  p  décrit  la  normale 
fixe  en  d.,  car  alors  (ti)  ne  change  pas. 

10.  Dans  les  mêmes  conditions,  c'est-à-dire  quand 
(h)  se  déforme  en  passant  en  d  et  o,  p  el  f  décrivent 
des  diNisioiis  liomogiapiinpics  sui-  deux  droites  |)aral- 
lèles;  les  points  ;"i  I  infini  de  ces  droites,  (pii  coïncident, 
se  correspondent,  donc  ^y"  pivote;  en  supposant  que  p 
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vienne  successivemeut  sur  les  axes,  on  trouve  f[ue  son 
point  fixe  est  à  l'infini;  par  conséquent  : 

Le  point  (p)  parcourant  la  normale  à  (s)  en  d,  le 
point  y,  quatrième  point  commun  à  l'hyperbole 
d'Apollonius  (h)  relative  à  p  et  au  cercle  de 
Joachimsthal  relatif  à  d^  décrit  le  diamètre  de  {s) 
parallèle  à  la  normale  fixe  ^  le  segment  pf  conserve 
une  direction  et  une  grandeur  constantes. 

Le  cercle;  de  Joachimsthal  passe  en  deux  points  fixes 
d'  et  /*,  son  centre  ô  décrit  la  droite  inversement 
homothétique  de  la  normale  fixe  relativement  à  o, 

dans  le  rapport  -  • 

Nous  avons  vu  que,  g  désignant  le  centre  de  gravité 
de  abc,  og  coupe  (h)  au  point  A  diamétralement 
opposé  à  d,  est  par  suite  symétrique  de  od  par  rapport 
aux  axes  de  (s)  ;  donc,  quand  p  décrit  la  normale  en  d, 
le  lieu  de  g  est  la  droite  symétrique  de  od  par 
rapport  aux  axes  de  la  conique  (s). 

11.  Si  t  est  le  symétrique  de  p  par  rapport  à  8, 
<^'^  est  équipollent  à  pf,  et  le  point  t  reste  fixe;  sup- 
posons que  />  vienne  en  /?,,  point  de  oh  C[ui  est  le 
milieu  du  segment  ee'  intercepté  sur  la  normale  en  d 
par  les  axes  de  (s)  {fig.  3)  :  comme  h  est  sur  {h)-,  p{ 
et  h  coïncident;  k  désignant  encore  le  point  de  (h) 
diamétralement  opposé  à  d,  pk  et  pd  sont  également 
inclinées  sur  les  axes;    si   donc/?   vient  en  />,,  k  vient 

en  o,  kd  en  od,  w  an   milieu    de  od;  comme  og=-  -rr  y 

g  vient  en  o;  ainsi  h  coïncide  alors  avec  p,,  g  avec  o; 
par  suite,  ô  se  confond  avec  o,  milieu  du  segment  op[ 
opposé  à  o/?,,  de  sorte  que  l  est  le  [)oint  de  oh   symé- 
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trique  de  pi  par  rapport  à  o,,  et  que 
ot  =  1op^  ^=^  —  -iopi . 

Le  point/?  se  déplaçant  sur  la  normale  en  d  à  (s),  le 
centre  (o  de  (h)  décrit  la  droite  (oj)  joignant  les  pro- 
jeclions  de  ci  sur  les  axes  de  (s);  fli  ayant  son  milieu 
sur  cette  droite  (  w)  et  ses  points  f  et  h  sur  les  droites 
(ixes  lieux  de  ces  points  [lesquelles  sont  le  diamètre  o/' 
de  {s)  parallèle  à  la  normale  fixe  et  le  diamètre  oli 
symétrique  par  rapport  aux  axes],  enveloppe  une  para- 
bole tangente  aux  trois  droites  :  La  parallèle  à  la 
normale  en  d  et  passant  au  centre  de  (s),  la  symé- 
trique de  ce  diamètre  par  rapport  aux  axes^  le  dia- 
mètre f  h  de  (h),  la  droite  joignant  les  projections 
de  d  sur  les  axes  de  (s),  les  parallèles  aux  axes 
menées  par  d  sont  six  tangentes  d^ une  parabole. 

Par  suite  le  cercle  ofh,  quand /j  parcourt  la  normale 
en  r/,  a  un  second  point  fixe  puisqu'alors  la  parabole 
ne  change  pas  ;  il  en  résulte  que  son  quatrième  point 
commun  avec  {/i)  décrit  une  droite,  parallèle  à  la 
droite  lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

Lieu  de  t.  —  Appelons  ov  la  distance  de  o  à  (c/), 
tangente  en  d  à  (5),  ow  le  demi-diatuètre  perpendicu- 
laire à  o/?,,  /;,  étant  le  milieu  de  ee' ;  o^v  est  parallèle  à 
la  tangente  symétrique  de  [d)  par  ra])port  à  un  axe 
de  (5),  et  est  par  suite  conjuguée  du  diamètre  symé- 
tricpie  de  od\  on  a  donc,  d'après  un  tliéorème  d'Apol- 
lonius, et  en  employant  les  notations  liabiluelles  : 


ov  .ow  =  a,b\ 

d'autre  | 

.art, 

ov.de  =  6^ 

d'où 

(I) 

de  _b  ^ 
ow  ~  a' 

on  a  aussi 
et 

(2) 
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de  _b^ 

de'  "  â^' 


opi  _    ee    _    c^ 
de         ide        ib^ 


Multipliant  membre  à  membre  (i)  et  (2),  nous  obte- 
nons 

ow        lab 

d'où  il  suit  que  le  lieu  de  /»,,  quand  d  décrit  (5),  est 
une  ellipse  (/>,)  homolbétique  de  (s)  après  une  rotation 
de  90"  autour  du  centre;  son  axe  focal,  perpendiculaire 

(;2  c2 

à    celui    de    (s),    a     pour    v.deur    2a  x  — r'    c>"    "7~' 

I  autre  — • 
a 

Si  l'on  projette  la  figure  sur  un  plan  passant  par  x^ x 
et  faisant  avec  le   plan   de  la   figure   un  angle  ayant  — 

pour  cosinus,  l'ellipse  (/>,)  devient  un  cercle,  de  e' 
devient  une  droite  telle  que  le  milieu  du  segment  inter- 
cepté sur  elle  par  les  axes  soit  sur  le  cercle;  l'enve- 
loppe de  cette  droite  est  une  bjpocycloule  à  quatre 
rebroussements  quadritangenle  au  cercle  et  projection 
de  la  développée  de  (5);  l'ellipse  (/?,)  est  donc  quadri- 
tangente  à  cette  développée. 

Comme  0/ = —  20/^,,  le  lieu  de  ^,  quand  c/ décrit  (.s"), 
est  l'ellipse  (f)  qui  a  ses  sommets  aux  rebroussements 
de  la  développée.  Ra|)pelant  (|ue  l>,agueri"e  a  nommé 
centre  d^unc  droite  le  point  dont  les  projections  sur 
les  axes  ox  cl  oy  sont  symétriques,  par  rapport  à  o,  des 
traces  de  la  droite  sur  ces  axes,  nous  pouvons  énoncer 
la  proposition  suivante  : 


(  3o4  ) 

Le  point  t  symétrique  de  p  par  rapoorl  au 
centre  ô  du  cercle  de  Joachin\sthal  abcd'  est  le 
centre  de  la  normale  pd;  ce  point,  cjui  est  sur  oh, 
est  fixe  quand  p  décrit  la  normale;  le  lieu  de  t, 
quand  d  décrit  Vellipse  (5),  est  Vellipse  sem- 
blable (t)  qui  a  ses  sommets  aux  rebroussemenls  de 
la  développée  de  (s);  les  centres  a,  ^,  y,  0  des  quatre 
cercles  de  Joachimsthal  relatifs  à  p  appartiennent 
à  Vellipse  de  grandeur  constante  [t'),  homothétique 
de  la  précédente  par  rapport  à  /?,  le  rapport  d'ho- 

mothétie  étant  -  • 
1 

12.  Le  point  y?'  étanl  le  milieu  de  op,  op'  est  paral- 
lèle à  oth  {fi g-  4)1  le  segment/?'  0'  intercepté  sur  cette 
droite  par  les  axes  a  son  milieu  sur  le  diamètre  or  de  {s) 


IMÎ 


parallèle  à  la  normale  ilp;  d'ailleurs,  en  projetant 
parallèlement  à  o/',  on  voit  (10)  cpie  p'Z  a  aussi  son 
milieu  sur  or,  et  00' =  p' // ,  de  sorte  que  0  est  su/- 
r hyperbole  équilatère  passant   en  p'  et  d^asymp- 
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totes  ox  et  or;  t  est  sur  l'hjperbole  homothélique  de 
la  précédente  relativement  à  />,  dans  le  rapport  2, 
laquelle  contient  le  point  o;  on  peut  énoncer  cette 
proposition  : 

Les  normales  à  VeUipse{t)  aux  centres  des  quatre 
normales  issues  d'un  point  p  concourent;  il  en  est 
de  même  des  normales  à  (t')  aux  centres  des  quatre 
cercles  de  JoachimsthaL 

A  Taide  de  la  relation  entré  to  et  />  (6),  on  trouve 
sans  peine  que  le  point  de  concours  des  normales 
à  (t)  appartient  à  la  droite  oto  qui  Joint  le  centre 
de  (s)  et  le  centre  de  r liyperbole  d'Apollonius  (h) 
relative  à  p. 

13.  Soit  o9  le  vecteur  équipollent  aux  vecteurs  pf 
eld't]  cherchons  le  lieu  de  9  quand  <'/ décrit  (5),  ce 
point  8  restant  fixe  lorsque yj  se  déplace  sur  la  normale 
en  d;  si  la  normale  en  d'  coupe  en  t'  l'axe  focal  de  (s) 
et  en  t"  l'autre  axe,  t'  et  l"  sont  les  projections  de  t  sur 
ces  axes,  et  celte  normale  passe  en  9  ;  dh  et  t' t"  ont  le 
même  milieu.  Projetons  la  figure  de  manière  que  l'el- 
lipse [t)  devienne   un  cerclC)  t' t'  de\icnt  constant,  et 

comme  -^,  a  nne  valeur  invariable,  la  |)rojection  de  d't' 

est  constante;  il  en  est  de  même  pour  celle  du  segment 
égal  i"8,  et  dans  la  figure  projetée  le  lieu  de  9  est  une 
ellipse  obtenue  en  faisant  tourner  la  projection  de  (s) 
de  90°  autour  de  son  centre  o;  si  nous  revenons  à  la 
figure  primitive,  puisque  />/ est  é(|uipollenl  à  oO.  nous 
avons  ce  théorème  : 

Les  quatre  points  tels  que  f  qui  correspondent  à 
un  point  p  sont  sur  une  conique  (œ)   de  grandeur 
Ann.  de  Matliénial.,  '1"  série,  l.  \V.  (Juillet  igiS.)  2  1 
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constante,  de  centre  p^  de  demi-axes  —  el  -y-  paral- 
lèles à  ox  et  oy. 

Comme  (A)  passe  eny  et  en  ^,  les  normales  à  (^)  aux 
points  tels  que  y  concourent.  Observons  aussi  que  les 
quatre  orihocentres,  tels  que  A,  relatifs  à  p  sont  sur 
la  conique  symétrique  de  (es)  par  rapport  au  centre  w 
de  (A),  et  que  les  normales  correspondantes  concourent. 


14.  Supposons  qu'une  tangente  roule  sur  la  para- 
bole ("j  rencontrée  plus  haut  (9);  elle  coupe  (s)  en 
deux  points  tels  que  b  et  c,  et  les  normales  en  ces 
points  concourent  sur  la  normale  en  d\  en  considérant 
une  tangente  commune  à  (tû)  et  à  (5),  le  point />  cor- 
respondant est  sur  la  développée  de  (5),  c'est  un  point 
commun  à  cette  couibe  et  à  la  normale  en  d\  donc  :  la 
normale  à  (s)  en  d  coupe  la  développée  en  quatre 
points  (^dont  deux  seulement  sont  réels)  qui  sont  sur 
les  normales  à  [s)  aux  points  de  contact  de  cette 
conique  avec  les  tangentes  communes  à  (s)  et  à  (t). 

Il  suit  de  là  que  la  développée  est  du  sixième  ordre. 

Nous  avons  vu  que  les  tangentes  communes  à  (s)  et 
à  une  parabole  tangente  aux  axes  de  celte  conique 
touclient(s)  en  quatre  points  tpii  sont  les  pieds  des 
normales  issues  d'un    poini   />,  ce  point  el  le   fojer  q 

de  la  parabole  étant  tels  c|ue  poq  a  pour  bissectrice 
l'axe  focal  de  (5),  et  que  op  X  oq  =  c^  ;  appliquant 
cette  propriété  à  la  paiabole  (tt),  nous  avons  ce  tliéo- 
rème  dû  à  M.  Laisant  : 

La  normale  à  (s)  en  un  point  d  coupe  la  déve- 
loppée de  (s)  en  quatre  points  pour  lesquels  les  tan- 
gentes concourent. 


(  3o7  ) 
Si    :;    désigne   le    point   commun   à   ces    tangentes, 

l'angle  zor,  r  désignant  le  foyer  de  (tt),  a  pour  bissec- 
trice l'axe  focal,  et  oz  x  or  =  c-  ;  mais  d' t'  x  or  =  b- 

..      ,  oz  c^  ■    d't'         b"- 

(fig.  5),  donc   -^  =  ^;  comme  on  a  aussi  —  =  — , 


\0\     - 

y 

i 

c£^~~.,„^^  \. 

^\;<'  '  \ 

o 

^\^       ^^^^^' 

il  en  résulte  que  oz  =  t't".  et  le  point  z  est  le  point  t 
iroiivé  plus  haut,  le  lieu  de  z  est  l'ellipse  (  t)  : 

Les  normales  à  (s)  issues  dit  centre  t  d'une  nor- 
male touchent  la  développée  aux  points  communs  à 
cette  courbe  et  à  cette  normale. 

Le  lieu  du  foyer  /•  de  la  parabole  (t)  est  la  podaire 
du  point  o  par  rap|)ort  à  (s)  et  aussi  la  ligure  inverse 
de  {t)  par  rapport  à  o,  la  puissance  d'inversion 
étant  c'-. 


J,').  I^^n  transformant  le  premier  théorème  du  n°  9 
|)ar  polaires  réciproques  par  rapport  à  (s-),  nous  obte- 
nons celui-ci  : 
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Le  triangle  ABC  formé  par  les  tangentes  en  a,b,c 
à  (5),  triangle  normal  circonscrit,  est  inscrit  à  une 
hyperbole  équilatère  (H)  passant  en  o,  ayant  son 
centre  en  d\  et  ses  asymptotes  parallèles  à  ox 
et  oy. 

Béciproquement,  il  existe  une  infinité  de  pareils 
triangles  circonscrits  à  [s)  et  inscrits  à  V hyperbole, 
et  le  lieu  du  point  de  concours  p  des  normales  à  (s) 
correspondantes  est  la  normale  à  cette  conique  au 
point  d  diamétralement  opposé  à  d'. 

Le  triangle  pédal  de  p  par  rapport  à  ABC  étant  abc, 
qui  est  inscrit  dans  le  cercle  de  Joachimsthal  abcd', 
et  t  étant  symétrique  de  p  par  rapport  au  centre  0  de 
ce  cercle,  les  points  p  et  t  sont  inverses  par  rapport 
au  triangle  normal  circonscrit  ABC. 

Les  quatre  points  a,  6,  c,  d'  étant  sur  un  cercle, 
bc  et  ad'  sont  symétriques  en  direction  par  rapport 
aux  axes  de  (5),  directions  asjmptotiques  de  (H),  d'à 
et  bc  ont  des  directions  conjuguées  par  rapport  à  cette 
hyperbole  :  le  triangle  abc  est  conjugué  par  rapport 
à  V  hyperbole  ;  par  suite,  ABC  e.ç^  conjugué  par  rap- 
port à  la  parabole  (tc),  et  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit à  ce  triangle  est  sur  ot,  directrice  de  cette  para- 
bole. De  tout  ce  qui  précède,  il  résulte  que  : 

Pour  que  les  normales  en  trois  points  dune 
conique  (s)  concourent,  il  faut  et  il  sujfit  que  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  de  ces  trois  points 
passe  par  la  projection  du  centre  de  (s)  sur  la  tan- 
gente ayant  pour  point  de  contact  le  quatrième 
point  commun. 

(]ette  condition  devient,  pour  la  parabole,  que  le 
cercle    passe  au    sommet,  ou,  à   cause  d'un  théorème 


(  309  ) 
vu  (3),  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  soit    sur 
l'axe  de  la  parabole. 

16.  Faisons  une  transformation  liomographique  de 
la  figure  formée  par  la  conique  (s)  et  l'hyperbole  équi- 
latère  (h)  passant  au  centre  de  (s)  de  manière  que 
deux  des  points  communs  à  ces  courbes,  b  et  c, 
deviennent  les  points  cycliques;  soient  o,,  :r,,  j',  les 
transformés  des  points  o,  x{cc),  j(^)  :  la  nouvelle 
figure  se  compose  de  deux  cercles  (.s,)  et  (A,)  dont  le 
second  est  harmoniquement  circonscrit  à  l'autre, 
o,^,j,  étant  conjugué  à  (5,)  et  inscrit  à  (A,),  et  qui  se 
rencontrent  en  «,  et  c/,  ;  m,  étant  le  centre  de  (5,), 
joignons  m,  a,  qui  coupe  (/«()  en  «o;  nous  avons 


?7ii  «1  X  mi  a.2=  "i  nii  «1  , 
d'où 

Comme  /?i,  est  l'oriliocentre  de  o^x^y^^  a,  est 
sur  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle,  et  par  suite 
le  foyer  d'une  parabole  (c7,)  conjuguée  à  o,  :r,yi , 

Si  nous  revenons  à  la  figure  primitive,  nous  voyons 
que  abc  est  circonscrit  à  une  conique  <7  ayant  les 
mêmes  axes  que  {s). 

Nous  établirions  d'une  manière  analogue  que,  réci- 
proquement, si  deux  coniques  {s)  et  (a-)  sont  co- 
axiales^  et  s'il  existe  des  triangles  inscrits  à  (s)  et 
circonscrits  à  (a),  tout  pareil  triangle  abc  est  inscrit 
à  une  hyperbole  (h),  et  les  normales  à  (s)  aux  som- 
mets de  ce  triangle  concourent. 

En  nous  reportant  au  numéro  précédent,  nous  pou- 
vons dire  que,  de  même  que  le  centre  d'  de  (H)  est 
sur  (s),  le  centre  o)  de  (h)  est  sur  (<t);  o)  et />,  point 
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de  concours  des  normales,  se  correspondant  homogra- 
phiqiiement,  le  lieu  de  p  est  une  conique^  quand  abc 
se  déforme,  (5)  et  (o-)  restant  fixes. 

Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  (lo)  que  les 
normales  à  (u)  aux  points  oii  cette  conique  touche 
les  côtés  de  abc  concourent  ;  et,  de  même  que  le 
cercle  abc  passe  au  centre  d'  de  (H),  le  cercle  des 
points  de  contact  de  (t)  avec  les  côtés  de  abc  contient 
le  centre  w  de  {h).  Ces  diverses  propriétés  sont  dues  à 
jM.  Duporcq. 

17.  En  particulier,  si  (7)  est  une  ellipse  de  demi- 
axes  y.  et  3,  et  (s)  le  cercle  de  Cliasles  (y)  de 
rayou  (a-(-  ,3),  on  montre  aisément  qu'il  existe  des 
triangles  inscrits  à  (v)  et  circonscrits  à  (t);  soient  abc 
un  tel  triangle,  a' b'c'  le  triangle  des  points  de  contact 
de  (<j)  avec  ses  côtés,  les  normales  à  (7)  aux  sommets 
de  ce  triangle  concourent  sur  le  cercle  de  Chasles  (y') 
de  rayon  (a— ^),  qui  contient  aussi  l'orthocentre 
de  abc.  11  y  a  d'ailleurs  réciprocité  entre  les  deux 
cercles  de  Chasles,  mais  les  triangles  circonscrits  à  (a-) 
et  inscrits  dans  (y')  ne  sont  réels  que  si  a>-  2^;  ces 
propriétés  ont  été  utilisées  dans  l'étude  des  ellipses 
Iritangenles  à  l'hvpocycloïde  à  trois  rebroussemenls 
(.V.  ^.,  .9.3). 

18.  Triangles  normaux  circonscrits  coj lespon- 
danl  à  un  point  de  (s).  —  Revenons  à  la  figure  3  : 
si/>  coïncide  avec  d,  le  centre  0  du  cercle  abcd'  vient 
au  milieu  de  dt;  comme  les  points  d  cl  /  se  corres- 
pondent liomograpliiquement  sur  (.s)  et  (/)  (11),  /<? 
centre  0  du  cercle  de  Joachimsthal  décrit  une 
conique,  qua/id p  décrit  la  conique  (s). 

Conservant  les  notations  employées  plus  haut,  appe- 
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Ions  /  le  point  ou  d' t  coupe  oy,  f  la  position  que  vient 
occuper/quand/?  vient  en  d  {fig.  5);  ce  point  y  est 
sur  le  diamètre  parallèle  à  la  normale  à  (s)  en  f/,  lequel 
coupe  en  /■  la  tangente  en  d' ]  df'el  d' t  sont  équi- 
pollenls,  et  si  d' t  coupe  or  en /" ,  ce  pointy  est  symé- 
trique de  t  relativement  à  d' ;  la  puissance  de  o  par 
rapport  au  cercle  de  Joachinisthal  abcd'  a  ici  pour 
valeur  absolue 

or  X  of         ou         or  x  o/"\ 
comme 

or  X  d't'  —  h^- 

et 

of"  _   (il     _  t' t  ^  t  l  _  1-"  ^  _  f^^"  _  '^' 

djl'  ""  ?7  ~      Y\      ~        71  ~~       TTt'  "'   '^17'^ 

on  a 

or  X  of"=^  a- -H  b-; 

donc  le  point  o  a  même  puissance  — («--h  b-)  par 
rapport  au  cercle  abcd'  quand  d  parcourt  la 
conicjue  (s);  ce  cercle -a  donc  pour  enveloppe  une 
anallagmalique  du  quatrième  ordre.  Dans  les  mêmes 
conditions,  comme  p  et  le  centre  (o  de  [h)  se  corres- 
pondent liomographiquement,  co  décrit  une  conique; 
il  en  est  de  juême  pour  y*',  pour  l'orthocenlre  h  et 
pour  le  centre  de  gravité  g  de  abc  ;  le  point  f  en  par- 
ticulier a  pour  lieu  une  ellipse  homotliétique  de  l'el- 
lipse (/)  (H)  qui  a  ses  sommets  aux  points  de  rebrous- 
scment  de  la  développée  de  [s). 

'Le  point  /)  coïncidant  encore  avec  d^  soit  ABC  le 
triangle  normal  circonscrit  correspondant  à  abc  \ 
menons  par  o  la  parallèle  à  la  normale  ad  cpii  cou|)e 
en  A(  et  Ao  les  tangentes  en  a  et  d,  o  est  le  milieu 
de  A,  Ao,  A,  est  donc  sur  la  tangente  {d')  à  (.sj  au  point 
diamétralement  opposé  à  d\  on  en  conclut  que  les  pro- 
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jeclions  de  o  sur  les  côtés  de  ABC  sont  en  ligne  droite, 
et  que  le  triangle  ABC  est  circonscrit  à  une  para- 
bole ayant  o  pour  foyer  et  id')  pour  tangente  au 
sommet;  le  cercle  ABC  passe  en  o  (F.  Balitrand, 
N.  A.,  1914,  p.  4). 

Soit  a  le  point  où  la  normale  en  a  coupe  Taxe  focal 
de  (5),  on  sait  que  oA,  x  a-j.=  b'-\  sur  oAj,  portons 
01!  ■=■  y.a,  de  sorte  que  oy.'  x  oA,  =  b-  ;  les  trois  points 
analogues  à  A,  étant  sur  la  tangente  (d')  à  (s),  les 
trois  points  analogues  à  a'  sont  sur  un  cercle  passant 
en  o  et  tangent  à  la  parallèle  à  (d')  menée  en  ce  point; 
considérant  les  vecteurs  d'origine  d  et  équipollents  aux 
vecteurs  tels  que  oy.' ,  nous  voyons  que  : 

Si  sur  chacune  des  normales  issues  du  point  d 
de  (s)  et  autres  que  celle  qui  a  son  pied  en  d,  on 
porte,  à  partir  de  d^  une  longueur  égale  au  segment 
compris  entre  laxe  focal  et  le  pied  de  la  normale, 
les  trois  points  ainsi  obtenus  sont  sur  un  cercle 
tangent  en  d  à  (s)  (Laguerre). 

Le  segment  de  la  normale  en  d  compris  entre  ce 
point  et  r axe  focal  est  le  diamètre  de  ce  cercle. 

19.  Triangles  dWiire  maxima  inscrits  dans  une 
ellipse.  — p  décrivant  la  normale  en  d  à  l'ellipse  (5), 
supposons  que  ce  point  vienne  en  />,  milieu  du  seg- 
ment intercepte  par  les  axes  sur  la  normale;  A"  dési- 
gnant comme  plus  haut  le  point  diamétralement  opposé 
à  d  ?>\\v  (h),  pk  et  pd  sont  également  inclinées  sur  les 
axes;  si  donc/)  vient  en  /?,,  h  vient  en  o,  kd  en  oc/,  le 
centre  m  de  (h)  est  le  milieu  de  od,  et  réciproque- 
ment; comme  og  =  —  >  le  centre  de  gravité  de  abc  est 
en  0,  et  le  triangle  abc  est  un  triangle  d'aire  maxima 
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inscrit  dans  (s)',  le   lieu  de  p^  est  l'ellipse  (/),)  déjà 
rencontrée  (11);   donc  : 

Les  normales  aux  sommets  cf  un  triangle  maxi- 
mum inscrit  dans  une  ellipse  concourent  et  le  lieu 
du  point  de  concours  est  Vellipse  (pi)  quadritan- 
gente  à  la  développée.  Tout  triangle  maximum  est 
circonscrit  à  une  parabole  tangente  aux  axes  dont 
le  lieu  du  foyer  est  la  podaire  de  Vellipse  par  rap- 
port au  centre. 

Les  tangentes  à  {s)  en  «,  b^  c  étant  parallèles  à  6c, 
ca.1  ab^  l'orthocentre  h  du  triangle  coïncide  avec  p^  ; 
cela  résulte  aussi  de  ce  que  li  est  sur  (A)  et  sur  o/),  (9)  ; 
le  centre  o  du  cercle  circonscrit  est  donc  symétrique, 
par  rapport  à  o,  du  milieu  de  OyO|  ;  son  lieu  est  l'ellipse 
homothétique  de  (pt)  relativement  au  centre^  dans 

le  rapport  -• 

Clierclions    la    puissance     de    o     par    rapport    au 

cercle  abc,  soit  oa  =  a',  b'  le  demi-diamètre  conjugué, 

«),  «2  et  (h  les  points  où  oa  coupe  [s),  le  cercle  et  la 

droite  bc  : 

— r^  3a' 

a^O  =  a^a  X  «3 «2  =  —  X  a-^ «,, 
•2 


a-,b'  6'2 


d'où 


et 


<lon( 


a^a  X  «3^1 


— 72       b'ï    3  a'    a'        3  6''^                  ,         b' \/^^ 
iii  b  =  —r-  ' •  —   —   — — -  >  a^b  =■   


b">- 

a-iù^  = : 

■}.a 


na<i  =  a 


b'-i  \    _  a'2-+-  b"^  _  a2-f-  i»2 


2  a 


(  ■>'.1  ) 

...                     .                                                        '      1      <          '('^^  h"- 
Ainsi  celte  puissance  est  constante  et  eccue  a ; 

le  cercle  abc  enveloppe  une  anallagmalique  du  (|ua- 
trième  degré. 

Si  d'  est  le  quatrième  point  commun  à  l'ellipse  et 
au  cercle  abc,  ad'  et  hc  sont  des  cordes  conjointes;  il 
en  est  de  même  de  ad'  et  de  la  tangente  en  a  à  (.<), 
d'où  ce  théorème  dû  à  Steiner  : 

Les  cercles  oscillateurs  en  «,  Z>,  c  se  coupent  sur  la 
conique  en  un  point  cl' ^  qui  est  le  quatrième  point 
commun  à  (s)  et  au  cercle  abc,  et  qui  est  diamétra- 
lement opposé  au  pied  de  la  quatrième  normale 
issue  du  point  de  concours  des  normales  en  a,  b,  c, 
orthocentre  du  triangle  de  ces  trois  points. 

Enveloppe  de  ad' .  —  Considérons  le  cercle  dont 
l'ellipse  est  la  projection  et  soit  AD'  la  corde  projetée 
en  ad' ^  AA,  la  corde  parallèle  à  ox,  B  le  milieu  de 
l'arc  qu'elle  sous-tend;  on  a 

arc  AAi  =  arc  Al  D'         ou         3arcBA  =  —  arcBD': 

il  en  résulte  que  AD'  enveloppe  une  hjpocjcloïde 
à  quatre  rebroussements,  quadritangente  au  cercle 
sur  x' ox  et  sur  le  diamètre  perpendiculaire  :  Venve- 
loppe  de  ad'  est  la  projection  de  celte  courbe^  c'est 
une  courbe  de  quatrième  classe  tangente  à  l'ellipse  aux 
sommets,  et  ayant  (|iialie  points  de  l'ebroussement  sur 
les  diagonales  du  rectangle  des  axes,  à  des  dislances  du 
centre  égales  à  ces  diagonales;  donc  il  existe  quatre 
cercles  oscillateurs  à  une  ellipse  tels  que  les  cordes 
communes  à  cette  courbe  et  à  ces  cercles  passent  en 
un  point  donné  (Steiner). 

A  est  le  milieu   du  segment  intercepté  par  les  tan- 
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génies  de  rebroussement  sur  la  tangente  AD'  à  l'hypo- 
cycloïde,  donc  en  projection  a  est  le  milieu  du  seg- 
ment déterminé  sur  ad'  par  les  diagonales  du 
rectangle  principal  circonscrit  à  (s)\  le  lieu  de  ces 
points  milieux  pour  les  droites  passant  par  un  même 
point  donné  est  une  hvperbole  d'axes  parallèles  à  ceux 
de  l'ellipse,  coupant  par  suite  cette  courbe  en  quatre 
points  d'un  même  cercle;  donc  les  quatre  cercles 
osculateurs  dont  les  cordes  communes  aK'cc  V ellipse 
passent  en  un  pjoint  ont  leurs  points  de  contact  sur 
un  cercle. 

20.  Sy normales.  —  Appelons  sjnormale  à  une 
conique  (5),  en  un  pointa  de  cette  courbe,  la  droite 
passant  par  a  et  symétrique,  en  direction,  par  rapport 
aux  axes  de  (5),  de  la  normale  en  ce  point  a;  soient  (/, 
et  a\  les  points  où  la  normale  et  la  synormale  en  a 
coupent  l'axe  focal,  p  et  p'  deux  points  appartenant 

respectivement  à  ces  droites  et  tels  que  pop'  ait  l'axe 
focal  pour  bissectrice,  i  la  projection  de  a  sur  cet  axe  ; 
nous  pouvons  écrire 

op'        oa\         oi -r-  ia\         a'^-\-  b"^  a^ -^  è*  _ 

op        oai        oi  —  iui        a'^ — 6^  c" 

on  conclut  de  là  que  : 

Les  synormales  correspondant  aux  quatre  nor- 
males issues  de  p  concourent  en  p' . 

D'' un  point  on  peut  mener  quatre  synormales  à 
une  conique,  et  les  normales  correspondantes  con- 
courent. 

L'enveloppe  de  la  synormale  d'une  ellipse  est  une 
transformée  liomographique  de  la  développée,  qui  a 


(   3i6 


pour  équation 


62 


by 


b'- 


2i.  Sur  le  centre  de  courbure  d'une  conique.  — 
Nous  avons  vu  que,  si  d'un  point  m  on  mène  des  tan- 
gentes à  une  conique  de  foyers  o  et  a',  le  cercle  déter- 
miné par  m  et  les  points  de  contact  passe  par  un 
deuxième  point  fixe  «,  quand  la  conique  se  déforme 
en  conservant  ses  fojers  (7),  le  lieu  géométrique  du 
point  commun  aux  normales  à  la  conique  aux  points 
de  contact  des  tangentes  issues  de  m  est  la  perpendi- 
culaire en  n  à  nin;  si  nous  considérons  en  particulier 
l'ellipse  de  foyers  cp  et  'o'  qui  passe  en  m,  il  résulte  de 
ce  qui  précède  que  son  centre  de  courbure  [/  en  m  est 
le  point  de  la  normale  qui  se  projette  en  n  sxxv  mn; 
d'ailleurs,  nin  est  symédiane  pour  le  triangle  m  caca' 
{fig-  6);  soient  /  le  point  où  la  normale  en  m  coupe 


Fig.  6. 


l'axe   non  focal,    k   celui    où  elle    coupe    l'axe   focal; 
menons  la  perpendiculaire  en  k  à  mk  qui  coupe  oni 


(  -^1  ) 

en  y  :  les  triangles  semblables  rujk  et  ma/i  donnent 

mj  _  mk 

m  IX        rnn  ' 

les  ti'iangles  mko  et  mnl  sonl  aussi  semblables,  et 

mk        mo 
rnn        ml  ' 


par  conséquent, 


mj    __  m.o 
ni  u.        ml 


etyjji.  est  perpendiculaire  à  l'axe  focal  :  on  retrouve  la 
construction  de  Mannheim. 


22.  m  et  m'  étant  deux  points  de  l'ellipse  {s  ).  k  et  /, 
/.  '  et  /'  les  points  où  les  normales  dont  les  pieds  sont  m 
et  m'  coupent  les  axes,   des  égalités 

mk        m' k'        b"^ 


ml        ni  V        «2 

il  résulte  que  la  droite  mm'  et  les  deux  normales 
touchent  une  parabole  tangente  aux  axes;  en  sup- 
posant que  m'  vienne  coïncider  avec  m,  on  trouve  ce 
théorème  dû  à  Mannheim  :  le  centre  de  courbure  jjl 
de  (s)  en  m  est  le  point  où  la  normale  en  m  touche 
la  parabole  (p)  tangente  aux  axes,  à  la  normale  et 
à  la  tangente  en  m  à  (s);  on  en  déduit  la  construction 
de  |j.  rappelée  plus  haut. 

Si  [jl'  est  le  centre  de  courbure  en  m  de  l'hjperbole 
homofocale  de  (s)  et  qui  passe  en  ce  point,  le  triangle 
m ij.u'  donne 

m[j.  =  m  ;ji'x  laiig|ji'  =  m  iji'  x  tang(jLmn  =  m  (^i'  x  lung  omk , 


^ 
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■d'où 


ni  [x  -^  ^^ 

sin  om  fji' 


Ainsi  les  rayons  de  courbure  en  m  des  deux 
coniques  homofocales  passant  en  ce  point  sont  pro- 
portionnels aux  sinus  des  angles  que  font  avec  om 
les  normales  en  m  aux  deux  coniques. 

La  directrice  de  la  parabole  [p)  étant  om^  en  suppo- 
sant que  le  centre  de  [s)  s'éloigne  à  l'intini,  le  théo- 
rème de  Mannheim  prend  la  forme  suivante  : 

Le  centre  de  courbure  en  un  point  m  cV une  para- 
bole est  le  point  de  contact  de  la  normale  en  ce  point 
avec  la  parabole  (p)  tangente  à  la  normale  et  à  la 
tangente  en  m  à  la  première,  et  ayant  l'axe  de 
celle-ci  pour  tangente  au  sommet. 

Le  fojer  de  (/?),  qui  est  n  dans  le  cas  d'une  conique 
quelconque,  devient  ici  le  symétrique  de  m  par  rapport 
au  foyer  de  la  parabole  donnée;  de  ces  propriétés  on 
<léduit  sans  peine  la  construction  classique  du  centre 
de  courbure  en  un  point  d'une  parabole. 

23.  Nous  donnerons,  |)our  terminer,  une  démon- 
stration de  ce  théorème  : 

Le  centre  de  courbure  en  un  point  m  d\ine 
conique  est  le  pôle  de  la  tangente  en  ce  point  par 
rapport  à  la  conique  homofoca  le  q  ui  y  passe  (Salmon, 
Sections  coniques.^  a*  édition,  p.  Ofa;  F.  Iîalitkand, 
N.  A.,  1(^1 3,  p.  2o4). 

Conservant  les  notations  employées  ci-dessus,  prou- 
vons que  a'  est  le  pôle  de  la  normale  mkl  par  rapport 


(  3.9) 
à  (s)  :  menons  par  m  une  corde  variable  de  (s)  cou- 
pant Taxe  focal  en  À,  et  par  o  son  diamètre  conjugué 
<îOUj)ant  en  "//  la  tangente  en  m  ;  ces  droites  déter- 
minent sur  l'axe  focal  et  sur  la  tangente  deux  divisions 
homographiques,  et  l'on  a 

a . o  >. .  t  À '  -(-  '^ .  o).  -{-  y .  iW  +  îj  =  o , 

a,  [i,  Yi  ^  désignant  des  constantes,  et  i  le  j)olnl  où  la 
tangente  en  m  coupe  l'axe  oy;  en  supposant  que  la 
corde  /nX  coïncide  successivement  avec  mo,  avec  la 
parallèle  à  l'axe  focal,  ou  avec  la  tangente,  on  trouve 
que  cette  relation  se  réduit  à 

,     . , ,         ...  o  ).        im 

o)..l/.    =  0/(   .irn  ou  —7-,    =    -rr-;  , 

A'  étant  le  point  commun  à  la  tangente  en  ni  et  à  l'axe 
focal;  cette  égalité  montre  que  ).'  est  le  point  où  la 
parabole  tangente  à  im k\  ni"),  et  aux  axes  de  (5), 
touche  la  tangente  en  m  à  (.s),  de  sorte  que  toute  para- 
bole tangente  aux  axes  d'une  ellipse  et  à  la  tan- 
gente en  ni  à  cette  courbe  touche  cette  tangente  en 
un  point  dont  la  polaire  par  rapport  à  C ellipse  est 
la  deuxième  tangente  menée  de  ni  à  la  parabole. 
Appliquant  celte  propriété  à  la  parabole  (/j)  (22), 
nous  voyons  que  la  polaire  de  [x  par  rapport  à  l'ellipse 
est  précisément  la  normale  mkl  en  m  à  cette  conique, 
ce  qui  démontre  le  théorème  que  nous  nous  proposions 
d'établir. 
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[0'2q] 


SUR  im  COURBE  SPHERIQliE; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Si  l'on  cherche  en  coordonnées  polaires  une  courbe 
plane  telle  que  la  longueur  de  l'arc  MM'  soit  propor- 
tionnelle à  l'angle  MPM',  P  étant  le  pôle,  on  a 

ds  =  l  dH,         dr^  -t-  r^-  db^  =  i^  dO\         d^  =        ^''       ; 

on  a  donc  les  deux  solutions  : 

(1)  r=L 

(2)  /•=/sin9; 

la  seconde  courbe  est  un  cercle  passant  en  P. 

Le  problème  analogue  sur  la  sphère  donne  lieu  au 
calcul  suivant  : 

^=Adh,        (  d  ^y -}- sin^  ~d(i^=k^dO\ 
ou 

''5 


/ 


A"- —  sin-  — 
K 


on  a  donc  les  deux  solutions 

(3)  —  =  arc  siuA, 

(4)  sin  —  =  A  X  sin  amO  =  A- X  snO, 

la  fonction  elliptique  sn  ayant  pour  module  le  nombre  A". 
Si  K  devient  infini,  A   icndant  vers  zéro  et  la  limite 
du   produit  R/r  étant  /,    snO  devient  sinO  et   les   for- 
mules (3)  et  (4)  deviennent  les  formules  (i)et  (2). 


[K'2d] 
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NOTE  SIR  L'lilli:RIE\\E  ; 

Par  m.  AURIC. 


Si,  dans  un  triangle  A,  AoAs,   pris  comme  triangle 
de  référence,  on  mène  les  céviennes  de  deux  points  P,  Q 

dont  les  coordonnées  barycentriques   sont  — >  — ,  — 

•^  ^  P\     Pt    Pz 

et  — ?  — 1  — >  les  pieds  des  céviennes  sont  sur  une  co- 

q\    q-i    qi     ,  . 

nique  E  dont  l'équation  est 

^P\q\x\  —  ipiqz-^  Piqi)x-2x^=  o 

et  que  nous  appellerons  en  lé  rien  ne  (')  parce  que  si  P 
est  le  barycentre  G,  et  Q  l'orthocentre  H,  la  conique 
obtenue  est  le  cercle  des  neuf  points. 
Si  nous  posons 

Ad  qi         "  ^/o, 

les  autres    points    d'intersection   des    céviennes   A,  P, 
A,  Q  avec  E  sont 

q\  P\ 

La   droite   PQ  est  tangente  à  E  si  071=1    ou  pa-  =  9; 
P  et  Q  sont  conjugués  par  rapport  à  E  si  07  =  3. 
r/équation  de  l'eulérienne  s'écrit 

(')   Lorsque    1*    cl    Q    sonl    iDiifniidiis,    l'ciilcrieiine    ilevicnl  une 
conique  inscrite. 

Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  XV.  (luiilel  191'))  22 
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ce   qui   montre    que  E  est  honiotliéllque  à  la  coni<jue 
circonscrite  que  représente  le  second  membre. 
En  particulier,  si  P  esl  en  G, 

Pv  =  Pi^^Pz. 
Q  en  H, 

<^,=  COtAi,  ^2=COlA2,  <^3=COtA3, 

in  Al 

iAq 


7  (cotA2+ cot  A3):r2:r3=    7    -r-^7 t^i^  X^Xz 


I 


sin  Al  sin  Aosin  A- 


7  sin2  Al  372^:^3, 


qui  est  l'équation  du  cercle  circonscrit  comme  on  devait 
s'y  attendre  puisque,  dans  ce  cas,  l'eulérienne  est  un 
cercle. 

L'équation  de  E  s'écrit  ég.dement 

ce  qui  montre  que  E,  la  conique  circonscrite 

el  la  conicpic  conjuguée, 

:^Pi(jixl  =  o 

appartiennent  au  même  faisceau  dont  les  cordes  d'in- 
tersection sont  S/?,  Xi  =  o  el  ^cjfXt^  o. 
Enfin,  E  peut  aussi  s'écrire 

^[(pi  +  giy--ipi-gir-M 
—  ■^[(Pi  +  gi)(P3  -+-  q^  )  —  (  pi  —  7-2  )(  /'3  —  q3)\-r.Tz  =  o. 

Sous  cette  forme,  on   \oil   tjiic   II  ii|)|)ail  icnt  au  fais- 
ceau   de    deux    coniipies   ingénies    dans    A,AoA3,    les 
céviennes  des  poinis  de  contact  concourant  en 
I  I  I 

Pi-^qi'    p-i+qz'    P3-^q3 
et 

I  I  I 


et 

(S) 


7i      p2-—q2     p3  —  q3 
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On  a  donc  ia  propositioia  sui vaille  : 

Soient  quatre  |)oints  P,  Q,  R,  S  dont  les  inverses 
forment  une  division  harmonique  :  si  l'on  construit 
les  coniques  inscrites  dont  les  points  de  contact  sont 
les  pieds  des  céviennes  des  points  R  et  S,  les  points 
d'intersection  de  ces  deux  coniques  sont  sur  l'eulé- 
rienne  des  points  P  et  Q,  et  réciproquement. 

Si  Ton  pose 

l'équation  tangentielle  de  l'eulérienne  est 

i;  a]  u]  —  2(  À2^3-t-  2  jJl2  |Jt.-))"2"3  =  O. 

Les  coordonnées  du  centre  de  E  sont 

X,(X2-H  A3— X,)  -+-  2;j.,(,a2-f-  (JL3), 
1-2(13-+-  ^M—  ^-2)  +  ^jJ-ari^jH-  i^i),       


On  voit  aiscnienl  que  l'équation  de  E  peut  se  mettre 
sous  la  forme  d'un  déterminant 

0  I  I  Pl^l 
t                 o                  1  P2^2 

1  I  o       7^3  373 
q\^i    g^f>    g:i^:i       o 

Si  nous  considérons  la  conique  circonscrite 

et  si  nous  appelons   ^1^2':!  'e  |)ole  j)ar  rapport  à  cette 
conique  do  la  droite 

Ml  ,ri  -f-  ii-iXo  -+-  ii-iXi  ^=  o, 

on  \oit  aisément  (pie,  si  l'on  a  la  relation 
Ài  ^1  «1  -T-  Xo  ^2  "2  -H  A3  ^3  ^^,  =  o, 
le  lieu   du  point  leprésentalif  [     est  une  enlérienne  si 
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N  est  fixe,  de  même  que  le  lieu  tic  N  esl  une  eulérieune 
si  U  est  fixe. 

L'équation  de  cette  eulérienne  est 

0  I  1  ni  Ml 

1  o  I  «2^2 

I  I  0/13  «3 

liriiUi       X^HiUi       ^.^^TlzUz  o 

Si  l'on  a  la  relation 

jJLini-t-    [Jl2«2+   i-t3'i3=    O, 

le  lieu  de  T,  si  U  est  fixe,  est  l'euléiienne 

0  I  £  lliti 

1  O  I  ^2  ^2 
I                 I                o  ^^3/3 

IMh      V-it-i     l^ih        «^ 

En  particulier,  si  u^^^  11.^^=11  ^^\e  lieu  du  pôle  de  A„, 
c'est-à-dire  du  centre,  est  une  eulé)ienne. 
Considérons  la  coni(|ue  inscrite 

^in\x\  —  ■>.  ni'i  n7  3.r.2.T:i  =  o. 
Si  l'on  a  comme  ci-dessus 

lltilli  H-  X2/2  "2-+-  ^3^3")  =  0) 

le  lieu  du  point  représcnlalif  T  est  une  eulérienne  si 
M  est  fixe,  de  méiiu!  (pie  le  lieu  de  M  esl  uue  eulé- 
rienne si  T  est  ûxe. 

L'é(|uatiùn  de  cette  eulérienne  est 

o  i  1         i>uh 

■>.  o  1  1)1 -.t-i 

■}.  ■}.  o  /'':i/3 

/]/»\f\      /■i/n-if-i     À3W3/3         o 
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Si  l'on  a  la  relation 

ui  /»!  +  jji.,  nu  -+■  ;a.-j  /»■)  =  c, 

le  lien  de  U,  si  T  est  fixe,  est  leuléiienne 

0  I  I  t\lli 

1  ()  I  ^2^2 
I                  I                 o  tzll-i 

U|  Ui        [Jl2  U>        [X-i  l(-i  O 

Enfin,  on  démonlre  la  proposition  suivante  : 
Pour  que  la  conique  inscrite  ci-dessus 

'Lnii  x\  —  iniiin^x-iX-^  =  o 

soit  conjuguée  par  rapport  aux  points  B,  C,  il  faut  que 
le  point  représentatif  M  se  trouve  sur  rciili'riennc  des 


poinl 


ÏÏ^^^G 


Nous  appellerons  eulérienne généralisée  laconique 
dont  l'équation  est 


«I  ^3  l>i       P\-r\ 

^3  «2  ^1  P-2-T2 

/>2  i>i  «3        pa-r^ 

Çi-Ti      q-icr-i     g3.T:i         o 

En  appelant  a,,  p,  les  mineurs  du  discriminant 

«1  63  i>i 
bj  a-2  bi 
hi     bi     tti 

on  trouve  que  celte  équation  développée  est 

la|/v,,y,rf  +  '^\{piqz-+-  p:irj,)xîXi=  o. 
Si  l'on  considère  la  conique 

i:  /.  1  n  \  r  \  +  2  n-i  n 3  x.^  .r,-,  =  0 


(  3.6  ) 

et  si  l'on  appelle,  comme  précédemment,  ^,  ^0^3  le  pôle 

de  la  droite 

Ui  Xi  -+-  u-iX-î  -\-  «3.r,i  =  o 

avec  la  condition 

Al  /i»i  -I-  X2/2"2-^-  ^3  ^3  «3  =  O, 

on  obtiendra  les  deux  eiilériennes  suivantes  en  élimi- 
nant successivement  ti  et  w/, 

A-,  I 


Al  — 


k^ 


/  -2  /.'s  —   I  1  —   /'"s 

I  />;,  A:,  A,  —  I 

I  -  k.  1  -  /  , 

Al  n\t i  \-i  n-it-i 


A-3       ^ 


A3—      o 


I  -  /.  2 
I  -  A-, 
A1A2— 1      «3/3 


"l'i 


Ce  sont  deux  eulériennes  corrélatives. 

On  peut  transformer-,  en  effet,  la  dédnilion  de  l'en- 
lérienne  et  dire  :  Si  deux  droites  coupent  les  cotés  du 
trian<:;le  de  léférence  en  P,  P2P3,  QiQa^v^'ii  '^s  six  cé- 
viennes  A/P,,  A/(),  sont  lanj^entes  à  une  conique  qui 
est  la  corrélative  de  l'eulériennc. 

Enfin,  on  déniontrcrail  facilement  que,  si  dans  l'eu- 

lérienne 

^p\i]\x\  —  {p^qz-^  pzqi)x.2X3—  o, 
on  fait 

1  Culérienne  obtenue  est  tangente  à  quatre  coniques 
inscrites,  ce  (|ui  est  une  {généralisation  du  tliéorème 
de  l'Y'iierbacli. 
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COHRESI»0\DA\CE. 


Un  abonné.  —  Au  sujet  de  la  puissance  cVun  point 
j)av  rapport  à  une  conique.  —  La  notion  de  puissance 
d'un  point  par  ia|)porl  à  une  conique  est  plus  connue 
et  plus  fréquemment  utilisée  que  ne  semble  l'indiquer 
l'article  récent  de  M.  E.Malosurce  sujet  (pp.  157-166). 

C'est  ainsi  que  des  géomètres  tels  que  Cornu, 
Painvin ,  Mathieu,  Recoq  ont  :  soit  démontré  le 
tiiéorème  de  Transon  ;  soit  donné  son  extension  à 
l'espace;  soit  fourni  de  nouvelles  interprétations  géo- 
métriques du  résultat  obtenu  en  substituant,  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  d'une  conique,  les 
coordonnées  d'un  |)Oint  de  son  plan  (^Nouv .  Ann.., 
i865,  p.  334). 

Painvin,  dans  sa  Géométrie  analytique  (t.  I, 
p.  ,')()()),  démontre  le  théorème  de  Transon  et  indique 
la  nouvelle  interprélation  géométrique  suivante  de  la 
puissance  d'un  point.  La  puissance  cV un  point  est 
proportionnelle  au  rapport  suivant  lequel  la  droite 
qui  joint  le  centre  à  ce  point  est  divisée  par  la 
polaire  du  point.  Cette  interprétation,  qui  fait  inter- 
venir le  centre  de  la  conique,  n'est  pas  ap|)lical)le  à  la 
parabole.  Dans  le  Tome  11  de  son  Ouvrage  (1"  partie, 
p.  3-44)  '-*'  partie,  p.  61),  il  étend  à  l'espace  les 
tln'orèmes  précédents. 

Dans  sa  Géométrie  analytique  (p.  5i3).  M.  II. 
Pic(|uet  (h^fuiit  la  |)uissancc  ponctuelle  d'un  point  par 
rrqipoil    à    une   conitpie   donnée   comme    le   carré    du 
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rayon  du  cercle  ayant  pour  centre  ce  point  et 
harmoniquemcnt  inscrit  à  la  conique.  Ce  cercle  est 
unique,  et  M.  H.  Picquet  démontre  (p.  5i^)  que 
le  lieu  des  points  d'égale  puissance  ponctuelle  par 
rapport  à  deux  coniques  est  V hyperbole  équilatère 
qui  passe  par  leurs  points  communs.  Voir  aussi 
l'Ouvrage  du  uiênie  auteur  :  Etude  géométrique  des 
systèmes  ponctuels  et  tangentiels  des  sections  co- 
niques. 

Enliu,  Laguerre  a  utilisé,  à  |)liisieurs  reprises,  la 
notion  de  puissance  d'un  point  par  rapport  à  une 
conique,  notamment  dans  sa  métiiode  pour  intégrer 
l'équation  d'Euler  [Nouv.  Ann.,  18^2,  p.  i56).  Il  a 
aussi  étet)du  cette  notion  aux  courbes  algébriques 
[(6'?^/'  les  courbes  planes  algébriques  [Comptes 
rendus,  i8()5)].  ]  oir  encore  Valiron,  Nouv.  Ann., 
1913,  p.  i49- 


M.  Ph.  du  Plessis.  —  La  propriété  qu'oftre  la  suite 
des  nombres  impairs  à  savoir  que,  si  on  la  partage,  à 
partir  de  i,  en  groupes  contenant  i,  2,  3,  ...,  /?  termes, 
la  somme  des  p  termes  du  y>'^'"'=  groupe  est  égale  à/)', 
a  inspiré  récemment  diverses  généralisations  (notam- 
ment A'^.  A.,  1913,  p.  1G6). 

M.  J.  Joflroy  a  émis,  dans  une  précédente  Corres- 
pondance (p.  114)7  l'avis  que  cette  proj)riété  devait 
être  assez  anciennement  connue. 

En  effet,  dans  sa  Théorie  des  nombres  (p.  226), 
Edouard  Lucas  l'attribue  à  Nicomacjue  de  Gérase,  qui 
Mvait  à  la  fin  du  premier  siècle  de  notre  èie. 

Celte  propn«''l<';  a,  depuis  lors,  été  retrouvée  j)ar  bien 
des  auteurs.  Dans  une  Noie  signée  Midy,  et  parue 
en  1840  dans  les  Nouvelles  Annales  mêmes  (p.  640), 
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elle  est  attribuée  à  M.  d'Adhémar  (parent  sans  doute  du 
savant  professeur  de  la  Faculté  catholique  de  Lille)  et 
généralisée  grâce  à  cette  remarque  que  toute  puissance 
entière  dUin  nombre  entier  est  égale  à  la  différence 
des  carrés  de  deux  entiers. 

L'auteur  donne,  en  effet,  plusieurs  formules  qui, 
lorsqu'on  y  regarde  de  près,  peuvent  se  réduire  à  une 
seule  que  voici  : 

Si  ^  et  r  sont  le  quotient  et  le  reste  de  la  division 
de  m  —  I  par  2,  de  telle  sorle  que  m  —  i  z=  2^  +  r, 
on  a,  quels  que  soient  les  entiers  n  et  m, 

Or,  si  l'on  pose  les  deux  nombres  entiers,  élevés  au 
carré  dans  le  second  membre,  égaux  à  k  et  A,  de  sorte 
que 

on  voil,  puisque  la  somme  des/>  premiers  termes  de  la 
suite  des  nombres  impairs  est  égale  à/?-,  que  le  second 
membre  n'est  autre  que  la  somme  des  nombres  im- 
pairs consécutifs  depuis  le  {h  -h  i)'^'"^  jusqu'au  k'''"'" 
inclusivement. 
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SOLUTIOXS  DE  QUESTIOXS  PROPOSÉES. 


439. 

l  18,8,  p.   18 


On  donne  le  périmètre  et  l'axe  d'une  ellipse^  calculer 
l'autre  axe  soit  par  une  série  convergente,  soit  par  des 
approximations  successives. 

Solution 
Par  M.  H.   Brocard. 

Il  n'existe,  on  le  sait,  aucune  expression  finie  de  la  longueur 
d'un  arc  ou   du  périmètre  L  de  l'ellipse  d'axes  ia  et  ib  et 

,,  .  .    ,  c         s/ a- —  Ij^ 

d  excentricité  e  =  —  =  • 

a  a 

Dans  tous  les  éléments  de  calcul  intégral,  on  trouve  la  série 

Si  donc  on  donne  l'axe  focal  2«,  on  déterminera  e^  et,  par 
suite,  b'^  =  a'^{\  —  e-)  par  une  équation  de  degré  (am  —  -i) 
correspondant  aux  m  premiers  termes  de  la  série. 

Cette  recherche  deviendra  impraticable  dès  qu'on  aura  seu- 
lement pris  plus  de  trois  termes. 

Quant  à  représenter  e*  par  une  série  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  de  L,  cela  se  fera  par  la  méthode  du  retour 
des  suites.  La  série  ainsi  obtenue  donnera  la  meilleure  approxi- 
mation désirée  suivant  le  nombre  de  termes  que  l'on  prendra. 

Le  peu  d'intérêt  de  cette  approximation  nous  dispensera  de 
poursuivre  et  d'achever  une  pareille  recherche  qui  est,  pour 
ainsi  dire,  sans  objet. 

Note  du  Rédacteur.  —  Nous  croyons  que  cette  question 
bien  ancienne  pouvait  correspondre  à  un  intérêt  pratique  très 
réel.  Dans  l'art  dos  constructions,  dans  les  problèmes  que 
présentent  les  organes  des  machines,  il  peut  fort  bien  arriver 
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qu'on  ait  à  déterminer  les  éléments  d'une  ellipse  dont  on 
connaît  un  axe  et  le  périmètre,  avec  une  approximation  suffi- 
sante. G. -A.  L. 

511. 

(  1860,  p.  46.  ) 

Soient  sept  carrés  égaux,  de    telle   sorte  chaque   carré 
peut  tourner  à   cliarnière    seulement   autour  de  la  droite 


j      6 
3   I  4 

2 


qui  lui  est  commune  avec  le  carré  voisin;  le  carré  i  ne 
pourra  prendre  une  position  quelconque  qu  envers  le 
carré  7,  et  pas  envers  les  autres  carrés.  Ainsi,  si  le  carré  i 
est  maintenu  fixe,  il  n'y  a  que  le  carré  7  qui  soit  en- 
tièrement libre.  MoBiL'S. 

Note 
Par  M.  C.-.\.  Laisaxt. 

J'ai  tenu  à  reprorluire,  sans  y  changer  une  syllable,  cet 
énoncé  qui  a  depuis  trop  longtemps  encombré  la  liste  des 
questions,  et  n'aurait  jamais  dû  être  inséré.  II  est  très  pro- 
bablement le  résultat  d'une  traduction  faite  par  une  personne 
ignorant  la  langue  française  et  dépourvue  de  toute  précision 
d'esprit. 

Qu'est-ce  que  signifie  la  rotation  possible  d'un  carré  autour 
de  la  droite  commune  avec  le  carré  voisin,  alors  que  pour  5 
de  ces  carrés  sur  7,  il  y  a  deux  côtés  communs  et  non  pas 
un  seul? 

Dans  cette  rotation,  le  carré  mobile  tourne-t-il  isolément, 
ou  entraîne-t-il  avec  lui  tout  le  reste  du  système,  par  une 
sorte  de  pliage? 

Qu'appelle-t-on  une.  position  quelconque  du  carré  i,  qu'on 
s'empresse  aussitôt  de  rendre  fixe,  envers  le  carré  7,  ou  tout 
autre? 

Comment,  enfin,  un  élément  qui  appartient  à  un  système 
à  liaisons,  serait-il  entièrement  libre? 
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Il  ne  faut  pas  chercher  à  répondre.  Il  lî'y  a  qu'à  biffer  la 
question  définitivement.  Nos  lecteurs  ne  sauraient  èlre  invités 
à  deviner  des  rébus  rédigés  en  charabia. 

882  à  883. 

(1868,  p.  24o.) 

882.  La  suite  des  nombres  premiers  '»,  3,  5,  17,  257,  ... 
est-elle  illimitée?  Ou  autrement ,  y  a-t-il  une  infinité  de 
nombres  impairs  par  lesquels  une  circonférence  peut  être 
divisée  en  parties  égales  au  moyen  de  la  règle  ou  du 
compas? 

883.  Tout  nombre  pair  est-il  la  somme  de  deux  nombres 
premiers  impa irs  ? 

884.  8  e<  9  sont-ils  les  seuls  entiers  consécutifs  qui  soient 
des  puissances  des  nombres  entiers  ? 

885.  y  a-t-il  au  moins  deux  nombres  premiers  parmi 
les  entiers  compris  entre  les  carrés  de  deux  entiers  consé- 
cutifs ? 

Note  , 

Par  la  Rédaction. 

Ces  quatre  questions,  signées  Lionnet,  Algèbre^  y  Ed"'\ 
sont  précédées  de  la  mention  :  «  Questions  d'arithmologie 
qui  n'ont  jamais  été  résolues.  » 

883  est  connue  sous  le  litre  de  :  Théorème  empirique  de 
Goldbach^  et  884  sous  celui  de  :  Théorème  empirique  de  Ca- 
talan. 885  avait  été  résolue  en  i855  par  Desboves,  dans  un 
article  Sur  un  théorème  de  Le  gendre  {N.  A.,  i855,  p.  281-295). 

Ces  énoncés  n'auraient  jamais  dû  prendre  place  parmi  les 
questions  proposées  dans  Xç.'s  Nouvelles  Annales.  Ce  sont  des 
desiderata  qu'on  pouvait  signaler,  mais  qui  ont  résisté  jus- 
qu'ici à  de  trop  longues  recherches  pour  qu'on  pût  espérer 
une  réponse. 

Bien  entendu,  aucune  n'est  parvenue.  Dans  un  article  spé- 
cial (1879,  p.  354)  Lionnet,  sans  du  reste  rappeler  la  ques- 
tion 883,  a  repris  l'examen  du  théorème  de  Goldbach,  en 
essayant  d'établir,  contre  l'avis  |)resque  unanime,  qu'il  y  a 
probabilité  que  le  théorème  de  Guldbacli  n'est  pas  vrai.  Beau- 
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coup  d'autres  arilhmologues,  tout  au  contraire,  croient  que 
la  décomposition  d'un  nombre  pair  en  deux  nombres  premiers 
peut  se  faire  de  plusieurs  manières,  et  que  ces  solutions  sont 
d'autant  plus  nombreuses  que  les  nombres  pairs  considérés 
deviennent  plus  grands. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  questions  882  à  884  doivent  être  con- 
sidérées non  pas  comme  résolues,  mais  comme  liquidées,  et 
disparaître  définitivement  de  notre  liste;  et  la  question  885, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut,  était  résolue  affirmativement 
treize  années  avant  d'avoir  été  posée. 

938. 

(  1869,   p.   275.) 

Deux  ellipses  sont  situées  dans  le  même  plan;  l'une  est 
fixe  et  l'autre  mobile  autour  de  son  centre.  Dans  chaque 
position  de  l'ellipse  mobile,  on  mène  les  tangentes  com- 
munes. On  demande  le  lieu  des  points  de  rencontre. 

Quand  les  ellipses  sont  extérieures.,  il  y  a  deux  tan- 
gentes extérieures  et  deux  tangentes  intérieures.  Trouver 
le  lieu  des  points  de  rencontre  des  premières  tangentes 
et  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  secondes.  Examiner 
les  cas  particuliers,  Dauplay. 

Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Soient  (E)  l'ellipse  fixe  rapportée  à  ses  axes,  (E)  l'ellipse 
mobile  autour  de  son  centre  \{u,  v). 

Un  autre  système  d'axes  pourra  être  proposé,  ayant  I  pour 
origine,  et  formé  des  parallèles  IX,  lY  aux  axes  de  l'ellipse  (  E). 

Ce  nouveau  système  paraît  préférable,  parce  qu'il  supprime 
les  deux  paramètres  u  et  v  de  l'équation  de  l'ellipse  (E').  Il 
est  vrai  que  l'ellipse  (E),  qui  avait  pour  équation 

a'^y'^  -t-  b'^ X-  —  a^  è-, 

aura  nmintenuut  pour  équation 

a'^ { y  -\-  v)'  -^  b'^{x  -\-  u )-  =  a-b-. 

Cela  |)osé,  on  suivra  la  niéllioile  indicjnée  pour  la  (jucs- 
lion  S29  et  [xmii-  les  |ir()blèu)cs  analogues  dont  il  a  été  fait 
mention  (1916,  p.  i<.)ij,  mais  cette  recherche  présentera  encore 
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une  grande  complication,  pour  aboutir,  en  fait,  à  un  résultat 
peu  en  rapport  avec  le  travail  qu'il  aura  exigé. 

1552. 

(1SS5,  p.  488.) 

On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole  équilatère, 
un  point  de  la  courbe  et  une  circonférence  tangente  à 
l'hyperbole  ;  déterminer  ses  axes  et  ses  foyers. 

A... 
Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Soient  A  le  point  donné,  BB'  l'asymptote  fixe,  et  C  le  cercle 
donné  de  centre  I  et  de  rayon  /-. 

Il  y  a  manifestement  deux  hyperboles  équilatères  AM,  AM' 
passant  par  A,  asymptotes  à  BB'  et  tangentes  à  C.  Ainsi,  le 
problème  comporte  deux  solutions,  bien  qu'il  n'en  soit 
demandé  ou  prévu  qu'une  seule  dans  l'énoncé. 

D'autre  part,  le  lieu  des  pieds  M,  M'  des  normales  issues 
du  point  I  aux  hyperboles  équilatères  ici  définies  est  une 
cubique  dont  les  intersections  avec  le  cercle  G  représentent 
les  deux  points  INI,  M'  pouvant  remplacer  la  donnée  du  cercle 
et  permettant  alors  d'achever  immédiatement  la  construction 
des  deux  hyperboles  demandées. 

De  la  description  ci-dessus  on  conclut  que  le  problème 
proposé  n'est  pas  quadratique  et  ne  saurait  se  ramener  à  une 
construction  par  la  règle  et  le  compas,  ce  qui  est  habituel- 
lement sous-entendu  dans  toutes  les  déterminations  gra- 
phiques de  coniques  par  des  éléments  convenablement  choisis. 

Le  lecteur  pourra,  par  manière  de  compensation,  traiter  les 
deux  questions  suivantes,  modifications  de  la  proposée  : 

I.  On  donne  A,  BB'  et  un  autre  point  P. 

La  solution  est  immédiate  et  très  simple.  AP  rcnconire  BB' 
en  A',  et  la  seconde  asymptote  en  un  point  P',  tel  que  I"  soit 
symétrique  de  A'  par  rapport  au  milieu  de  AP.  Le  reste  s'en- 
suit ai'^ément  par  des  moyennes  proportionnelles,  etc. 

II.  On  donne  A,  BB'  et  une  tangente  TT'. 

On  est  alors  amené  à  faire  inteivenir  le  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  parallèles  à  TT'.  Ce  lieu  est  une  para- 
bole passant  par  A  et  B,  projection  de  A  sur  BB',  et  ayant  son 
axe  parallèle  à  BB'.  Cette  parabole  est  rencontrée  par  TT'  en 
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deux  points  i\I,  M'  (|iii  oppartiennenl  à  deux  branches  diflé- 
lenles  des  deux  hyperboles  répondant  à  la  question. 

i5';6. 

(  1888,  p.  iir) 

Les  coejficienls  de  Véquatioa 

.  a  -^b     ,  ,  ,       c 

a^*H-  D X*  -\-  lOfzX^  -+-  lops.r-H-  5/?4  x  -\-  P5=  o 

sont  liés  par  la  relation 

(lo  —  /')pr=  -(i  I—  ?.  r)  (a  -h  b)pr-i-+-  ('■  —  i)abpr^2, 

où  l'on  suppose  /?o=i  et  a^b.  Montrer  que  toutes  les 
racines  sont  réelles  et  comprises  entre  —  a  et  —  b. 

d.  ewardes. 
Solution 
Par  M.  H.  Brocaud. 

Pour  des  raisons  bien  connues,  les  équations  du  cinquième 
degré  retiennent  peu  l'attention  des  étudiants.  On  l'a  vu  déjà 
ici  sur  les  questions  de  ce  genre  posées  à  intervalles  éloignés. 

Quant  à  la  présente,  le  lecteur  l'aura  certainement  négligée 
à  cause  de  l'omission  manifeste  de  la  définition  du  nombre />i; 
car,  d'après  la  relation  indiquée,  il  faut  partir  de  r  =  2,  ce 
qui  donne 

8/)2=  7/>?  -+-  abpQ, 

oîi  l'on  a  bien  spécifié  ^q=i,  mais /Ji  n'a  pas  été  défini,  et  il 
faut  deviner  que  très  probablement,  d'après  l'équation  de 
l'énoncé,  le  terme  eti  x''  tioit  se  lire  5piX'*,  par  symétrie  avec 
le  terme  Sp^x,  et  qu'ainsi 

a^b 

Dans  l'inipossibililc  de  le  savoir  avec  certitude,  je  m'arrê- 
terai à  cette  hypothèse. 

Les  coefficients  p^,  /);j,  /j^,  p-^  seront  alors  définis  par  les 
relations 

7P3=  5pip2-i-  labpi, 

'^Pi'-=      PlP3-^  abp2, 

''>Ph^    PiPi-^  Â<^bp3. 
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On  en  déduit 


Pï 


7/)|  -H  ab 


P\ 


a p\-\-io abp ]  -k-  a^b^ 


Pi  = 


i6 


/'i 


Ph  =  ^(p\-+-  ioabp\  -H  5«2è-2). 


Ces  foimules  et  la  lecture  de  l'énoncé  suggèrent  les  substi- 
tutions 

a=  —  'icti,         b  =:  —  2^1; 

mais,  comme  l'observe  M.  Laisant,  il  sera  préférable  de  poser 
a  -\-  b  a  —  b 


ce  qui  donnera 


P-2^  P- 


Ipq^ 


4  10 


P6  =  p'-  -p^q"-^  -7pq' 

4  Ih 


L'équation  à  traiter  deviendra,  dès  lors, 


x^  -i-  5px'*  ->r  \oi  p 


37' -)-...  =  o. 


Elle  se  sim[)lifiera  un  peu  par  la  substitution 
x+p  =  z\ 

mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  poursuivre  cette 
investigation  et  de  vérifier  si  l'équation  dérivée  donnera  les 
facilités  désirées  pour  achever  la  séparation  des  racines. 
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[L'9b] 
SIR  LES  COIPLKS  «E  POI\TS  ASSOCIÉS  SUR  UNE  ELLIPSE 
E\  VER  ri  DU  THÉORÈME  DE  FAGM\0; 

Par  m.  m.  D'OGAGNE. 


1 .  On  sait  en  quoi  consiste  le  tliéoi'ème  de  Faguano  : 

Si  deux  points  M  et  M',  pris  sur  une  ellipse,  sont 
tels  que  les  normales  à  la  courbe  en  ces  points  soient 
tangentes  à  un  même  cercle  concentrique  à  Cellipse 
et  de  rayon  /',  la  différence  des  arcs  BM  et  AM'  de 
la  courbe  est  égale  à  r. 

Nous  dirons  dans  la  suite  de  cette  ISote  que  les 
points  M  et  M'  sont  associés  en  sous-entendant  :  en 
vertu  du  théorème  de  Fagnano.  Nous  appellerons 
aussi  directions  associées  celles  des  deux  diamètres 
de  l'ellipse  aboutissant  aux  points  M  et  M'. 

On  sait  que  le  couple  des  points  associés  M  et  M' 
n'est  réel  qu'autant  que  r<ia  —  6,  a  et  b  étant  les 
demi-axes  OA  et  OH  de  l'ellipse.  Lorsque  r  ^=  a  —  6, 
les  points  M  et  JNl'  se  confondent  en  un  point  L  qu'on 
peut  appeler  point  limite;  son  diamètre  sera  le  dia- 
mètre limite.  Ce  point  limite  est  également  connu 
sous  le  nom  de  point  de  Fagnano. 

2.  Nous  avons  appelé  déviation  en  un  point  d'une 
ellipse  (')  l'angle  o  (pie  la  normale  MN  à  la  courbe  en 


(')  Les  Notes  que  nous  avons  consacrées  à  l'ctude  de  cet  clcnienl 
ont  paru  dans  les  Nouvelles  Annales  en  i886  (p.  870)  et  1888  (p.  268). 
Nous  les  désignei'ons  ici  comme  Notes  I  et  W. 
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ce  point  fait  avec  le  diamètre  coi^espondant  OM,  du 
cercle  principal.  Comme  ces  deux  droites  se  coupent, 
ainsi    (ju'on    sait,    sur   le    cercle   de    centre    O    et    de 


rayon  a  -\-  b,  on  a  immédiatement 

(  l  )  r  =  (a  -h  b )  sin  o. 

Il  en  résulte  ([ue  deux  points  associés  M  et  M'  sont 
des  points  de  même  déviation  et  que  le  point  limite 
est  le  point  de  déviation  maxima.  Celle  simple  re- 
mar(|ue  peut  conduire  à  de  nombreuses  conséquences. 

Nous    rappelleioiis    d'ahord    ce     théorème    contenu 
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dans  noire  Note  II  (p.  2^4)  '•  ^'j  ^f"'  ^^  demi-axe  OA, 
on  prend  le  point  C  tel  que  OC  =  a  —  6,  et  si  le 
diamètre  OM,  du  eercle  principal  coupe  en  /»(  la 
tangente  au  sommet  A,  la  droite  Cm,  est  parallèle 
Cl  la  normale  en  M. 

II  en  résulle  que  Vangle  0/»,C  est  égal  à  la  dé- 
viation 0  pour  le  point  M  et,  par  suite,  que  /es 
points  nii  et  m\  correspondant  aux  points  associés  M 
et  M'  sont,  avec  les  points  O  et  C,  sur  un  même 
cercle. 

De  plus,  la  tangente  OT  à  ce  cercle  faisant  avec  OC 
langle  ô,  si  l'on  prend,  sur  le  prolongement  de  OA, 
le  point  D  tel  que  AD  =  b,  on  voit  que  la  distance  DT 
de  ce  point  à  cette  tangente  est  égale  à  /•,  en  vertu 
de(i).^ 

De  là,  une  solution  très  sim|)le,  par  la  règle  et  le 
compas,  de  ce  problème  :  construire  le  couple 
des  points  associés  pour  lesquels  la  différence 
arc  BM  —  arc  VM'rt  une  valeur  donnée  r.  Du  point  D 
comme  centre  avec  le  rayon  /•  on  décrit  un  cercle 
auquel  on  mène  la  tangente  OT,  puis  on  trace  le  cercle 
passant  par  O  et  C  et  tangent  en  O  à  OT.  Il  coupe  la 
tangente  à  l'ellipse  en  son  sommet  A  aux  points  m, 
et  m'j,  et  les  droites  Om,  et  On^'^  donnent  sur  le  cercle 
principal  les  points  M,  et  M',  auxquels  correspondcnl, 
sur  l'ellipse,  les  points  M  et  IM'  cherchés. 

Il  suffit  dès  lors,  pour  avoir  le  point  limite  L,  de 
mener  par  O  et  C  le  cercle  tangent  à  Aa/i,  qu'il  touche 
en  /( .  La  droite  0/|  donne  sur  le  cercle  principal  le 
point  L,  auquel  correspond,  sur  l'ellipse,  le  point  L 
demandé,  et  l'on  vérifie  que  la  normale  en  L  à  l'ellipse 
est  tangente  au  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  OC. 

3.   Si  nous  désignons  [>ar  ij.,    et  tx',   les  coefficients 
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angulaires  des  diamètres  OM,  et  OM'j  du  cercle  prin- 
cipal nous  avons 

Am,.Â/?j',         AO.AG        AG        b 
(^)  f^'f"i=        OA-^        -      OA^      -ÔÂ-â' 

d'où  nous  déduisons  pour  les  coefficients  angulaires  [x 
et  Y-'  des  diamètres  correspondants  OM  et  OM'  de 
l'ellipse,  respectivement  égaux  aux  précédents  multi- 

plies  par  —  j 

Remarquons  en    passant  que  si   nous    prenions    les 

points  de  rencontre  m  elni'  des  diamètres  associés  OM 

et  OM'  avec  la  tangente  A/,,  nous  aurions,  en  vertu 

de  (3), 

Ani.Am  =  —  =  —  o. 
a         a 

(Jr  6  =  AC,  et,  si  y  est  le  centre  de  courlmre  ré- 
pondant au  sommet  A,  Av  =  —  ;  donc  les  cercles  cir- 
r  'a 

conscrits  aux  triangles  tels  que  Cmm'  passent  tous 
par  le  centre  de  courbure  y. 

La  formule  (3)  montre  que,  pour  la  direction  limite, 

on  a  jjLzzzi/— ,  et  la  formule  (2),   pour  le   diamètre 

correspondant  du  cercle  principal,  \).^  =  i /  -  • 

Ces  résultats  se  trouvent  déjà  dans  noire  Note  I 
pour  le  point  de  déviation  maxima  dont  nous  venons 
de  faire  remarquer  l'identité  avec  le  point  limite. 
Nous  nous  bornerons  à  rappeler  quelques  |)ropriélés 
de  ce  point,  obtenues  dans  cette  Note  ainsi  (|ue  dans  la 
Note  II,  dont,  au  reste,  la  démonstration  est  des  i)ius 
aisées  : 
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La  tangente  UV  au  point  limite  a,  sur  0.r,  même 
inclinaison  que  OL|.  Elle  est  divisée  par  le  point  de 
contact  L  en  segments  LU  et  LV  respectivement 
égaux  à  h  et  à  a.  Donc^  si  l'on  engendre  V ellipse  au 
moyen  du  point  séparatif  des  segments  a  et  b  sur 
la  droite  de  longueur  a  -\-  b  glissant  par  ses  extré- 
mités sur  Ox  et  Oy,  UV  constitue  la  position  de 
cette  droite  pour  laquelle  elle  devient  tangente  à 
r ellipse  décrite.  La  distance  du  point  O  à  cette 
tangente  est  égale  à  \Jab. 

D'ailleurs,  le  rayon  de  courbure  au  point  L  est 
aussi  égal  à  \Jab  et, par  suite,  le  centre  de  courbure 
correspondant  est  la  projection  orthogonale  H  du 
centre  O  sur  la  normale  en  L.  La  droite  OH  est 
donc  normale  en  H  à  la  développée  de  l'ellipse;  d'où 
se  déduit  que  le  centre  de  courbure  H  est  le  plus 
voisin  du  centre  O  de  la  courbe. 

4.  On  peut  se  proposer  de  trouver  la  relation  qui 
existe  enlre  les  rayons  de  courbure  en  deux  points 
associés. 

L'expression  bien  connue  du  rajon  de  courbure  p 
en  un  point  de  l'ellipse,  en  fonction  de  l'anomalie 
excentrique  'j,  peut  s'écrire 

(ç/aby  =  rt'^sin'^  +  fe-cos-(ç 

ou,  si  |ji,  est  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  corres- 
pondant du  cercle  principal, 

(oaby  =  — i— ! r—  • 

Posant,  pour  simplifier  l'écriture, 

(4)  (i  =  (pab)i 
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on  en  déduil 

Remplaçanl  u.,  et  u.',  par  leurs  valeurs  (5)  dans  (2) 
on  a 

(fj2_^,2)(e'-2_^,2)     ^    ^ 
(a2—  02)(rt2_  0'2j    ~"    ^ 

ou,  après  des  réduclions  faciles, 

00'  =  ah, 

d'où   aussi,   en   remplaçant   0    et    0'  par  leurs  valeurs 
tirées  de  (4), 

(6)  '^^'  =  ah. 

Ainsi,  le  produit  des  rayons  de  courbure  en  deux 
points  associés  est  constant  et  égcd  au  produit  des 
demi-axes. 

On  lire  immédiatement  de  là  pour  le  rayon  de  cour- 
bure au  point  limite  l'expression  \/<^?/>  indiquée  ])lus 
haut. 

Comme,  d'autre  part,  si  Ji  est  la  distance  du  centre  à 
la  tangente  en  ^I,  i>n  a  (  ') 

on  voit  qu'on  a  encore 

///r  =  ab, 

(')  Nous  avons  indiqué  dans  les  Nouvelles  Annales  (1902,  p.  281) 
la  façon  dont  nous  avons  obtenu  ce  Ihéorème  énoncé  par  nous  sous 
forme  de  la  question  1919  {N.  A.,  igo.!,  p.  48).  Une  solution  de 
celte  question  a  été  donnée  (  i;)o3,  p.  91)  par  M.  Cliassiolis  qui  a, 
depuis  lors,  rectifié  lui-même  (même  tome,  p.  ru'))  une  observation 
fautive  qu'il  y  avait  ajoutée.  Il  est  clair  qu'on  pouiiait,  tout  aussi 
fanilement,  démontrer  directement  la  fornuile  lih-  =  ab,  et  en  déduiie 
par  un  calcul  inverse  la  valeur  de  po'. 
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c'esl-à-dire  que  le  produit  des  dislances  du  rentre 
aux  tangentes  en  deux  points  associés  est  aussi 
constant  et  égal  au  produit  des  demi-axes ,  d'où 
résulte  immédiatement  que  la  distance  du  centre  à  la 
tangente  au  point  limite  est  éi;alc  à  \/ab,  ainsi  qu'on 
l'a  rappelé  ci-dessus. 

5.  On  est  dans  l'Iiabitude  de  ne  considérer  les 
points  associés  en  vertu  du  tliéorème  de  Fagnano  que 
sur  un  même  quadiant  d'ellipse.  Mais,  en  réalité,  les 
huit  points,  à  raison  de  deux  par  quadrant,  j)our  les- 
quels la  dislance  du  centre  à  la  normale  est  /',  peuvent 
être  associés  autrement  de  façon  à  définir  encore  des 
arcs  dont  la  dilTérence  soit  égale  à  /■. 

Ces  huit  points  formant  les  sommets  de  deux  rec- 
tangles ayant  leurs  côtés  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse, 
chacun  d'eux  peut  être  associé  à  chacun  des  (|uatre 
sommets  de  l'autre  rectangle,  ce  qui  donne  en  tout 
seize  couples  de  points  pour  chaque  valeur  de  /'.  Mais, 
un  examen  facile  montie  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer, 
d  une  part,  les  couples  constitués  p;ir  deux  points 
associés  appartenant  à  un  même  quadrant  ou  à  deux 
(|uadrants  opposés  par  lesommet,  que  nous  appellerons 
de  la  première  espèce,  et,  d'autre  part,  les  couples 
constitués  par  deux  points  associés  situés  dans  deux 
(piadrants  contigus,  que  nous  appellerons  de  la 
deuxième  espèce. 

Au  point  de  vue  de  l'application  du  théorème  de 
P^ignano,  pour  les  couples  de  la  première  espèce,  les 
arcs  HM  (ou  IVM)  et  AM'  (ou  A'M')  doivent  être  pris 
en  sens  contraire  (c'est  le  cas  des  couples  ordinai- 
reuienl  cinisagés);  pour  ceux  de  la  deuxième,  ces  aces 
doi\ent  êirc  pris  dans  le  même  sens. 

Dans  le  premier  cas,  la  relation  entre  les  directions 
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associées  est  définie  par  la  formule  (3)  ci-dessus;  dans 
le  second,  par  la  formule 


{■ibis)  ,^;/=__, 


6.  Si  nous  considérons  les  cordes  unissant  les 
points  associés  de  l'une  ou  de  l'autre  espèce,  nous 
pouvons  nous  proposer  de  trouver  leur  enveIop|>e. 
Traitons  d'abord  le  problème  dans  le  cas  de  la 
deuxième  espèce. 

L'équation  de  l'ellipse  étant  écrite 

b^  X-  H-  a- y-  =  a-  b-, 

si    nous    représentons    la    corde    unissant    les     points 
associés  M  et  M'  par  l'équation 

y  =  mx  -+-  /î, 

nous  avons  immédiatement,  pour  le  faisceau  des  deux 
diamètres  OM  et  OM',  l'équation 

«2(62  — «2)^2—  ima^b''-xy  -{-  ô^{m^-a^-—  n^)x^-  =  o, 

d'où  nous  tirons 

,  _  bi(niia^  —  n^) 
^"■^  -      ai(b-i—n'-)    ' 

Portant  celle  valeur  dans  (3'''"),  nous  obtenons 

a  (  m"  a2  —  ,r-)  =  b{  n'^  —  b^-  ), 
d'où 


L'équation  de  la  corde  est  donc 

V  rt  H-  I 


6» 

y  =  mx  ■+- 
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On  peut  l'écrire 

(a  -^  b)( y  —  nix)'-  =  m'-a^-\-  b^ 
OU 

/n-[( a  ~\-  b)x- —  a^]  —  lia  ^  b)xy m  -h  (a  +  b )y'-  —  6'  =  o, 

d'où,  immédiatement,  son  enveloppe 

(a-+-  by-x-^j-  —  [{a  -t-  b)x'^—  a^][(a  +  b)y^—  6^]  =  o, 

c'est-à-dire 


a'         b^        a  -\-  b 

ellipse  dont  les  demi-axes  a  et  [j  sont  donnés  par 

6' 


"6' 


?^  = 


Autrement  dit  :  les  demi-axes  a  e^  |i  sont  les  coor- 
données du  point  limite  L. 

Ainsi  :  Venveloppe  des  cordes  unissant  les  couples 
de  la  seconde  espèce  est  r ellipse  C  de  centre  O,  ayant 
ses  axes  dirigés  suivant  Ox  et  Oy,  et  cjui  est  inscrite 
dans  le  rectangle  formé  par  les  points  limites  des 
quatre  quadrants. 

Cette  ellipse  iL  est  nécessairemeat  aussi  inscrite  dans 
le  losange  formé  par  les  sommets  de  l'' ellipse  donnée , 
dont  les  côtés  sont  à  la  fois  des  cordes  de  la  première 
et  de  la  deuxième  espèce.  La  vérification  analytique  de 
ce  fait  est  d'ailleurs  des  plus  faciles. 

On  trouve  ainsi  que  le  point  de  contact  de  l'ellipse  *1^ 
avec  AB  appartient  à  la  dioile 

X  — y  =  a  —  b, 

c'est-à-dire  à  la  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  AOJi, 
menée  pai  le  point  G. 


I 
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7.  Ayant  une  corde  de  la  seconde  espèce,  pour  en 
obtenir  une  de  la  première,  il  suffit,  conservant  une  de 
ses  extrémités,  de  prendre  la  symétricjue  de  l'autre  par 
rapport  à  Tun  ou  à  l'autre  des  axes.   L'ellipse  précé-  ■ 

dente  permet  ainsi  de  construire  toutes  les  cordes  des         fl 
deux  espèces.  Mais  on  peut,  par  un  calcul  calcpié  sur         " 
le   précédeni,  obtenir  aussi,  si  l'on   veut,   l'enveloppe 
des  cordes  de  la  première  espèce.  Il  suffit,  pour  cela, 
de  faire  usage  de  la  formule  (H)  au  lieu  de  (3*").  Cela 

donne 

x"-       y''-  I 

hyperbole  3e  ayant  pour  asymptotes  les  droites 

y       ,      /^ 
X  y    a* 

c'est-à-dire  les  diamètres  limites  de  l'ellipse  donnée. 
Cette  hyperbole  est,  elle  aussi,  tangente  aux  côtés  du 
losange  formé  par  les  sommets  de  cette  ellipse,  auquel, 
vu  sa  situation  extérieure,  nous  la  dirons  ex-inscrile. 

L'hyperbole  3C  et  l'ellipse  tL",  enveloppes  des  cordes 
unissant  les  points  associés  d(3  la  première  et  de  la 
seconde  espèce,  se  prêtent  encore  à  une  autre  déter- 
mination de  ces  couples  de  points;  en  effet,  les 
relations  (3)  et  (3*'*")  caractérisent  respectivement 
des  couples  de  directions  conjuguées  dans  l'hyper- 
bole 3C  et  dans  Tellipse  c.  On  peut  donc  dire  (|uc 
les  couples  de  directions  associées  de  chacjuc  espèce 
sont  en  même  temps  des  couples  de  directions  con- 
juguées par  rapport  à  la  conique  en^'eloppe  répon- 
dant à  cette  espèce.  Et  cela  fournit  un  nouveau  moyen 
d'engendrer  les  divers  cou[)les  de  points  associés. 

On  remar(pieia  enfin  que,  dans  le  cas  de  la  première 
espèce,  1  hyperbole  3C  est  tangente  aux  (pialre  droites 
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qui  touchent  l'ellipse  en  ses  points  limites  (qui  sont 
des  cordes  limites),  et  que  les  tangentes  à  cette  hyper- 
bole, qui  se  rapprochent,  à  partir  de  celles-ci,  des  tan- 
gentes en  ses  sommets  situés  sur  Ox^  ne  coupent  plus 
l'ellipse  donnée  en  des  points  réels,  tandis  que,  dans  le 
cas  de  la  deuxième  es[)èce,  toutes  les  tangentes  à 
lellipse  iL'  fournissent  des  couples  réels  de  points  asso- 
ciés. 


[M*e] 

SUR  LA  SPIRALE  TRACTRICE  ET  SUR  l\E  COIRBE  ASSOCIÉE; 

Par  m.  F.  BALITR.VND. 


La  spirale  tractrice  est  caractérisée  par  la  propriété 
suivante  :  la  portion  de  tangente  MT,  comprise  entre 
le  point  de  contact  M  et  le  point  de  rencontre  T  de 
cette  tangente  avec  la  perpendiculaire  OT,  élevée  au 
rayon  vecteur  OM,  par  le  pôle  O,  est  constante. 

D'après  M.  Gomes  Teixeira  ('),  cette  courbe  a  été 
étudiée  par  Varignon,  puis  par  Cotes  dans  V  Hatmonia 
mensuraruni.  Ce  dernier  a  pris  comme  définition  cette 
propriété  «  qu'un  arc  quelconque,  compté  à  partir  du 
point  de  rebroussement,  est  proportionnel  au  ioga-^ 
lillime  du  ravon  \ecteur  de  son  extrémité  ».  Dans  les 
Nouvelles  Annales^  elle  a  fait  l'objet  d'articles  de 
Giard  (i8(J2,  j).  ■jo),  de  Rouquel  (1803,  p.  499)j  de 
La(|uière  (i863,  p.  549).  M.  Gomes  Teixeira  lui  a 
consacré  {loc.  cit.)  un  Chapitre  de  son  Traité. 

(')   Traité  des  courbes  spéciales  reina/i/uaO/es,  t.  Il,  p.  91). 
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La  spirale  traclrice  est  un  cas  particulier  de  la 
tractrice  circulaire.  —  EnefTet,  si  l'on  désigne  par  ia 
la  longueur  constante  MT  et  si  N  est  le  milieu  de  MT, 
on  a 

donc  le  lieu  du  j)oint  N  est  un  cercle  de  centre  O.  La 
courbe  est  par  suite  une  tractrice  circulaire  particulière, 
correspondant  au  cas  où  le  segment  de  longueur 
constante  est  égal  au  rajon  du  cercle  que  décrit  une  de 
ses  extrémités. 

La  propriété  caractéristique  de  la  spirale  se  traduit 
par 

(i)  r  =  2a  cosV; 

/•  est  le  rajon  vecteur  et  V  l'angle  sous  lequel  il  coupe 
la  courbe. 

Cette  relation  si  simple  permet  de  retrouver  ses 
propriétés  essentielles  plus  rapidement  que  son  équa- 
tion polaire,  assez  compliquée.  Rappelons  les  formules 

tany;V  = 


sin  V  = 
cosV  = 


dr    ' 
di<i  r  di>) 


^dr^  H-  /-^  doj"^  ds 

dr  dr 

^dr^-~h  r^dw^  ~  ds  ' 


où  M  désigne  l'angle  polaire  du  point  M.  De  la  rela- 
tion (i)  on  déduit 

dr  =  —  va  sin  V  dV. 
Par  suite 

r 

(Is  =  —  9. a  tangVc?V^  5  =  2a  loe;  cosV  =  2a  loe  — > 

en  comptant  les  arcs  à  partir  du  point  de  rebroussement 


(  349  ) 
de  la  courbe.  Celte  formule  élablit  le  ihéorème  de  Cotes 
cité  plus  haut.  On  peut  encore  l'écrire 


x'Vppelons  /■,  et  V)  les  éléments,  analogues  à  /'  et  V, 
de  la  courbe  dont  la  spirale  est  la  podaire.  En  vertu 
de  (i)  et  de  la  propriété  fondamentale  des  podaires, 

on  a 

/'i  tang  Vi  =  ia,  Vi  =  V. 

Mais  la  première  de  ces  relations  exprime  que  la  sous- 
tangente  polaire  de  la  courbe  (/•,,  V,)  est  constante, 
propriété  caractéristique  de  la  spirale  hyperbolique. 
Donc  : 

La  spirale  tract rice  est  la  podaire  de  la  spirale 
hyperbolique  par  rapport  à  son  pôle. 

Si  maintenant  ;',  el  V,  désignent  les  éléments  de  la 
courbe  inverse  de  la  spirale  Iractrice,  on  a 

/'i  cosVi  =  —  '2a,  Vi  =  71  —  V. 

Mais  /•,  cosV,  représente  la  dislance  du  pôle  à  la  nor- 
male à  la  courbe  (/(jV,);  celle  normale  enveloppe 
donc  un  cercle;  autrement  dit  la  courbe  (/•(,  V,)  est 
une  développante  de  ce  cercle.  Ainsi  : 

La  spirale  trac  triée  est  l'inverse  de  la  dévelop- 
pante d'un  cercle,  par  rapport  au  centre  de  ce 
cercle. 

De  la  relation  "^ 

.    . .       /•  dtM 
sin  V  =  — ; — 
as 

on  déduit  sans  peine 

</aj  =— lang^V  rfV,  oi  =  V  — tangV. 
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Ensuite,  en  appelant  a  l'angle  que  fait  la  tangente  avec 
l'axe  polaire  et  c  le  rayon  de  courbure  en  M,  on  a 

ds  -, 

o  =^  —r-i  a  =  co  -H  \  ; 

'         ay. 

d'où 

p  =  —  rt  tang  2\  ; 

ce  qui  fournit,  pour  le  centre  de  courbure  de  la  spirale, 
la  construction  suivante  : 

Le  centre  de  courbure  il-^  en  M,  est  à  V intersection 
de  la  normale  en  ce  point  et  de  la  droite  qui  joint  le 
pôle  O  au  milieu  N  de  la  tangente  MT;  ou,  ce  qui 
revient  au  même  : 

Le  rayon  de  courbure  en  M  est  égal  à  la  portion 
de  la  perpendiculaire,  élevée  en  O  à  OM.  comprise 
entre  le  pôle  O  et  la  tangente  MT. 

11  convient  de  noter,  à  cause  de  leur  simplicité,  les 
relations 

ds  ,.  r/to  ,-,  HT 

—  =2acot\,  _=_tang-^  =-j^, 

H  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O 
sur  MT.  Au  moyen  des  formules  ci-dessus,  on  arrive  à 
la  construction  du  centre  de  courbure  de  la  déve- 
loppée de  la  spirale.  En  ellet,  si  o,  et  s^  désignent  le 
rayon  de  courbure  et  lare  de  cette  développée,  on 
sait  que 

ds,  =  d:.,       Pi  =  -^' 

Après  quelques  calculs  faciles  on  trouve 
ici  cos^V 

'■''^       COS3  2V     ' 
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ce  qui  conduit  à  la  flétenninalioii  suivanle  du  rajon  de 
courbure  : 

Mener  par  le  point  O  une  parallèle  à  MT  et  par 
le  point  C  une  perpendiculaire  à  OC;  ces  deux 
droites  se  coupent  en  un  point  a;  la  droite  aN  coupe 
la  normale  en  G  en  G|  ;  CGi  est  égal  au  rayon  de 
courbure. 

En  elFet,  les  deux  triangles  semblables  NGC|,  NO  a 
donnent 

CGi_  _  NC  ce   -—  0^^     _  NC(ON  +  NC) , 

Oa  ^  ON'  '^  ON  ^  cosiV  ^       ONcosïV      ' 

en  remplaçant  ON  et  NG  parleurs  valeurs  en  fonction 
de  V,  on  trouve  bien 

ia  cos- V 


p,=  GG,= 


cos*-)!  V 


Proposons-nous  enfin  de  trouver  l'équation  langen- 
tielle  polaire  de  la  spirale,  c'esl-à-dire  la  relation  entre  la 
distance  p  du  pôle  à  la  tangente  et  l'angle  'o  de  la 
normale  avec  l'axe  polaire.  Dans  le  triangle  OHJN  on  a 

d'où 

•      1'  dp 

(2)  p  =  a  sui'iV,  -^  =  Jacos^v. 

On  en  déduit  l'équation  dilTérentielle 

dp  \  2  cip 

d'où 

a  ±:  ^a^—  /)* 
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et,  en  intégrant, 


a  ±  Ja-  —  p-        a  ±  Jo.'-  —  p- 

o  —  9o  =  2 arc  tancr ' ^— : 

'  P  P 

c'est  l'équation  cherchée;  mais  il  est  phis  commode, 
pour  les  applications,  d'ulihser  les  formules  (2). 

Supposons  maintenant  que  la  spirale  roule  sur  la 
tangente  MT  comme  hase  et  proposons-nous  d'étudier 
la  roulette  (O)  décrite  par  le  pôle.  De  la  définition  de 
la  spirale,  il  résulte  que  cette  roulette  est  caractérisée 
par  la  propriété  suivante  : 

La  tangente  et  la  normale  en  chaque  point  de  la 
courbe^  détachent  sur  la  base  un  segment  de 
longueur  constante  ia  ('). 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  roulette  sont  don- 
nées par  les  formules 

X  ^=  I p  do, 


y  =  p; 


ou  hien,  puisque,  en  vertu  des  formules  (2), 

cos2  V  \  cos-V/ 

par 

dx  =  2a  (  sin2  V 77  )  dV,  y  =  a  «,'\ni\. 

\  cosV/  -^ 

En  intégrant  on  ohtient 

X  =  —  a  COS2  V  -t-  a  log  cos-  \',  y  z=  a  si  11  ■?.\ . 

Si  ^/t  désigne  l'élément  d'arc  de  la  roulette,  on  a 
f/7  =  -  ds; 


(')  Celle  courbe  est  connue.  Voir  'i'issi:r..\M),  liecueil  complé- 
mentaire d'exercices  sur  le  Calcul  injinilésimal,  p.  aaS.  l'our  les 
formules  emplojées  ici,  se  reporter  à  un  article  récent  des  Aouvelles 
Annales  :  I\ole  sur  la  théorie  des  roulettes,  etc. 
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et,  en  remplaçant  /•,  p,  ds  par  leurs  valeurs  en  fonction 
deV, 


,  2«  COS2V     ,,, 

aa  =  ^, —  rt  V. 


Quant  au  rayon  de  courbure  de  la  roulette  qui  a  pour 
expression 

R-  '' 

H   =     : — j 

p  sin  V  —  r 
il  devient,  en  y  remplaçant  r  et  p  par  leurs  valeurs, 

ia  C0S2  V 
K  =  - 


cos  V 

Cette  formule  conduit  à  la  construction  suivante  : 

Elever  au  point  M  une  perpendiculaire  à  OM  qui 
coupe  ON  en  N';  la  perpendiculaire  abaissée  de  ^' 
sur  la  base  coupe  OM  au  centre  de  courbure  y. 

On  peut  encore  dire  que  : 

La  perpendiculaire  élevée  à  la  base  par  le  point  N 
passe  par  le  milieu  I  du  rayon  de  courbure. 

Et  aussi  que  : 

La  projection  sur  la  base  du  rayon  de  courbure 
est  double  de  la  projection  de  ON. 

L'expression  du  rayon  de  courbure  R  peut  s'écrire 


R  =  —  ^a  cos  V  -t- 


■2  a 


cosV 
En  la  dilFérentiant  on  obtient 

rfR         ,       .    ,.        2 a  sin  V 

-7—,  =  1  a  SI  n  V  H ——-  • 

d\  cos^V 

On  a 

Ann,  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XV.  (Août  igiS.)  24 
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en  appelant  R,  le  rayon  de  coiiibure  de  la  développée 
de  la  roulelle  O;  ce  cpii  donne  pour  ce  rayon  de  cour- 
bure la  construction  suivante  : 

La  perpendiculaire  élevée  à  OM  par  le  milieu  R 
de  01  coupe  la  base  en  L;  la  droite  IL  passe  par  le 
milieu  du  rayon  de  courbure  de  la  développée. 

Eu    effet,    les     triangles     semblables    MOT,    MKL 

donnent 

KL  _  KM 
ÔT  ~  ÔÂÏ 


ou  bien 
Mais 

donc 


KL  =  tangV  x  KM. 


KM  =  0M-+-  ?  =  rtcosV 


KL  =  a  sin\ 


j  i  cos  V 

a  sin  V         Ri 


■j>  cos^  V         4 


ce  qui  dénionlre  le  théorème  ci-dessus. 

Le  segment  ON  est  égal  à  a.  11  a  une  longueur 
constante  et,  lorsque  le  point  O  décrit  la  roulette  (O), 
une  de  ses  extrémités  se  déplace  sur  cette  courbe, 
tandis  que  l'autre  reste  sur  la  base.  Pour  un  dépla-, 
cernent  infiniment  petit,  le  point  lest  le  centre  instan- 
tané de  rot;itioncl  le  cercle  circonscrit  au  quadrilatère 
inscriptible  IN  KL  est  le  cercle  des  inflexions;  on  le 
\érifie  aisément.  On  peut  donc  construire  la  normale  à 
la  courbe  décrite  par  le  point  I  (c'est  la  droite  IL), 
ainsi  que  le  point  de  contact  et  le  centre  de  courbure 
de  la  courbe  enveloppée  par  le  segment  ON. 


[K'5c] 


(  355  ) 


^OTE  SUR  L4  DKOCARIMËWE; 

Par  IM.  A.  AURIG. 


Soient    un    triangle    de    référence    A,A2A3    et    un 
point    M    dont    les    coordonnées    harYcentriques    sont 

nii,     nin,     niz-, 

nous    appellerons    brocardienne    B    du    point    M     la 
conique  ayant  pour  équation 


ou 


I-  ni-i  rn^xi  —  /«{  x^x^^  =  o 


/H2X3     ni^Xx     m  1X2 
ni  3X2     '111X3     ni-iXi 


Cette  équation  est  symétrique  en  nii  et  Xi',  on  sait 
d'ailleurs  que  la  brocardienne  passe  par  le  point  M, 
par  les  points  brocardiens 

III  111 

par  les  sommets  des  deux  triangles  brocardiens 

/«i,     /?<3,     /»2;         ni3,     ni^,     mi;         /«j,     W|,     /«s; 

nii-h  fn3 — mi,     «lo,     1/13;         in\,     mi-r- rni — tn-i,     mj  ; 

m\,     nin,     nii-^  m-i — /«a  ; 

enfin  par  le  centre  de  la  conique  circonscrite 
^LniiX-iX^  =  o, 
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mi(nii-+-  niz  —  '"i),     mi{mz-\-  nii —  ntz), 

On  pourrait  trouver  aisément  d'autres  points  réels  à 
coordonnées  simples  situés  sur  B,  par  exemple 

m?  -I-  m?,  m|  -l-  ml 


ni<>m3 


nii  m  2 


mais  les  propriétés  caractéristiques  de  la  brocardienne 
paraissent  résulter  surtout  de  la  considération  de  points 
imaginaires. 

y,  j-  étaut  les  racines  cubiques  de  TuDité,  intro- 
duisons les  points 

G  =  (i,  I,  i),         Gi  =  (i,y,  y2)^         G2=  (i, /■•-,  y). 

On  démontre  facilement  fpie  la  brocardienne  est 
circonscrite  à  MM,  Mo  (*)  et  que  son  discriminant  est 
constitué  par  les  cotés  des  triangles  A,AoA3  et 
GGiG^;  en  d'autres  termes,  lorsque  le  point  repré- 
sentatif M  se  trouve  sur  le  périmètre  d'un  de  ces  deux 
triangles,  la  brocardienne  se  décompose  en  deux 
droites. 

Pour  ^1  =  0,  B  s'écrit 

.r  I  (  m,  «1.3  T|  —  m  ^  a;2  —  /"  o  .^3  )  =  o  ; 
de  même  B  s'écrit 

(  3fi-h  cc^-h  X3)(m2m3Xi  -h  m3miXi-h  m\  m^x^) 

—  ("/;?!  -+-  /«î-l-  m3){m^x>T3-\-  m^x^Xy  ■+-  m3X\Xi)  =  o 


(  '  )    Voir    notre    Note     Sur    les    triangles    hexahornologiques 
(C.  lî.  Acad.  Se,  26  juillet  191J). 
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ou 

—  ('fil  -hj'-rni^jms) {m ,  j^iX^  -^jm^Xs Xi  -^j'- m^Xy X2)  =  o, 
ce  qui  donne  la  décomposition  de  B  pour 

/?l  1  -t-  /?i  2  -f-  /»  3  =  O 

et  pour 

f»  I  -f-  y  *  m  2  -+-  jm^  =  o. 

La  première  formule  montre  que  B  est  homothé- 
tique  à 

]S  mi.r2^3  =  o 

dont  le  centre  est  précisément  sur  B. 
Pour  que  B  soit  un  cercle  il  faut  que 

/?ii=:aj,         m2=a|,  /?i3=a|. 

M  est  donc  dans  ce  cas  le  point  de  Lemoine. 

La  considération  des  points  M),  Mo  fournil  immé- 
diatement deux  nouveaux  triangles  inscrits  dans  la 
brocardienne  et  dont  les  sommets  sont 

nii,  nii-i-  niij  —  mzf^,  n^sj; 
m^j,  rn.2,  mx-\- m^j  —  '«sy-; 
/n<i-i-  nisj"^—  /Hij\  /»2/2,  7»3; 
m,,  ni3-h  mi/-—  /n^j,  /Hif^; 
niij-,     ni-2,     /iii-{-  iiiyj- — fiisj- 

Nous  appellerons  brocardienne  généraleVà  conique 
ayant  pour  équation 

S),  niiin^xi  -\-  ■itn\x2,Xi  =  o. 
Son  discriminant  est 
A  =  —  mim2m3['}.( ni\-\-  rnl-{-  ml) -\- (X^-i- 2)7Himim3]. 
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Pour  que  la  cubique  figurant  entre  crocliels  se 
réduise  à  trois  droites  il  faut  (indépendamment  des 
valeurs  Â  =  o  et  X  =  co  qui  donnent  nii  m2Hi3=^  o) 
que  — r —  soit  égal  a  o  ou  a  ôj  ou  a  oy-. 

On  a  donc,  pour  déterminer  A,  trois  équations  qui 
ont  chacune  :  une  racine  simple 


V%        —  V' 


et  une  racine  double 

X=i.       ./^       y. 

C'est  la  racine  simple  qui  conduit  à  la  brocardienne 
ordinaire  réelle 

Z  f>i>m3X'\  —  /??  j  j-,  .r3  =  o 

et  à  ses  deux  associées  imaginaires 

(Bi)  j  I-m-iniiXl  — lrn\x.2X3=  0, 

(B2)  y^  S/«2 '"3  arj  —  S/«  [372^^3  =  o. 

Si  nous  considérons  les  points 

Jl  =  (y,  i,  I),  ii  =  (/\  I,  I), 
J-i^  (',y,  0,  J|^('.  f-,  I). 
Ji  =  (',  i,j),      Ji  =  (',  '.  y-), 

M}  =  (y/«i,  nti,  nis),         M|  =^  (y/Hi,  /«2,  /«s), 
Mi  =  (/«i,  y/H2,  r>H),         I^lï  =  ("M,  j'^ffix,  ni3), 

les  brocardiennes  lî,  et  Ho  sont  respectivement  circon- 
scrites à  MJ  M^M.',  et  à  Mf  M.^Mi;  et  ont  |)our  discrimi- 
minanls  les  cubiques  formées  par  les  cotés  des  triangles 

i\i\}\     et     nnn 

indépendamment  du  triangle  de  référence;  nous  les 
appellerons  hrocardiennes  circonscrites. 
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A  la  racine  double  correspondent  des  hrocardiennes 
qui  ont  mêmes  discriminants  que  les  précédentes,  mais 
qui  sont  conjuguées  par  rapport  aux  triangles 

MMjMî,     MjM'MJ,     \niM|M|(i); 

nous  les  appellerons  hrocardiennes  conjuguées.  Leur 
équation  est 

aS  nii  /;i3  a;|  -+-  .i  S  m  j  .r 2  ^3  =  o         (  a  =  i ,  j,  j^  ) 
et  il  est  facile  d'établir  leurs  nombreuses  propriétés  (-). 

Si  l'on  pose 

la  brocardienne  générale  devient 

2m,(AjKi-  -H  27,73)  =  o, 

qui  représente  la  conique  d'un  réseau  linéaire  de  trois 
coniques. 

Pour  ).  =  —  2,  elle  est  circonscrite  à  GGjGo  el, 
pour  X  =:  I ,  elle  est  conjuguée  à  ce  même  triangle 
comme  on  pouvait  s'y  attendre. 

Posant 

il  vient 


2/«i  «I2  W3 


Cette  équation  représente  une  conique  d'un  fais- 
ceau linéaire  de  deux  coniques  dont  l'une  est  fixe  et 
dont  l'autre  ne  dépend  que  de  m],  in^,,  m\]  c'est  ce 
qui   explique  l'introduction    des    racines  cubifpies  de 

(')  Les  triangles  A.A.A,,  MM.M^,  M',  M',  M;  et  MjM.=  .M;j  sont 
liexaliomologiques  entre  eux  deux  à  deux  (voir  C.  R.  Acad.  Se, 
t.  CLXI,  p.  275). 

(*)  Voir,  dans  les  Exercices  de  Kceler,  l'étude  d'un  reseau 
remarquable  de  trois  roniciues. 
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l'iinilé  dans  les  coordonnées  des  points  considérés  pré- 
cédemment. 


Soient  deux  points 


Q   =  (gi,    ?2,    ^3), 


nous    appellerons   droite   brocardienne   de   P,   Q   la 
droite 


Xi  X2  X3 

PiÇz   T%qv    piqi 
Pzqi   P\(ji   piqi 


^xiipipsgl—plgigs)  =  o. 


Cette  droite  passe  par  les  points  S|,  S2 

Piqs,   Piqi,   p\qi\      p^qi,   p\qz^   Piq\, 

que  nous  appellerons  brocardiens  généraux  de  P  et 
de  Q  et  par  les  points 

(Ti)       piqz  +  pzq-i,    pzqi-^piqs,    pxqi^p-iqu 
(T2)        Piqz  —  pzqt,    pzq\—p\qz,    p\qv.—piq\. 

qui  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  pré- 
cédenls  et  qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  géo- 
métrie du  triangle  ('). 
Pour  que  le  point 


Xi=pirn2nii  —  popsnti, 


xi  =  PI  m-i  nii  —  pspi  mr,, 


xz  =  plnii  niî  —  p\ p> /«3 , 

situé  sur  la  droite  brocardienne  de  P  et  de  l\I,  appar- 
tienne à  la  brocardienne  ordinaire  B,  il  faut  cpie  le 
j)oint  P  se  trouve  soit  sur  la  droite  G|  G»  (ou  droite 
de  l'infini),  soit  sur  le  périmètre  du  triangle  MMiMa. 

('j  iJans  noire  Note  sur  la  iemoinienne,  le  point  de  rencontre  de 
deux  axes  d'iioniologie  Aj^A^  est  un  point  T,  et  le  pôle  de  l'axr 
associé  Ajj  par  rapport  à  L  est  un  point  T,. 
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Nous  avons  ainsi  une   transformation  de  droite  en 
brocardienne  B. 

En  particulier,  lorsque  P  est  en  G,  ou  Ga,  nous^ 
obtenons  deux  nouveaux  points  remarquables  de  la 
brocardienne  B  : 

niinis—m],     /(ms/nj—  m|),     j'U  m^mi— r7il); 

L'équation  tangentielle  de  la  brocardienne  générale 

est 

!.(  in\u\  —  2  ni  l  m  5^/2  "3  ) 

—  X/^i  m^niil.  [nii{\u\  —  1112 113)]  =  o- 

Les    coordonnées  du    centre   de  la  brocardienne   B 
sont  (') 

m  y 


avec 


K,     —^ hK,  ■'       +K, 


ô  nii  7/12 /H3 
Iv 


{nii—  m^)  (  /?i2—  W3)  (/nj—  nii)' 


celles  du  centre  de  la  brocardienne  conjuguée  réelle 
sont 


f/i^ —  /Ils       ni3  —  nii        nii  —  ni^ 

ce  point  se  trouve  à  l'intersection  des  deux  coniques 
circonscrites 

il  en  résulte  que  les  centres  des   deux  brocardiennes 

(  '  )  Ces  coordonnées  s'écrivent  également 

rti\  (  /»j-f-  ojj—  wj,)  +  2  m,  ni-^nij, 
ml  (  m^-f-  m,  —  m.)  ■+■  2  m, m, m,, 
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sonl  collinéaires  avec  G  et  avec  le  point 

Dans  la  hrocardienne  générale  la  coordonnée  ^f  du 
centre  esl  égale  à 

mf  (  otl-h  ml  —  mj  )  -4-  Xoij  m^  m3(X/«i  —  m-i  —  nia); 

il  en  résulte  que  ce  point  est  coUinéaire  avec  le  centre 
de  la  conique  circonscrite 

I.m]x-2.r3=  o, 
et  le  point 

Xmi — m 2 — /'îs.  mil — ms — mj,         X /«s — m,  —  nii. 

Pour  des  valeurs  de  X  égales  et  de  signe  contraire, 
les  centres  des  brocardiennes  correspondantes  sont 
collinéaires  avec  le  point 

mo-f- »i3,         rtii-h  nii,         mi-t-mj. 


[M'5k:<] 

A  PROPOS  DE  LA  QlESTIO^'  14ÎM;  t 

Pau  m.  F.-Gomes  TEIXEIRA. 


Je  désirerais  présenter  quelques  remarques  sur  la 
question  1191,  récemment  résolue  par  M.  Brocard 
(191 5,  p.  i3(S). 

J'ai  considéré  celte  ([uestion  (p.  56)  dans  le  Tome  I 
de  mon  Traité  des  courbes  spéciales  où  j'ai  démontré 
que  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  deux  segments  recti- 
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lignes  A,  Ao,  A,  A',  dans  des  angles  égaux  ou  supplé- 
mentaires, est  formé  de  deux  cubiques  circulaires,  et 
que  l'équation  d'une  de  ces  courbes,  quand  on  prend 
le  point  A,  pour  origine  des  coordonnées  et  la  droite 
A,  A2  pour  axe  des  abscisses,  les  coordonnées  des 
points  Aj,  A',,  A!,  étant  respectivement  (o,  a),  (a,  |ii), 
(aMi'),est 

(a^î  +  jK^)  [(P'— [i)ar -+- (a -f- a  -  a')  j^] 

=  [a,3'—  [îa'-+-  aCp'—  [i  )]  ^r^-f-  [a[i'-  pa'+  «([3  +  3')]jk2 
-h  l'xaxy  —  a(aa'-4-  pp')^  —  «(^t^' —  [Ba')a;. 

J'ai  fait  voir  aussi  qu'en  transportant  l'origine  des 
coordonnées  au  foyer  singulier  de  la  courbe  et  en 
prenant  pour  nouvel  axe  des  abscisses  la  droite  perpen- 
diculaire à  l'asjmptote  réelle,  l'équation  de  cette  courbe 
prend  la  forme 

x{x'^  +  y^)  =  A.{x-  ->t-  y^ )  —  Bx  —  Qy, 

A,  B,  G  ayant  des  valeurs  que  nous  n'écrivons  pas  ici. 

La  courbe  considérée  est  donc  identique  à  celle  ren- 
contrée par  Van  Rees  en  chercbant  les  focales  du  cône 
elliptique,  dans  la  Correspondance  mat/iémalique  de 
Quételet  (T.  Y,  1829,  p.  36i),  courbe  que  j'ai  désignée 
dans  l'Ouvrage  susmentionné  sous  le  nom  àc  focale  de 
Van  Rees. 

Ajoutons  que  Van  Rees  a  démontré  fpi'à  chaque 
couple  de  poinis  A(,  Ao  de  la  courbe  arbitrairement 
choisis  correspondent  deux  poinis  A',,  A!,,  tels  que  les 
cordes  A,  Ao  et  A',  A.',  sont  vues  de  tous  les  |)oints  de  la 
(;ourbe  sous  des  angles  égaux  ou  supph-mentaires. 

Ajoutons  encore  que  le  lieu  considéré  est  identique 
à  celui  d'un  point  tel  que  le  produit  de  ses  distances  à 
deux  [)(Mcs  soit  égal  au  j)roduil  de  ses  distances  à  deux 
autres. 
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Ajoutons  enfin  que  les  lignes  considérées  sont  com- 
prises dans  une  classe  très  générale  de  courbes  envi- 
sagées par  M.  Darboux  dans  son  important  Ouvrage 
Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de 
surfaces  {?>'' V^vùe^  1878). 

Si  [i  =  [i',  a  =  a' —  a,  c'est-à-dire  si  les  points  A(, 
Ao,  A'^,  A!,  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme,  la 
<;ourbe  considérée  se  réduit  à  une  hyperbole  équilalère 
€t  à  une  droite. 


IIEMARQIE  Al]  SUJET  DE  LA  QUESTION  2219. 


La  détermination  de  la  tangente,  que  la  ques- 
tion 2!2i9  demande  de  rechercher,  est  explicitement 
formulée  dans  le  paragraphe  111  de  l'énoncé  de  la 
<juestion  1953  (A^.  A.^  i()o3,  p.  47),  proposée  par 
M.  d'Ocagne,  et  dont  l'auteur  a  lui-même  donné  la 
solution  (  190.5,  p.  188). 

L'objet  de  la  question  224-9  peut  donc  se  borner  à  la 
détermination  du  cetitic  de  courbure. 

La  Rédaction. 
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EXERCICES  (AGRÉGATION). 


Calcul. 


En  axes  rectangulaires,  une  surface  (S)  esl  enve- 
loppée par  le  plan  d'équalion  : 

X  C0S9  cos»^  -+-  y  coscp  sin'L  -i-  :;  sin  9 

—  (coscp  +  sino)  sin2'^4-('2-f-cos2ç>-4-sin2cp)  (i  —  cos24')r 

déterminer  celles  des  normales  de  cette  surface  qur 
passent  par  l'origine  des  coordonnées.  (L'équation  du 
troisième  degré  dont  dépend  la  question  pourra  être 
résolue  trigonométriquement.  ) 

Mécanique. 

1°  Une  courbe  (C)  située  dans  un  plan  Oxy^  rap- 
porté à  des  axes  rectangulaires  {Ox,  Oy),  est  assujettie 
à  se  déplacer  en  restant  en  contact  avec  la  droite 
fixe  Ox^  au  point  fixe  O.  Comment  peut-on  définir 
cinématiquemenlle  mouvement  du  plan  de  la  courbe  (G) 
sur  le  plan  fixe  Oxy'i 

2°  Soit  (r)  la  roulette  engendrée  par  un  point  A 
invariablement  lié  à  la  courbe  (G);  on  impose  la 
conrbe  (r)  et  l'on  demande  de  déterminer  les  courbes  (G) 
coircsjiondantes. 

On  examinera,  en  particulier,  le  cas  où  la  roulette 
imposée  est  une  ligne  droite  et  le  cas  où  cette  même 
courbe  imposée  esl  la  parabole  d'équation 
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3°  La  courbe  imposée  (F)  est  une  circonférence. 
Discuter  les  courbes  correspondantes  (C).  Examiner  si 
l'une  des  courbes  (C)  peut  admettre  une  inflexion  ou 
une  singularité. 

Plus  particulièrement  encore,  on  suppose  que  la 
circonférence  (F)  imposée  est  une  circonférence  tan- 
gente à  l'axe  Oj)^  au  point  O  ;  construire  alors  et  essayer 
de  définir  géométriquement  les  courbes  correspon- 
dantes (  C). 

i"  Dans  un  plan  vertical,  déterminer  une  courbe 
plane  sur  laquelle  un  point  matériel  pesant,  assujetti  à 
rester  sans  frottement,  exerce  une  pression  constante. 

Quel  est  riiodograplie  des  vitesses?  Déterminer  la 
loi  du  mouvement. 

2"  Etudier  tout  particulièrement  le  cas  oii  la  pres- 
sion serait  égale  au  poids  du  point  matéx'iel. 

3"  Une  des  courbes  du  2°  étant  supposée  matérialisée, 
on  place  sur  elle  un  point  matériel  pesant.  Quelles  sont 
les  modifications  qui  doivent  être  apportées  aux  calculs 
précédents,  si  l'on  admet  l'existence  d'un  frottement 
dont  le  coefficient  y  est  très  peilt? 

4"  Dans  un  plan  vertical,  un  fil  est  enroulé  sur  une 
courbe  à  déterminer,  le  fil  se  détache  tangenticllement 
de  cette  courbe,  la  portion  rectiligne  du  fil  portant,  à 
son  extrémité  libre,  un  point  pesant.  On  propose  de 
déterminer  la  courbe  sur  laquelle  est  enroulée  une 
partie  de  ce  fil,  de  manière  que  le  pendule  ainsi  réalisé, 
analogue  au  pendule  cycloïdal  bien  connu,  soit  un 
pendule  à  tension  constante.  Quelle  est  la  loi  du 
mouvement  de  ce  pendule? 

Examiner  tout  particulièrement  le  cas  où  la  tension 
constante  serait  égale  au  poids  du  pendule. 

Nota.   —   Sur  la  nature   du   fil,  on  fera   toutes  les 
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hjpotlièses  habituelles;  on  devra,  dans  l'exposition  du 
problème  du  pendule  à  tension  constante^  ne  pas 
perdre  de  vue  le  lieu  cpii  le  rattache  inlimenient  au 
problème  du  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une 
courbe  à  pression  constante. 

5°  Sur  une  surface  matérielle  donnée,  déterminer 
les  courbes  le  long  desquelles  un  point  pesant  en  mou- 
vement éprouve,  de  la  part  de  la  surface,  une  réaction 
constante.  Une  surface  particulière  ]ieul-elle  être  une 
surface  d'égale  pression,  c'est-à-dire  une  surface  telle 
que,  dans  tout  mouvement  d'un  point  pesant  uni- 
quement assujetti  à  la  condition  de  rester  sur  cette 
surface,  la  pression  soit  constante. 

6°  Comment  déterminerait-on  les  courbes  gauches  à 
pression  constante,  dans  le  mouvement  d'un  point 
pesant?  Déterminer  notamment  toutes  les  courbes 
gauches  pour  lesquelles  la  pression  et  sa  composante 
verticale  sont  simultanément  constantes. 
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CORRESPONDANCE. 


M.  d'Ocagne.  —  Au  sujet  de  la  question  1617.  — 
Le  l'approchemenl  indiqué  page  247  est  parfaitement 
justifié.  Le  ihéorème  111  donné  à  1  endroit  cité 
{Nouvelles  Annales^  1892,  p.  ^ag)  est  bien,  en  effet, 
l'énoncé  rec^i/?e  de  la  question  1617.  Une  noie  au  bas 
de  la  page  828  signale  quelle  a  été  la  souixe  de  cet 
énoncé  entaché  d'erreur. 

Par  la  même  occasion,  je  signalerai  une  solution 
beaucoup  plus  simple  du  problème  qui  termine  la  note 
en  question  et  qui  consiste  à  construire  une  parabole 
dont  on  connaît  un  point  A  ainsi  que  le  diamètre  AD 
et  le  centre  de  courbure  ù  en  ce  point.  Abaissant 
de  Q  sur  AD  la  perpendiculaire  QD,  et  de  D  sur  la 
normale  AO  la  perpendiculaire  DN,  menons  par  le 
point  N  la  parabole  NT  à  AD,  qui  coupe  en  T  la  tan- 
gente en  A  (perpendiculaire  à  \Q).  Si  H  est  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  NT,  le  milieu  S 
de  T  est  le  sommet  et  le  milieu  F  de  TN  le  fojer  de  la 
parabole. 
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SOLUTIONS  DE  (|lESTIOi\S  PIIOPOSÉKS. 


1207. 

(  1878,  p.   563.1 

On  donne  la  distance  des  centres  et  les  rayons  de  deux 
circonférences  (G)  et  (C)  intérieures  Vnne  à  Vautre;  une 
droite  AB,  de  longueur  constante^  se  déplace  de  manière 
que  ses  extrémités  A  et  B  restent  respectivement  sur  (G)  et 
sur(C')  :  on  demande  l'expression  de  la  sur/ace  comprise 
entre  une  position  initiale  et  une  position  finale  de  la 
droite  AB  e<  les  deux  circonférences.  En  déduire  hi  position 
initiale  de  la  droite  AB  pour  que  l'aire  correspondant  à 
un  déplacement  de  120"  sur  la  circonférence  intérieure 
soit  maximum.  L.  Yandknpeereboom. 

Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Ce  problème  attend  sa  solution  depuis  prés  de  quarante  ans, 
et  je  doute  fort  qu'il  en  obtienne  jamais  une.  Il  suffit,  en  effet, 
de  réfléchir  à  l'entière  indépendance  des  données  R,  R', 
ce  =  d  et  AB  =  a,  pour  juger  de  l'extraordinaire  compli- 
cation de  la  recherche  ici  proposée. 

La  condition  que  (G)  et  (G')  soient  intérieures  l'une  à 
l'autre  est  une  pure  illusion,  car  le  problème  existe  aussi  bien 
pour  des  circonférences  (G)  et  (C)  extérieures  l'une  à  l'autre. 
On  conçoit  très  bien  la  définition  d'une  aire  limitée  à  deux 
arcs  de  ces  cercles  et  à  deux  positions  de  la  droite  AB. 

Le  problème  ne  diffère  pas  de  celui  de  la  bielle  appuyée  à 
deux  cercles,  et  transmettant  le  mouvement  de  l'un  à  l'autre 
par  deux  manivelles  GA  et  G  lî  de  longueurs  R  et  R',  mais  la 
complication  de  l'élude  résulte  du  fait  que,  pour  une  position 
donnée  de  AB,  il  y  en  a  d'autres  AB',  BA'  et  leurs  symétriques 
par  rapporta  GG',  qui  conviennent  aussi  bien  au  point  de  vue 
géométrique. 

Ann.  de   Mathéinat.,  4'  série,  l.  XV.  (Auùl  igiJ.)  2D 
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Le  lieu  d'un  point  M  de  la  bielle  AB  est,  comme  on  le  sait, 
une  courbe  de  Watt,  du  sixième  degré,  décomposable,  il  est 
vrai,  en  certaine  hypothèse  particulière.  Quant  à  l'enveloppe 
de  cette  droite,  elle  est  à  peu  prés  inabordable  et  je  ne  crois 
pas  qu'il  soit  possible  de  l'amener  au  moindre  résultat  pratique. 

1676. 

I  1894,  p.   i*.) 

Trouver,  sur  une  conique,  le  point  le  plus  éloigné  et  le 
point  le  plus  rapproché  d'un  point  donné  situé  hors  de 
son  plan.  A.  Gazamiaîn'. 

Solution 
Par  M.  H.  Bhocard. 

Soient  (G)  une  conique,  M  un  point  de  l'espace,  P  sa  pro- 
jection sur  le  plan  de  la  conique. 

Le  maximum  et  le  minimum  cherchés  correspondent  à  ceux 
de  la  génératrice  du  cône  de  sommet  M  et  de  base  (G). 

Soient  iMD  une  génératrice  et  DT  la  tangente  en  D  à  la 
conique. 

F^our  que  MD  soit  un  maximum,  il  faut  que  MD  soit  per- 
pendiculaire à  DT,  Mais  alors  PD,  à  son  tour,  est  aussi  per- 
pendiculaire à  DT. 

Le  point  D  sera  donc  le  pied  de  la  plus  grande  normale 
issue  de  P  à  la  conique  (G). 

Conclusion  analogue  pour  la  normale  minima  PD'. 

Soient 

l'équation  de  la  conique  (G)  supposée  une  ellipse,  et  (a,  P) 
les  cooidonnées  du  |)oinl  P. 

Les  pieds  des  normales  issues  de  P  seront  situés  aux  ren- 
contres de  l'ellipse  avec  l'hyperbole  équilalère 

(«2—  b'^)xy  =  rt'aj'  —  b'^^x 

ou  hyperbole  d'Apollonius,  qui  passe  par  le  centre  de  l'ellipse 
et  par  le  point  P,  et  a  ses  asyniploles  parallèles  aux  axes  de 
l'ellipse. 

L'hyperbole  rencontre  toujours  l'ellipse  au  moins  en  deux 
points  IJ  et  D',  de  sorte  que  le  problème  proposé  sera  tou- 


(  ^v  ) 

jours  possible,   quels  que  soient  le  point  M  de  l'espace  et  sa 
projection  P  sur  le  plan  de  la  conique. 


1704. 

ISO.j,  p.  >)*.) 


i"  Dans  tout  triangle,  on  a 

.    A    .     B    .     C  ^  t 
sin  —  sin  —  sin  —  S  — • 

2  '^  2  b 

Quand  Végalité  a  lieu  le  triangle  est  équilatéral. 

2"  Trois  nombres  positifs  quelconques  a,  b,  c  étant 
donnés,  on  a 

{a  -h  b  —  c)  (  c  -h  a  —  b)  (b  -\-  c  —  a)  —  abc  £o. 

Quand  Végalité  a  lieu,  on  a 

a  ^  b  ^=  c. 

Weill. 

Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

1°  a,  b,  c  désignant  les  côtés  d'un  triangle,  R  le  rayon  du 
cercle  circonscrit,  r  le  rayon  du  cercle  inscrit,  S  la  surface, 
et  2.p  le  périmètre  (a  -{-  b  +  c),  on  a,  |)ar  des  formules  con- 
nues, 


-^\/^ 


b)(p-c) 


bc 
abc  =  4  RSi 


et  l'inégalité  à  démontrer  devient  alors 

8(^  —  a)  (p  —  b)  (p  —  c)  <  abc 
ou 

8S2<4/?RS 
ou 

■iS  <pY{ 
ou 

2/<   R. 

Autrement  dit,   dans   tout  triangle  scalène,  le  diamètre  du 
cercle  inscrit  est   inférieur  au   rayon  du  cercle  circonscrit,  ce 


(  3;.  ) 

qui  résulte,  en  effet,  de  la  définition  du  cercle  d'EuIer,  ou 
cercle  des  neuf  points,  dont  le  rayon  est  moitié  de  celui  du 
cercle  circonscrit.  Mais,  d'après  le  théorème  de  Feuerbach, 
ce  cercle  touche  et  enveloppe  le  cercle  inscrit.  Ainsi  donc 

2/<R, 

et  l'égalité  2/'  =  R  n'a  lieu  que  si  a  =  b  =  c,  c'e?t-à-dire  pour 
le  triangle  équilatéral. 

2°  Les  nombres  a,  è,  c  étant  maintenant  quelconques,  mais 
positifs,  soit  b  -h  c  —  a  =  a' ,  .... 

L'inégalité  à  démontrer  se  réduira  à 

a  b' c' —  abc  <  o. 

Elle  aura  lieu  notamment  :  i"  pour  <7  >•  6 -i- c  ;  2"  pour 
a=^b-\-c.,  3"  pour  a<^b  —  c;  4  pour  a^b  —  c;  etc., 
comme  on  le  vérifiera  directement,  ainsi  que  dans  les  Questions 
cl' Algèbre  de  AL  Desboves. 

Note.  —  On  pourra  s'étonner  qu'il  ait  fallu  attendre 
vingt  ans  pour  obtenir  une  réponse  à  la  question  1704,  mais 
la  raison  en  est  simple,  c'est  que,  par  une  déplorable  inatten- 
tion, l'énoncé  1704  comprenait  trois  parties,  celles  désignées 
ci-dessus  1°  et  2"  et  une  troisième  non  séparée  de  la  deuxième, 
et,  pourtant  d'un  objet  complètement  étranger,  qu'il  sera 
sans  doute  expédient  de  rééditer,  cette  fois,  sous  un  numéro 
spécial,  tel  que  1704  6^5  (').  Cette  fâcheuse  confusion  s'est 
présentée  ailleurs  dans  ce  journal  et  dans  d'autres  recueils 
analogues,  et  a,  pareillement,  retardé  la  solution  des  ques- 
tions ainsi  enchevêtrées. 

1733 

1  1896,  p.  .1i4.) 

Etant  donné  un  cercle  dont  le  diamètre  AG  est  vertical, 
deux  points  pesants  partent  du  repos  en  A  et  en  B,  et  dé~ 
crivent  les  deux  cordes  complémentaires  AB,  BG;  les  deux 
mobiles  seront  sur  une  même  verticale  au  bout  d'un  temps 
indépendant  de  la  position  15  sur  la  circonférence. 

ii.    NlKWKNGLOWSKI. 


(')    Voir  \)\) .   ■i'\\,  i^i,  .iSS. 


(  ^7^  ) 

Solution 
Par  M.  II.  BiiOCARD. 

En  vertu  du  lliéorème  classique  du  tautochronisme  des 
cordes  d'un  cercle  vertical,  issues  <lu  point  le  plus  haut  ou 
aboutissant  au  point  le  plus  bas,  le  mobile  A  parviendra  en  B 
dans  le  même  temps  que  le  mobile  B  parviendra  en  G. 

Décrivons  un  ceicle  sur  OB  comme  diamètre.  Il  rencon- 
trera AB  et  BG  en  leurs  milieux  M  et  N.  Mais,  dans  ce 
cercle  OMBN,  les  cordes  ON,  BN  sont  parcourues  dans  le 
même  temps,  donc  aussi  les  demi-cordes  AM,  BN  du  cercle 
primitif. 

La  droite  IMN  est  donc  la  verticale  sur  laquelle  les  deux 
mobiles  A,  B  se  retrouveront  simultanément,  quelle  que  soit 
la  situation  du  point  B. 

Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

Bemarquk.  —  On  pourrait  aussi  écrire  les  équations  des 
mouvements  des  deux  points  sur  les  deux  plans  inclinés 


d'où 


AM  =  -  ^r^  cosA,  BN  =  -^72sinA, 


AM  _         A  _  -"^^ 
BN   ~''''^'^~  BG 


Les  deux   points  seront  donc  sur  une  même  verticale,  équi- 
distante  de  AG  et  de  la  verticale  de  B,  lorsque 

AM  _  BN         I 

TB  ""  BG"  ~  ÏÏ' 

Cela  se  pioduira  à  1  instant  exprimé  par 


\' 


'AG 


G.-A.  L. 


1799. 

(1898,  p.  2',',.  ) 


Trouve/toutes  les  couihcs  <j  ni  sont  hoinotlictiques  à  leurs 
développées.  M.  d'Ocacjnk. 
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Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Cette  question  a  depuis  longtemps  et  à  diverses  reprises 
sollicité  l'attention  des  géomètres;  aussi  en  a-t-il  été  donné 
des  solutions  tant  pour  l'iiomothétio  que  pour  la  similitude  ou 
pour  l'identité  de  certaines  courbes  avec  leurs  développées.  Je 
ne  vois  rien  à  y  ajouter;  c'est  pourquoi  il  suffira  sans  doute  de 
renvoyer  le  lecteur  aux  recueils  où  se  trouvent  les  éléments 
d'une  étude  complète.  Voir,  notamment,  les  réponses  à  deux 
questions  analogues,  2345  et  3335,  posées  dans  V Intermédiaire 
des  Mathématiciens,  igoS,  p.  igS  et  220,  et  1908,  p.  117. 

Les  courbes  ici  visées  sont  des  épicycloïdes  et  des  hypo- 
cycloïdes. 

La  question  a  été  traitée  et  généralisée  par  A.  Puiseux  et 
par  M.  Haton  de  la  Goupilliére. 

Enfin,  dans  le  présent  Journal,  G.  Pirondini  l'a  aussi  résolue 
au  cours  d'une  Note  géométrique,  1886,  p.  460-480. 

1827. 

I  1899,   p.  338. ) 

Six  points  quelconques  étant  donnés  sur  un  plan,  le  lieu 
géométrique  des  points  tels  qu'en  les  joignant  aux  six 
points  donnés,  on  obtienne  un  faisceau  en  invo/ution,  se 
compose  de  quinze  courbes  du  troisième  ordre,  qui  passent 
toutes  par  les  six  points  donnés.  E.  Dewulf. 

Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Cette  question  a  été  déjà  proposée  sous  le  iiuinéro  1347 
(1880,  p.  432)  et  résolue  (1881,  p.  4-28). 

A  ces  deux  endroits,  l'énoncé  1347  a  été  inexactement 
imprimé  avec  le  mot  cubiques  à  la  place  du  mot  courbes. 

Celte  rectification  n'a  pas  été  faite,  que  je  sache. 

1856. 

I  1900,  p.  3H2). 

Des  poids  i,  1,  •>,  3,  5,  .  .  .,  u„,  mesurés  par  des  nombres 
qui  forment   la  suite   de    Fibonacci ,  sont    respectii'emenl 
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appliqués  sur  des  points  cV une  droite  qui  a  pour  abscisses 
,, '2.  l  ....  n.  On  demande  de  déterminer  la  position  du 
barycentre  de  ce  système.  ^■'•-^'  L^'^-^^T. 


Soi.iTiox 
Par  M     C.-A.  Laisant. 


Celle  queslion,  vieille  de  bienlôl  q.iinze  ans,  est  jusqu  .c. 
resiée  sans  réponse.  A  la  demande  d'an  de  nos  plus  fidèles  cor- 
respondanls,  j'en  donne  nne  ci-dessous,  en  rappelant  que  la 
série  récurrente  de  Fibonacci  est  une  mine,  pour  a.ns.  dire 
inépuisable,  d'cKereices  intéressants  d'Algèbre  et  d'Arithmé- 
tique et  qu'elle  mériterait  sans  doute  d'être  mo.ns  délaissée 
des  étudiants  en  Mathématique  qu'elle  ne  semble  l'être  au- 

■'"Ta  solution  est  d'ailleurs  simple.  Il  s'agit  de  déterminer 
uniquement  l'abscisse  du  barycentre  G  sur  la  droite  OX  par  la 
formule 


00  =  :r 


Or,  en  écrivant 

1  =  '2  —  I,  1   =   3—   i,  ...,  Un—  iln+l—lhi+X, 

et  ajoutant  ces  égnlilés,  on  a  immédiatement 

n 
1 

résultat  bien  connu,  et  pour  ainsi  dire  classique. 

Appelant,  en  général,  S„  celte  somme  n- i +...+ «/,,  "ous 
avons  _  ^ 

1  -f- M-  M/j  =  S,i  —  Si, 

■2-1- -k-  U  ,t  =■  O  n  —  o  2  > 


M„_l-+-  Un  =  S„  —  S«-2> 


(  3:6  ) 

Ajoutant,  et  remplaçant  les  S/  par  w/h-9  —  i,  on  obtient 

n 

/ ,  «  lin  =  Il  ««  +  2—  "n+3-t-  2, 
1 

et,  par  conséquent, 

nUn+2 —  Un+3-^'i  Un  +  \ ( /l  -!- I  ) 


X  = 


U, 


Si  <Jkp  =z  p,  on  a 

A  „_2  0  =  3-  —  (n  —  2)=  


Pour  n  =  4,  cette  valeur  est  i.  Pour  n  >  4,  elle  est  tou- 
jours inférieure  à  l'unité,  c'est-à-dire  que  l'abscisse  du  bary- 
centre  est  comprise  entre  n  —  2  et  «  —  i. 

2166. 

(1910,  p.   ;>2».i 

La  polaire  d'un  point  M  d'une  ellipse  par  rapport  à  son 
cercle  de  Monge  passe  par  le  symétrique  du  centre  de 
courbure  en  M  par  rapport  à  M.  E.-\.  Barisien. 

Note 
Par  La  Rédaction. 

Un  article  (Correspondance,  191 1,  p.  222)  rappelle  que  ce 
théorème  a  été  publié  par  Steiner  {Journal  de  Crelle,  t.  30, 
1843 ,  p.  271-7,73). 


I 
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CEIiriFICATS  DE  IIÉCA^IQIIE  APPLKJLÉE. 


Besançon. 

EpREiiVE  TiiKOUiQUE.  —  Première  question.  —  Un  ressort 
circulaiie  fAB  au  repos)  s'encastre  sur  l'appui  fixe  A  et 
sur  un  solide  tournant  autour  d'un  axe  O  coïncidant  ai>ec 
l'axe   du  cercle  qui  prolonge    le   ressort   en  sa   situation 


de  repos.  Le  solide  ayiinl  tourné  d'un  angle  u,  les  coor- 
données X  et  y  d'un  point  M  de  la  fibre  moyenne  où  la 
normale  fait  l'angle  w  avec  l'axe  Ox  gui  passe  par 
l'appui  fixe  A  et  l'arc  s  qui  correspond  à  ce  point  sont 
données  par  les  formules  de  Résal  qu'on  rappelle  ici  : 


dz 


b  sin  3 


ro 


X  —  Ro  = 


y  = 


-L  f 

y/c  J^      v^r  -f-  a  cos 

I       r  '  sin  z  dz 

\/c  J      /i  -4- <7  COS5 -}- 6  «in  3 

I      /^'"  cos 

y/c  ^y     /i  -+•  a  cos 


dz 


b  sin 


(  3:8  ) 

De  plus,  les  composantes  \  et  Y  de  la  réaction  de  l'ap- 
pui A  gui  complète  le  couple  d'encastrement  sont  données 
par  les  formules 

(2)  A  =  —  6c  — ;  \  =  ac  — 


(E  e/  r  ayant  leurs  signi fications  habituelles). 

Les  trois  constantes  d'intégration  a,  b,  c  se  déterminent 
en  appliquant  les  formules  (i)  à  la  nouvelle  position  B 
du  point  d'encastrement  du  ressort  au  solide  tournant, 
c'est-à-dire  en  remplaçant  pour  ce  point  particulier  cj  par 

tuo  =  /?  -f-  «  ; 

p  =  étendue  angulaire  du  ressort  au  repos, 
L  =  Ro^  =  longueur  du  ressort  remplace  s, 
Rocostoo   et    Rosinwo    remplacent    respectivement    x   et   y 
dans  les  formules  (1). 

Ce  sont  les  trois  équations  (1)  transformées  ainsi  qui 
déterminent  implicitement  a,  b,  c. 

Cette  méthode  de  Résal  étant  rappelée,  on  applique  au 
solide  tournant  un  second  ressort  circulaire  a[ii  de  même 
étendue  angulaire  p  et  de  même  sens  d'enroulement, 
mais  de  manière  que  le  point  fixe  d'attache  a  soit  situé 
sur  le  diamètre  OA,  mais  de  l'autre  côté  du  point  O  qui 
reste  toujours  le  pied  de  l'axe  du  solide  tournant  et  le 
centre  commun  des  deux  ressorts  à  l'état  naturel,  c'est- 
à-dire  quand  l'angle  ù  est  nul. 

On  fera  voir  que  si  les  ressorts  circulaires  sont  choisis 
de  manière  à  vérifier  la  relation 

(3)  EI^ET. 

les  constantes  a  et  b  seront  les  mêmes  sur  chaque  ressort, 
pour  une  même  valeur  de  l'angle  u\  l'angle  to  désignera 
la  même  variable  dans  la  déformation  simultanée  des 
deux  ressorts  et  enfin  on  déduira  aussitôt  des  formules  (2) 
que  le  solide  tournant  reçoit  par  les  points  d'encas- 
trement B'  et  P'  un  ensemble  d'actions  qui  se  réduisent  à 
un  couple,  rigoureusement. 


(  ■^^79  ) 

Deuxième  question.  —  Interpréter  l'expérience  de  Wil- 
liam Tho/nson  sur  récoulenient  lent  des  gaz  en  régime 
permanent.  La  variation  de  température  d'amont  en 
aval  gardant  un  signe  constant  quel  que  soit  le  signe  de 
l'écart  présenté  par  le  gaz  à.  la  loi  de  Mariotte,  on  pré- 
cisera avec  soin  la  conclusion  qui  se  dégage  de  ces  expé- 
riences relativement  à  la  loi  de  Joule  dans  les  gaz  réels. 

EpiiKCVE  PU,\r[QL'K.  —  On  se  propose  d'entretenir  un 
mouvement  pendulaire  qui  est  troublé  par  un  frottement 
constant. 

On  dispose  à  cet  effet  d'un  choc  réparateur  regardé 
comme  instantané  et  qui  frappera  le  mobile  an  nïnment 
précis  où  celui-ci  traverse  sa  position  d'équilibre  au  point 
mort. 

Le  choc  ayant  pour  effet  d'augmenter  la  puissance  m'^'"^ 
de  la  vitesse  d'une  quantité  constante,  on  demande  de 
jormer  la  condition  pour  que  le  mouvement  pendulaire 
ainsi  entretenu  tende  de  lui-même  asymptotiquement  vers 
un  régime  périodique. 

On  envisagera  le  cas  où  le  choc  réparateur  «e  produit 
une  seule  fois  par  vibration  double,  et  l'on  exprimera  la 
condition  d'existence  d'un  régime  périodique  limite  pour 
lequel  Uq  serait  la  valeur  absolue  de  la  semiami  litude 
initiale  de  l'oscillation  simple  au  cours  de  laquelle  le 
choc  réparateur  va  agir. 

On  désignera  par  f  le  rapport  de  l'accélération  néga- 
tive de  la  résistance  constante  de  frottement  à  l'accélé- 
ration de  la  force  pendulaire  estimée  à  distance  i. 

Pour  assurer  une  périodicité  limite,  on  cherchera  une 
condition  d'inégalité  entre  les  trois  quantités  m,  Uq  et  f\ 
et  l'on  empruntera  cette  condition  au  tliéorème  de 
M.  Kœnigs  sur  les  substitutions  répétées;  f  étant  nota- 
blement plus  petit  que  wq,  on  montrera  que  la  condition 
trouvée,  toujours  satisfaite  pour  m  ?;  i,  n'est  jamais  satis- 
faite pour  m'ii  et  l'on  étudiera  le  cas  intermédiaire, 
c'est-à-dire  le  cas  où  i  <  /»  <  a.  (Juillet  igiS.) 

EpBKUVK  TUKoiuijLE.  —  Première  question.  —  i°  Etablir 
que,  sous  l'action  de  forces  déformantes,  voluniétriques  et 
superficielles  données,    la  déformation    d'un   solide   élas- 
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tique  est  unique  et  que,  de  phis,   le  solide  déformé  coi 
porte  un  régime  intérieur  de  pression. 


2°  Quelle  est  la  déformation  élastique  d'un  solide 
homogène  isotrope  simplement  soumis  à  une  même  pres- 
sion normale  constante  sur  chacun  des  éléments  situés  sur 
l'une  quelconque  de  ses  surfaces  frontières? 

Deuxième  question.  —  On  considère  la  portion  d'un 
solide  élastique  homogène  et  isotrope  comprise  entre  deux 
sphères  concentriques,  et  hors  d'un  cône  de  révolution 
dont  le  sommet  est  situé  au  centre  commun  des  deux  sur- 
faces  sphériques.  On  envisage  dans  cette  portion  du  solide 
une  déformation  élastique  dont  les  composantes  ;,  ï],  t 
seraient  ainsi  définies^  dans  un  système  d'axes  de  coor- 
données cartésiennes  avant  respectivement  pour  origine 
et  pour  axe  des  z  le  sommet  et  l'are  du  cône  de  révo- 
lution : 

^  d'S> 

t*cp 

z  z 

1   H I  -I-  - 

(2  =  -  -I-  p  Los; -^ —  F-og , 


1,  a,  p,  Y,  étant  quatre  constantes, 


I 


p  —  ^ X''-  -\-  y^  -\-  z'-. 

Quelles  sont  les  forces  volumélrique<;  capables  de  pro- 
duire ce  régime  ? 


(  38.   ) 

H]pri;lvk  l'RATigL'F..  —  Un  ressort  spiral  hélicoïdal  d'acier, 
à  spires  peu  inclinées,  a  lo  tours;  son  rayon  est  de  6""", 
sa  section  est  rectangulaire  et  le  rapport  de  la  dimension 
radiale  de  cette  section   à  la  dimension    h  parallèle  aux 

générations   du   cylindre   est  égal   à   -  •    La  dimension  h 

étant  de  o'""',^  et  le  spiral  étant  attelé  sur  un  balancier^ 
ce  système  peut  être  écjuilibré  par  un  couple  agissant  sur 
ce  balancier  dont  le  bras  de  levier  est  supposé  de  12""". 

Calculer  quelle  sera  la  valeur  commune  des  forces  de 
ce  couple  c/uand  le  balancier  se  sera  déplacé  de  yo"  par 
rapport  à  la  position  d'équilibre  qu'il  occuperait  lorsque 
le  spiral  seul  est  attelé  au  balancier. 

Coefficient  d'élasticité  de  l'acier  dans  le  système 


C .  G .  S.  =  'xi  000  X  I  o^ 


Grenoble. 


(Juin    1914-) 


.  Éprklve  tiikoimqle.  —   1"    l'roblème.  —   On  donne   deux 
réservoirs  I  et   II.    Le    réservoir  I  est   alimenté    de    telle 


iZmax. 


iZo    zi 


^1I«,P 


façon  que  la  surface    libre    de    l'eau    qu'il  contient    soit 
maintenue  à  un  niveau  constant. 

Dans  un  plan  horizontal  V  situé  à  une  distance  II 
au-dessous  de  cette  surface  libre,  se  trouvent  les  centres 
de    gravité    de   deux  orifices  Oj    et   Oj   de    section  cent- 
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mune  m  :    le  premier  fait  communiquer  les   réservoirs   I 
et  H  et  le  second  est  percé  dans  la  paroi  externe  du  ré-  ■ 
servoir  II ;   ces   deux    orifices    sont    disposés    de  façon   à 
mouler  la  veine. 

Les  sections  des  réservoirs.,  et  en  particulier  la  section  Q. 
du  réservoir  II,  sont  insuffisamment  grandes,  relative- 
ment à  la  section  commune  w  des  orifices  0\  et  O2,  pour 
qu'on  puisse  négliger  les  vitesses  de  l'eau  dans  ces  réser- 
voirs. A  l'inst'int  initial.,  la  surface  libre  dans  le  ré- 
servoir Il  est  à  une  distance  20  au-dessus  du  plan  P. 

Dans  ces  conditions,  on  demande  : 

i"  A  quelle  hauteur  maxima  -Smaxi  au-dessus  du  plan  P, 
s'élèvera  l'eau  dans  le  réservoir  II ; 

1"  En  désignant  par  1  la  cote,  au-dessus  du  plan  P,  de 
la  surface  libre  dans  le  réservoir  If  au  temps  t,  de  dé- 
terminer la  loi  z  =f(t)  qui  lie  z  à  t;  calculer  en  parti- 
culier le  temps  Tmax  compris  entre  l'instant  initial  et 
l'instant  où  la  surface  libre  dans  le  réservoirll  atteint  la 
cote  maxima  ^max  ; 

3"  D'appliquer  les  formules  trouvées  aux  données  sui- 
vantes : 

II  =  1'",  ti  =  io"'S 

20=0"",  10,  10  =  0"'',  01, 

et  de  tracer  la  courbe  z  :=f(t)  dans  ce  cas  déterminé. 

2"  Question  de  cours.  —  Tu/bines  à  réaction  et  sans 
réaction;  classification  des  turbines. 

Éi'BEUVE  PRATiQLii.  —  i"  Mcsure  de  débit  au  déversoir 
Bazin; 

2"  Nomenclalure  des  pièces  principales  d'une  machine 
à  vapeur  de  120  chevaux  {type  Satre).     (Juillet  1912.) 

Lille. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Comparer  entre  eu.v  les  mo- 
teurs à  explosions  à  un,  deux  et  quatre  cylindres,  au 
double  point  de  vue  de  la  régularisation  cyclique  du 
couple  moteur  et  de  l'équilibrage  dynamique  des  masses 
à  mouvement  alternatif. 
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On  rappelle  la  formule 

Y»  =  oj2/-  (  cosçH COS2C5  -H  - — -  ( —  cos49-l-cos29)-l-.  .  .  )  . 

\        '       /?i  '        4  m  ^  / 

II.  Exposer  la  méthode  graphique  pour  l'étude  du 
volant  dans  les  cas  suivants  : 

i"  Machine  à  vapeur  à  un  cylindre  ; 

i"  Moteur  à  gaz  à  un  cylindre; 

3"  Moteur  à  plusieurs  cylindres. 

Au  début,  on  rappellera  très  brièvement,  sans  démons- 
li'atioM,  les  principaux  résultais  mis  en  évidence  dans  la 
théorie  du  volant. 

Epreuve  pkatiqui:.  —  On  considère  une  automobile 
construite  de  manière  à  faire  Go"""  à  l'heure  en  quatrième 
vitesse,  et  3o  en  seconde,  quand  le  moteur  tourne  à  sa 
vitesse  normale  de  looo  tours  à  la  minute. 

I.  Déterminer  la  puissance  du  moteur  pour  que  la  voi- 
ture puisse  faire  effectivement  60*"'"  à  l'heure  en  palier,  et 
calculer  dans  ce  cas  les  réactions  normales  et  tangen- 
tielles  du  sol,  les  tensions  des  chaînes,  ainsi  que  les  efforts 
de  poussée  exercés  par  les  tendeurs  de  chaîne  sur  le 
châssis. 

il.  Déterminer  la  rampe  limite  sur  laquelle  la  voiture 
peut  se  maintenir  à  3o'^"'  à  l'heure  en  deuxième  vitesse,  et 
calculer  aussi  dans  ce  cas  les  mêmes  éléments  que  plus 
haut. 

Données  : 

Poids  total,  P  —  I  ôoo''^  dont  goo'*'''  sur  l'arrière  et  600''^  sur 
l  avant  ; 

Surface  de  front,  S  =  2'"'; 

Coefficient  normal  de  traction,  f\  —  o,o25; 

Bendement  du  mécanisme,  p  =  0,7; 

Rapport  du  rayon   W  des  roues  dentées  de  chaînes  au 

rayon  K  des  roues,  -~  =  ~\ 

Angle  des  bielles  de  poussée  {tendeurs  et  chaînes)  avec 
V horizontale,  e  =  i5"; 

Hauteur  du  centre  de  gravité  G  de  la  voiture  au-dessus 
du  sol,  h  —  i'". 


(  384  ) 

Nota.  —  Les  candidats  au  diplôme  ne  traiteront  pas 
les  questions  relatives  aux  tendeurs  de  chaînes. 

(Novembre  1908.) 

Épreuve  théorique.  —  F.  Equilibre  dynamique  d'une 
roue  motrice. 

l\.  Rôle  du  volant  dans  la  régularisation  cyclique  de 
la  vitesse  d'une  automobile  {ne  rien  dire  des  autres  rôles 
du  volant). 

IH.  Début  de  la  théorie  des  turbines  hydrauliques.  On 
laissera  de  côté  toutes  les  considérations  préliminaires., 
et  l'on  établira  seulement  l'équation  de  fonctionne- 
ment : 

Mc  cosa  =  ^H. 

Epreuve  pratique.  —  Sur  un  châssis  de  petite  voiture 
automobile  se  trouvent  un  moteur  faisant  8  chevaux 
à  i5oo  tours  et  une  boîte  de  vitesse  disposée  pour  faire 
ôo*""  à  l'heure  en  troisième  vitesse,  iS''"'  en  deuxième  et 
l'z'*'",  5  en  première.  Le  rayon  moyen  des  cônes  d'em- 
brayage est  /■^o'",  i5;  leur  demi-angle  au  sommet  est 
i  =  -lo"  ;  leu/'  coefficient  propre  de  frottement  est 
/=o,5. 

Déterminer  : 

1°  Le  poids  que  doit  avoir  cette  voiture  pour  qu'on  puisse 
faire  effectivement  So"""  à  l'heure  en  palier  [coefficient 
de  traction  ^1  =  0, 25;  rendement  du  /nécanisme  p  =  o,7; 
surface  de  front  S  =  i"'"]  ; 

1°  Les  pentes  maxima  1.  et  ^  qu'on  pourra  monter  en 
deuxième  et  en  première  vitesse  ; 

3°  Les  efforts  de  poussée  Q  et  Q'  que  doit  produire  le 
ressort  d'embrayage  pour  que  l'accélération  de  démar- 
rage en  première  vitesse  soit  respectivement  de  2'"  par 
seconde  en  palier  et  de  i'"  à  la  montée  à  la  pente  ■x. 

(Juillet   1909.) 

Epreuve  tiiéoriqi'iî-  —  I-  Fonctionnement  dynamique  du 
régulateur.  {Ne  donner  que  l'étude  graphique.) 

II.  Mode    de    fonctionnement    de    l'embrayage    d'une 
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(lutoniobile.  {Élablir  seulement  la  relation  qui  existe 
entre  la  poussée  exercée  par  le  ressort  et  l'accélération 
prise  par  la  voilure.) 

EpREUVi']  PRATIQUE.  —  Etudier  par  le  calcul  et  repré- 
senter graphiquement.,  en  tenant  compte  des  forces 
d' inertie.,  les  variations  de  la  réaction  latérale  N  du 
piston  d'un  moteur  à  explosions  pendant  la  période  de 
détente. 

Données  : 

Alésage  loo""";  course  lao™"'; 

Nombre  de  tours  à  la  minute  i5'îo; 

Taux  de  la  compression  4  ; 

Rappoit  de  bielle  à  manivelle  \  ; 

Poids  de  la  masse  à.  mouvement  cdternatif  2>^"  ; 

Pression  due    à   l'explosion  7.4'~"  par   centimètre  carré. 

On  fera  cette  étude  d'après  le  diagramme  théorique 
défini  par  Vénuation 

en  supposant  que  l'explosion  est  instantanée.,  et  qu'elle 
a  lieu  sous  le  volume  de  la  chambre  de  compression. 

{  Novembie  1909.  ) 

Épreuve  théorique.  —  Etudier  les  modes  d'action  simul- 
tanés des  ressorti  d'arrière  et  des  tendeurs  de  chaînes 
d'une  automobile  : 

\°  Pendant  la  marche  normale  à  vitesse  constante  ; 

•2"  Pendant  le  démarrage  ; 

3"  Pendant  le  freinage  sur  la  transmission. 

Epreuve  pratique.  —  I.  Exposer  brièvement  la  méthode 
de  Reuleaux  pour  le  tracé  des  projils  conjugués  des 
engrenages. 

II.   Appliquer    cette    méthode    au    cas    des    engrenages 
à  épicycloïdes  avec  les  données  suivantes  : 
iS'ombre  de  dents  du  pignon  n.  =  i.5; 
Nombre  de  dents  de  la  roue  n'  =  ■2.5  ; 
Rayon  du  pignon  R  =  75"'"'; 
Rayon  du  cercle  auxiliaire  Ui=  100"""; 
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Arc  d'approche  =  arc  de  retraite  =  i  pas. 

(Juillet  1910.) 

Epreuve  thkoriqle.  —  I.  Equilibrage  des  niasses  à  inou- 
■  ienient  circulaire. 

II.  Equilibrage  approché  des  masses  à  mouvement 
alternatif  dans  le  cas  du  moteur  à  un  cylindre. 

Epreuve  pratiote.  —  Pioiniéie  Partie.  —  On  considère 
un  tramway  pesant  8  tonnes,  qui  remorque  un  wago/i 
pesant  6  tonnes.  L'effet  normal  de  traction  f^^  \o^'^  par 
tonne  pour  l'automotrice  et  pour  la  remorque  ;  on  néglige 
la  résistance  de  l'air.  Le  coefficient  d'adhérence  f=o,5. 
Le  diamètre  des  roues  2R  =  0,8. 

i"  Calculer  le  couple  moteur  effectif  total  (c'est-à-dire 
la  somme  des  couples  moteurs  appliqués  aux  roues  du 
tramway,  supposées  toutes  motrices)  à  l'instant  où  l'on 
marche  à  vitesse  constante,  en  montant  une  rampe  de 
S'"""  par  mètre  ; 

2"  Même  question  quand  on  dé/narre  en  palier,  à  accé- 
lération constante,  de  manière  à  atteindre  ta  vitesse  de 
17^'"  à  l'heure  en  3  secondes  ; 

3"  Calculer  l'espace  parcouru  pendant  le  freinage  sur 
une  pente  de  3"""  par  mètre,  en  supposant  qu'on  freine 
à  un  instant  où  l'on  fait  iS*""  à  l'heure,  et  qu'on  utilise 
toute  l'adhérence  de  l'automotrice  ; 

4°  Même  question  en  supposant  qu'on  utilise  aussi  toute 
l'adhérence  de  la  remorque. 

Deuxiénio  Paille.  —  Déterminer,  en  se  servant  de  l'in- 
tégrateur d'Anisler,  l'ellipse  centrale  d'inertie  d'un 
profil  de  fer  double  T  à  ailes  inégales,  donné  en  vraie 
grandeur.  (  Noveiiiliic  1910.) 

Épreuve  tiiéoriqui;.  —    I.  I'. tendre  les  principau.r  résul- 
tats de  la  théorie  générale  des  turbines  : 
1"  A  la  turbine  .Jonval  à  tube  de  succion; 
2"  A  la  turbine  Girard  à  libre  déviation. 

II.  Exposer  la  méthode  de  lieuleaur  pour  le  tracé  des 
profils  conjugués  des  engrenages  cylindriques  extérieurs. 
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L'appliquer  au  eau  des  engrenages  à  denture  épicycloï- 
da  le . 

EimuîIjVk  l'KATiQt'ic.  —  I.  Une  automobile  étant  lancée  à 
toute  vitesse  en  palier  et  en  ligne  droite,  on  serre  le  frein 
de  la  truusmission  d'une  njanière  bien  continue.  Au  bout 
de  quelques  secondes,  quand  les  oscillations  du  châssis 
ont  cessé,  un  observateur  constate  par  les  méthodes  de  la 
chronophotographie  ([u'à  un  certain  instant,  la  vitesse 
est   de    jo'""   à    l'heure   et   l 'accélération    de   retard  égale 

Cl  —  •   Trouver  à  cet   instant  toutes  les  réactions  normales 

4 
du  sol,  toutes  les  réactions  tangentielles.  les  efforts  de 
freinage  aux  jantes  des  roues  motrices.,  le  couple  résis- 
tant sur  la  partie  du  frein,  la  tension  des  brins  inférieurs 
des  ctiaines  et  celle  des  bielles  de  poussée.  (On  supposera 
cjue  l'état  d'équilibre  dynamique  est  atteint  et  Von  rtégli- 
gera  les  petites  modi Jications  de  flèche  des  ressorts.) 

Données  : 

Poids  total,  V  =  1600''=  dont  gSo''^  sur  l'arrière  et  65o''°  sur 
ravant,  quand  la  voiture  est  immobile  sur  un  sol  hori- 
zontal ; 

Surface  de  front,  S  =  ■2'"'; 

Coefficient  normal  de  traction.  f\  :=  o,o,>>; 

Rendement  du  mécanisme,  p  =  0,7'j; 

Hayons  des  roues,  R  =  o"',4J; 

Hauteur  du  centre  de  gravité  total  au-dessus  du  sol, 
h  =  1  '",  '2  3  ; 

/fauteur  du  centre  de  poussée  de  l'air,  It' =  i"',75; 

Empattement,  l  =  ■2"',65; 

hannori .   -;—  =^  -  : 

Obliquité  des  bielles  de  poussée,  e  =  i5"; 
Oblitpdté  des  brins  inférieurs  des  chaînes,  f]  =  as; 
Coefficient   de   démultiplication   de    la  poulie   de   frein 
aux  roues,  m'  =  '\,-i. 

II.  Aféthofle  dynami(/ue  pour  déterminer  le  module 
d')oung  par  la  fle.rion  uniforme  d'une  tige;  établir 
Véijuation  fondamentale  et  indiquer  le  mode  opératoire. 

A|)|)li(;ii  ion  iiMiiKM  i(|ii<;.  —   La  tige  fléchie  a  Jo""  de  Ion- 
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gueiir  et  o™'.  12  de  diamètre.  Les  balanciers,  à  section 
carrée  de  r"',3  de  enté,  ont  ivji""  de  longueur;  leur  niasse 
commune  est  de  4^0?.  La  durée  de  5o  oscillations  com- 
plètes est  de  74  1 2.  Calculer  le  module  E  de  la  matière 
supposée  homogène  qui  forme  la  tige.       (Juillet  1911.) 

EpREivii  TiiKOKiQrE.  —  I.  Dcuis  la  théorie  du  régulateur 
à  action  directe,  on  exposera  les  questions  suivantes  : 

Interprétation  graphie/ ue  des  équations  d'équilibre , 
Sensibilité  ; 

Comparaison  au  point  de  vue  de  la  sensibilité  entre  le 
régulateur  de   Watt  et  celui  de  Porter; 

Inconvénients  de  l'isochronisme  absolu. 

\\.  Théorie  de  V embrayage  à  cônes  de  friction  employé 
sur  les  voitures  automobiles. 

EpRKUVE  i'U\TiQiii:.  —  I.  Description  et  mode  de  fonc- 
tionnement :  1"  Du  moulinet  dynamométrique  ; 

2"  De  la  balance  dynamométrique  simple  de  Charles 
Renard. 

H.  Avant-projet  d'une  turbine  axiale  d'action  à  joint 
noyé. 

Données  : 

Débit,  Q  =  S'"',!; 

Hauteur  de  chute,  H  =  ■2'",4- 

On  prendra  : 

Hauteur  eff'ective.  H]  =  0,81  II, 

a  =  ai  =  ai",         a  —  o,3/-,         n  =:  4''-         ^  =  3""". 

On  laissera  de  côté  la  question  des  aubes. 
On  rappelle  les  deux  fortnules  suivantes  : 

■    ,«i 
,  ,  SI  11-  — 
/•,  \-  i 


cos-a 
/•|  \-  SIM  ai 


SU)  2  a 

C  Novembre  1911.) 

Éi'UKrvii:   riiKouiyi lie.  —  Question  de  cours.   —   1"  liôle  du 
volant  dans  le  cas  des  moteurs  d'automobiles; 
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•i"  Cycle  de  Joule;  sa  définition;  calcul  de  son  rende- 
ment. Ce  cycle  est  celui  de  meilleur  rendement  entre 
deux  pressions  données. 

Problème. —  Un  cube  élastique  isotrope  subit  une  défor- 
mation infiniment  petite  dont  les  composantes  du  dépla- 
cement., suii'a/it  des  a.res  coordonnés  joii^nanl  les  centres 
des  faces  opposées  du  cube,  sont,  au  point  (t.,  y.,  z), 

u  =  A{y  —  z)x,         V  =  /c{z  —  x)y,         w  ^  kz{x—y), 

k  désii^nant  une  constante  de  faible  valeur.  On  demande 
de  calculer  : 

i"  La  variation  de  volume  du  cube; 

2"  Le  potentiel  d'élasticité  ; 

3"  Les  forces  capables  de  produire  cette  déformation. 

ÉF'nEUVK  PRATiQi  E.  —  I.  Déterminer  la  courbe  de  pres- 
sion dans  le  barrage  défini  par  le  croquis  ci-après  {bar- 
rage du  gouffre  d'Enfer,  réservoir  du  Furens),  le  poids 
de  la  maçonnerie  étant  de  i'i'jo^°  par  mètre  cube. 

Vérifier  si  les  conditions  de  stabilité  sont  satisfaites. 
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II.  On  quitte  une  route  en  ligne  droite  pour  entrer, 
avec  une  vitesse  de  lo'"  à  la  seconde,  sur  un  cercle  de  5o'" 
de  rayon.  Le  virage  se  fait  pendant  que  la  voiture  avance 
de  b  fois  l'empattement.  On  donne  : 

Rayon  des  roues.  R  =  o"',4^; 

Voie,  ae  =  I ,  I  ; 

Empattement,  l  =  2",  6; 

Rapport  entre  le  rayon  des  roues  de  chaînes  et  celui 
des  pignons,  [j.  =  f\  ; 

Rctpport  entre  les  nombres  de  dents  des  engrenages  co- 
niques et  des  pignons  satellites  du  différentiel,  u' =  2  ; 
et  l'on  demande  de  déterminer  l'accélération  angulaire 
moyenne  des  pignons  satellites  pendant  le  virage. 

(Juillet  191  ■*.) 

EpREUVK  TiiÉouiour:.  ^ —  I.  FAablir  la  formule  de  Lamé  re- 
lative à  la  résistance  des  enveloppes  cylindriques  épaisses. 

H.  Mode  de  fonctionnement  des  freins  établis  sur  la 
transmission  d'une  automobile  à  chaînes.  On  établira 
Véquilibre  dynamique  des  roues  freinées  et  le  mode  d'ac- 
tion des  ressorts  de  ces  roues,  et  l'on  montrera  comment 
les  chaînes  et  les  bielles  de  poussée  retiennent  le  châssis. 

EpKEuvK  PR\'rioi;E.  —  F.  €)n  considère  une  automobile 
construite  de  manière  à  faire  Go''"' à  l'heure  en  quatrième 
vitesse  et  r»,'"'"  en  preniière,  quand  le  moteur  tourne  à  sa 
vitesse  normale  de  ivtoo  tours  à  la  minute. 

1°  Déterminer  la  puissance  du  moteur  pour  que  la  voi- 
ture puisse  faire  effectivement  (Jo'""  à  l'heure  en  palier. 

1"  Déterminer  la  rampe  limite  sur  laquelle  la  voiture 
peut  se  maintenir  11  3(>'""  à  l'heure,  en  quatrième  vitesse, 
en  supposa/if  i/u'à  Goo  tours  le  cou/de  moteur  soit  majoré 
du  \  de  sa  valeur  normale. 

3"  Déterminer  VelJort  de  f>oussée  que  doit  produire  le 
ressort  d'embrayage  pour  que  l'accélération  de  démar- 
rage soit  de  'i'"  par'  seconde  en  palier,  en  />remière  vitesse. 

Données  : 

Poids  total  en  ordre  de  marche,  V  =  1800''"; 

Surface  de  front.,  S  =  y.'""; 

Coefficient  normal  de  tractiini.  f^  -~  (),n>.); 
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Rendement  du  mécanisme,  p  =  0,73; 
Rayon  moyen  des  cônes  d'embrayage,  /•  =  o,  18; 
Demi-angle  au  sommet  de  ces  cônes,  i  =  '20"; 
Coefficient   mojen  de  frottement  de  ces  cônes,f=o,j. 

H.  Déterminer  le  diamètre  d'un  arbre  de  transmission 
de  «'"jîo  de  longueur  entre  milieux  A  e/  B  des  portées  sur 
paliers. 

L'arbre  reçoit  son  mouvement  d'une  poulie  C  de  o'",43 
de  rayon  et  le  transmet  à  deux  poulies  identiques  D  et  M 
de  o'",?,'25  de  rayon;  les  centres  des  poulies  sont  définis 
par  les  relations  AC  =  BD  =  DE  =  o'",  lo. 

Les  brins  de  la  courroie  de  C  sont  inclinés  à  45°  sur  la 
verticale  ;  ceux  des  courroies  de  H  et  de  K  sont  verticaux. 

L'arbre  fait  90  tours  par  minute,  la  puissance  trans- 
mise W  =  10  IIP  se  répartit  également  entre  D  et  E, 

W„=  We=  5  HP. 

Le  coefficient  de  frottement  des  courroies  sur  les  poulies 

est  f  =  0,1. 

4 

On  prendra  comme  échelle  des  longueurs  • 

100 

(Novembie  1919..) 


OliESriO\S  l'UOPOSI^ES. 


22)1.   Les  coordonnées  téliaëdiiqnes  d'une  droite  iMM'clant 
les  quantités 

/  ==  yz' —  zy' ,         m  =  zx' —  xz' ,         n  =  xy' —  yz', 
À  =  .r<' —  tx',  .  .  . ,  .  .  . , 

la  (|uadri(|iie  qui  a  [)Our  éijualion  ponc'tuelle 
Aa:2-+- Bj2-f- G^2_^   1)^2^  o 


(  -^92  ) 
a  [jour  équalion  en  coordonnées  de  droites  tangentes 

(//ÏÏC  +  >VÂn)'-t-(m  /CX+  .uv/î^)'  +  ...=  G, 

on  encoie 

(Zv/SC  —  >^/ÂD)--H(/n  >/GX—;jl/BD  )-  +  ...=  o, 


v/BCy/AD  =  v^CA  /BD  =  v^ÂB  \/(JD. 
Les  génératrices  sont  données  par  les  relations 

/  /ilc  =  eX  v^^âd, 

m  ^CA  =  Eli.  v/dT),  l\  -)-  w  |j.  H-  nv  =  o. 


G.    FONTENÉ. 


2'2^)2.  On  considère  nn  volume  dan«  lequel  l'aire  de  la  section 
par  un  plan  parallèle  à  un  plan  fixe  P  est  une  fonction  du 
second  degré  de  la  cote  du  plan  sécant.  Ce  volume  est  limité 
par  deux  bases  parallèles  au  })ian  P,  dont  les  aires  sont  B  et  B'  ; 
l'aire  de  la  section  parallèle  aux  bases  et  équidistante  des  bases 
est  B";  les  cotes  des  plans  des  bases  et  du  plan  de  la  section  B" 
sont  a,  b,  c.  La  cote  du  centre  de  gravite  du  volume  a  alors 

pour  expression 

B«  —  B'6-H  4B"c 
B-^B'+4B" 

Le  volume  peut  être  en  particulier  un  prismatoïde. 

G.    FONTENÉ. 


ATA. 


Pages  24*^  à  27.3.  Dans  tout  cet  article,  au  lieu  ilc   Hiboanc"ur. 
lire  Bibaucour. 

Page  2-<),  troisiéiMC  ligne,  au  lieu  de  -l-aj,  lire  — a;. 
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[P'6f] 
SIR  LA  TRANSFORMATION  PAR  AIRES  CONSTANTES  (');  y 

Par  m.  R.  GOORMAGHTIGH. 


I.  —  Sur  certaines  aires  constantes. 

1.    Théorème  fondamental.  —  Considérons  (yZ^.  i) 
un  système  d'axes  rectangulaires  xOy  et  deux  courbe ^ 

Fig.  I. 


(F)  et  (  r')  d'équations  x  =^f[y)  et  :r  =  'l'O')  passant 
par  l'origine.  Soient  iN  un  point  variable  de  (F)  et  Q 
un   point  variable  de  (f)   tels  que  l'aire  du    triangle 


(')  Exil  ait  d'une  lettre  de  l'auteur.  —  La  transformation  géo- 
métrique que  je  désigne  sous  le  nom  de  Transformation  par  aires 
constantes  m'a  conduit  à  des  résultats  généraux  concernant  une 
tiansformation  simple,  celle  par  hyperbolisme.  J'ai  pu  ainsi  obtenir, 
entre  autres,  une  construction  simple  du  centre  de  courbure  des 
conclioïdes  de  Ivul|)  que  j'ai  signalées  à  l'attention  des  lecteurs  (Z\'oJ/i' 
Ann.,  iQiS)  et  dont  MM.  d'Ocagnc,  Bouvaist  et  Balilrand  se  sont 
•Misuite  occupés. 

J'avais,  d'ailleurs,  préparé  ce  travail  avant  la  publication  de  la 
Note  de  M.  Balitrand,  quand  j'étais  encore  en  Uelgiquc.  Ce  sont  les 
circonstances  actuelles  qui  m'ont  empêché,  à  mou  grand  regret,  de 
vous  le  communi(|uei'  plus  tôt. 

Ann.  de  Matheinat.,  'i"  série,  t.  W.  (Sept,  igiô.)  'J.'J 
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mixtiligne  ONQ  soit  constante  et  égale  à  a'-.  Si  l'on 
désigne  par  [i  el  fj  les  ordonnées  des  points  N  et  Q  et 
par  X  celle  du  point  où  NO  rencontre  l'axe  Oy,  cette 
condition  s'exprime  par 


ou 


'5  'i' 

+  p'4>(!i')  +  )-[/(fi)-.H?')]  =  2«^ 

L'équation  de  NQ  étant 

(2)     {f(J)  —  'bi/p' )]y  -  { <^  —  '6' ) X  ^  |î7(p)-p'L(P'), 


la  relation  (i)  s'écrit  donc 

(3)     2  r  f{y)dy-'i  r  'Hr)^j' 

-(?-P')[/(p)  +  'KP')]  =  ^«^ 

Pour  calculer  l'abscisse  du  point  où  N(^  touche  son 
enveloppe  dérivons  (2)  par  rapport  à  [i.  En  appe- 
lant/'(^)  et  -yd^')  les  dérivées 

df{y)       d^jy) 
il  vient 
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En  résolvant  le  système  formé  par  les  équations  (2) 
et  (4)  par   rapport   à  x,  on  trouve  pour   l'abscisse   \ 
cherchée  une  fraction  ayant  pour  numérateur 

N=(p'-p)<V(^')/'(?)-(.3'-p)/(,3)<{^'([i')^-|^(P') 

-pi'^)%+f(j)m'){^+%) 

et  pour  dénominateur 

D  =  [/'(P)-f(?',^](P-P) 

Or,  si  l'on  dérive  (3)  par  rapport  à  p,  on  trouve  la 
relation 

(5)  (•+^)[/(?)-4'(?')] 

+(?'-^)[/'(:ii-'V'(P')^]=0' 

qu'on  peut  encore  écrire 

On  en  déduit 

D  =  .f(P')^(P-P')-^[/(P)-'V(?')l^'- 

Mais  la  relation  (5)  s'écrit  aussi 

[(P'-p)/'([i)+/(P)(«+^)]'H?) 


I 
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Dès  lors 

-(p'-P)/(?)^'(P')^-p(:i)^' 

ou  encore 

N  =  j(p-[i')r(P')-[/(P)-'>(?')]^([/(?)-'HP')]- 

Par  suite 

On  en  déduit  le  théorème  suivant  : 

LorsqiC une  droite  NQ  s' appuyant  en  N  et  Q  sur 
deux  courbes  fixes  forme  a^^ec  ces  courbes  un  triangle 
mixtiligne  d^ aire  constante^  cette  droite  touche  son 
enveloppe  au  milieu  du  segment  NQ. 

'2.  Centre  de  courbure  de  C enveloppe.  —  (  hielques 
considérations  de  Géométrie  intrinsèque  conduisent  à 
la  construction  du  centre  de  courbure  de  l'enveloppe 
au  point  M,  milieu  de  NQ. 

Prenons  {fig.  a)  comme  sjstème  d'axes  coordonnées 


mobiles  la  tangente  cl  la  normale  à  l'enveloppe  en  M. 
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Si  les   coordonnées    de    N    et  de  Q    sont   respective- 
ment (A-,   o)  et  {— k,  o)  et  si  o  désigne  le  rayon  de 
courbure  deTenveloppe  en  M,  les  formules  de  Cesàro(') 
donnent  pour  le  point  N 


rjX  _   dk  ^^^   _  ^ 

ds  ~  ds  '         ds        0 


et,  pour  le  point  Q, 


o.r  _       dk  Sr  _        k 

ds  ds  '         ds  p 

Si  donc  on  appelle  0,   et  Oo  les  angles  de  QN^  avec  les 
normales  à  (Y)  et  (V)  en  N  et  Q,  on  a 

dk  dk 

tangfJi= ,  tangfi;  = 


d'où 


k         '  ^^  k 

P  ? 


k  tangOi—  k  tang92  =  2p. 
On  en  déduit  cette  construction  (-)  : 

La  normale  en  M  à  l'enveloppe  rencontre  en  N' 
el  Q'  celles  à  {Y)  et  {Y')  en  N  et  Q.  Le  centre  de 
courbure  est  le  milieu  de  Q'N'. 

3.  Exemple.  —  Un  cas  simple  est  celui  où  l'on 
considère  les  paraboles 

y^=  ±L  ipx. 


(')  Cesauo,  Naturliche  Géométrie,  p.  21. 

(-)  Plus  jjéiiéralcinenl  oa  démontrerait  de  la  même  manière  que 
si  la  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  deux  courbes 
(T)  et  (r')  aux  points  N  et  Q  tels  que  le  rapport  MN  :  MQ  soit 
constant,  le  centre  de  courbure  C  de  la  première  courbe  en  M 
divise  dans  le  même  rapport  le  segment  déterminé  sur  MC  par  les 
normales  en  N  el  Q  aux  courbes  (T)  et  (T'). 
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Alors  la  condition  (3)  devient 

D'aulre  part,  si  ^  et  yj  désignent  les  coordonnées  du 
milieu  de  NQ, 

On  en  déduit  successivement 

(8)  P.3'=^     .^f  -   ■ 

Or,  la  relation  (6)  s'écrit  encore 

ou 

ou  enfin,  en  tenant  compte  de  (7)  et  (8), 
Y)*— 3/?2^2=3pa2ï). 

L'enveloppe  de  la  droite  NQ  est  donc  la  quartique 
j'*  —  3/>2  0^2  —  "ipa^y. 

Dans  le  cas  où  a-  est  nul,  l'origine  fait  partie  de  l'enve- 
loppe, ce  qui  est  évident. 

L'enveloppe  proprement  dite  se  compose  des  deux 
paraboles 

y"^  =■  ± px  y/s. 

4.  Le  cas  oîi  (f)  est  l'axe  Oy  est  particulièrement 
intéressant.  La  transformation  qui  sert  à  passer  de  (F) 
aux   enveloppes    correspondantes  jouit  de    propriétés 
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remarquables  qui  font  Tobjet  des  développements  qui 
vont  suivre.  Nous  réserveions  à  ce  cas  important   le 
nom  (le  Transformation  par  aires  constantes  cV une 
courbe. 


II.  —   La  transformation  par  aires  constantes. 

5.   Considérons    {fii^.    3)    une    courbe    (Y)    et   une 
droite  d  se  rencontrant  en   un  point  O.  Soient  N  un 

Fis.   3. 


point  variable  sur  la  courbe  et  Q  un  point  variable 
de  d  tels  que  l'aire  du  triangle  mixtiligne  NOQ  soit 
constante  et  égale  à  a-.  Désignons  l'enveloppe  de  la 
droite  NQ  par  {^a)- 

Prenons  la  droite  <a?  pour  axe  des  y,  la  perpendicu- 
laire en  O  pour  axe  des  x.  Si  (a,  j3)  sont  les  coor- 
données de  N  et  si  A  est  l'ordonnée  de  Q,  la  condition 
d'aires  s'exprime  par  la  relation 


lui  donne 


I      xdy a(f3  — >0  =  «^ 
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Dès  lors,  l'équation  de  NQ  s'écrit 


2 


/      X  dy  —  -2  a- 

(r 


-  Ur  —  (  ■^«■-  +  a?  —  2  ^     o;  c(/  j    , 


ou 

(9)  ^-y  —  '^i     I  '  xdv-a-  ]x 


=  al  aa^-i-  a3  —  i 


X  ^"^y 


En  dérivant  par  rapport  à  jB,  on  obtient 


^a 


rfa  .  ,,  d'J.  d'j.      ^^ 

d^ 


La  résolution  du  système  formé  par  les  équations  (9) 
et  (10)  donne 


I 

(11  )  X  —  -  n., 

'  9. 


résultat  qui   renferme  le   théorème  du  paragraphe   1, 
appliqué  au  cas  qui  nous  occupe. 

Désignons  les  coordonnées  courantes  pour  l'enve- 
loppe (<I>a)  par  ^  et  ■^.  En  portant  la  relation  (1  1)  dans 
l'équation  (9),  il  vient  successivement 

i^'r,-2fj    X  dy  -  aA^^  =  vJa^--^  '^l  -  J'  X  dy\ 
1  ;T,  4-    /      .r  dy  —  9.  ^;  =  a-. 
D  où,  en  intégrant  par  parties, 

Jf     y  dx  =  •2;Y]  —  a-. 
0 


s: 
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Si  donc  l'équalion  de  (P)  est 
celle  de  (<I>a)  sera 

ou,  en  reprenant ^ety  comme  coordonnées  courantes, 
(12)  /      /(x)  dx  =  ixy  —  «î. 

En  parliculier,  la  courbe  (^0)  a  pour  équation 
(i3)  /     /{x)dx  =  'ixy. 

Les  équations  (12)  et  (i3)  ne  changent  pas  quand 
on  déplace  l'axe  des  x  parallèlement  à  lui-même.  On 
pourra  donc  encore  les  employer  dans  le  cas  où  cl  est 
une  asjm|)tole  de  (F),  l'aire  comprise  entre  la  courbe 
et  l'asymptote  étant  finie. 

De  plus,  on  voit  aisément  que,  si  les  axes  font  entre 
eux  un  angle  9,  les  équations  subsistent  si  l'on  désigne 
la  constante  par  a-sinO. 

6.  Construction  du  centre  de  courbure  de  (<!*«).  — 
Cette  construction  résulte  immédiatement  du  théorème 
général  du  paragraphe  2  : 

La  normale  à  {^a)  en  M  rencontre  en  i)'  et  IS'  la 
perpendiculaire  en  Q  à  d  et  la  normale  en  N  à  (F), 
Le  centre  de  courbure  est  le  milieu  de  Q'N'. 

Un  cas  simple  est  celui  où  (F)  est  une  droite.  Ou 
sait  f[u'alors  les  transformées  par  aires  constantes  sont 
des  hyperboles  ayant  (F)  et  d  pour  asymptotes.  On  a 
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donc   cette   construction  du    centre   de   cou/bure  au 
point  M  d'une  /lyperbole  : 

La  tangente  en  M  coupe  les  asymptotes  en  ]N  (*/  Q  ; 
la  normale  en  M  rencontre  les  perpendiculaires 
élevées  en  N  et  Q^  sur  les  asymptotes  aux  points  N' 
et  Q'.  Le  centre  de  courbure  est  le  milieu  de  N'Q'. 

7.   Inversement,    soit    j'  =  cp(;r)    l'équation     d'une 
Fig.  4. 


I 


courbe   (<I>)  {fig-   4)-   Celle  de  la    tangente  au  point 
M(Ç,  Tj)  sera 

et   le   symétrique   N    du    |ioint   Q    où   cette    tangente 
coupe  O)',  par  rapport  à  M,  a  pour  coordonnées 

L'équation  du  lieu  (F)  de  ce  point  s'écrit  donc 

f  x\       X    ,  /x\ 

La  courbe  (F)  est  donc  affine  à  la  courbe 
(i4) 


•^  dx      '■ 


l'axe  d'affinité  étant  Oy  et  le  rapport  2  '.  i . 

Il  est  aisé  de  voir  au  moyen  de  cette  dernière  équa- 
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tlon  que,  quelle  que  soil  la  courbe  (<[>),  l'aire  comprise 
entre  NQ,  l'axe  Oy  et  la  courbe  (F)  est  constante. 

En  outre,  la  méthode  du  paragraphe  précédent 
donne  la  construction  de  la  tangente  en  N  à  (F)  quand 
on  connaît  le  centre  de  courbure  de  (<I>)  en  M. 

8.  La  forme  (i4)  de  l'équation  du  lieu  de  N  permet 
de  distinguer  dans  quels  cas  l'aire  constante  est  nulle 
ou  non.  Si  l'on  applique  l'équation  (12)  à  la  courbe 
affine  de  (i4)i  o^  trouve 

Si  donc,  pour  x  =  o,  'S)(x)  est  fini,  a-  est  nul  et  la 
courbe  (<ï>)  est  une  courbe  (<I>o)  pour  (F). 

Si  ç)(.r)  tend  vers  l'infini  pour  a:  =  o,  x'f{x)  peut 
tendre  vers  une  quantité  finie;  alors  a"^  n'est  pas  nul 
et  la  courbe  (4>)  est  une  courbe  (^a)  pour  (F). 

Si  ^'j(a')  tend  vers  l'infini,  l'aire  du  triangle  mixti- 
ligne  considérée  au  paragraphe  o  est  infinie  et  la  re- 
cherche de  l'enveloppe  de  NO  n'a  pas  de  signification. 


III.  —  Les  hyperbolismes. 

9.   Soil  f(x,  y)  =  o   l'équation  d'une  courbe  (C). 
Fis.  .',. 


Considérons  {Jif^'.  ■>)  une  droite  A  parallèle  à  l'axe  Oy, 
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d'équation  x=.h.  Une  droite  variable  y  =  nix  menée 
par  l'origine  rencontre  (C)  en  un  point  L  et  A  en  un 
point  T.  Les  parallèles  menées  aux  axes  O.r,  Ov'  l'es- 
pectivement  par  T  et  L  se  coupent  en  un  point  M  dont 
le  lieu  (f[>)  est  XhyperboUsme  de  (C)  ('). 

Pour  la  facilité  nous  appellerons  O  et  A  le  pôle  et 
Xaxe  de  la  transformation  et  (C)  V anti-hyperboUsme 
de  (<I>). 

Les  coordonnées  du  point  T  étant  (6,  nib)  l'équa- 
tion de  (4>)  sera 

(i5)  /(^^,£Z^^o. 

Inversement  s\y=^'l{x)  est  l'équation  de  (<!))  celle 
de  (G)  sera 

(i6)  y=^^{^)- 

Les  équations  qui  précèdent,  comme  le  raison- 
nement direct,  montrent  que  les  lijperbolismes  d'une 
courbe  (C)  pour  un  même  ptMe  et  des  axes  parallèles 
sont  des  courbes  affines,  l'axe  Ox  étant  l'axe  d'affinité. 
En  outre,  si  deux  courbes  sont  affines,  l'axe  d'affinité 
étant  0>r,  leuis  lijperbolismes  pour  des  pôles  et  des 
axes  identiques  sont  aussi  affines  (-). 

10.  Considérons  maintenant  trois  axes  rectangu- 
laires Oxyz^  le  cylindre 

(17)  f(x,z)  =  o 


C)  G.  LoRiA,  Spezielle  ebene  Kurven,  t.  I,  p.  20. 

(-)  Ainsi  les  conchoïdes  de  Kiilp  généralisées  que  nous  avons 
définies  (Nouvelles  Annales,  191 3,  p.  19'))  comme  liyperbolismes 
d'une  ellipse  quand  le  pôle  est  le  centre  cl  l'axe  la  lanj^enle  en  l'un 
des  sommets  peuvent  ùtre  considérées  comme  In'perbolismes  d'un 
cercle  (|uand  le  pôle  est  au  centre  et  l'axe  quelconque  {cf.  §  11). 
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et  le  paraboloïde  hyperbolique  équilatère 
(18)  xy  =  bz. 

L'éliminalion  de  z  entre  les  équations  (17)  et  (18) 
donne  l'équation  (i5). 

Par  suite,  V hyperboUsme  ($)  d^ une  courbe  (C)  est 
la  projection  sur  le  plan  xy  de  la  courbe  d' inter- 
section du  paraboloïde  hyperbolique  équilatère  (18) 
et  du  cylindre  parallèle  à  V axe  y  dont  la  section 
par  le  plan  xz  est  une  courbe  égale  à  (C). 

On  en  déduit  une  construction  delà  tangente  en  M 
à  l'hyperbolisnje  (<I>)  quand  on  connaît  celle  en  L  à  (C). 

L'un  des  systèmes  de  génératrices  de  l'hyperbo- 
loïde  (18)  est  formé  par  des  droites  qui  s'appuient  sur 
l'axe  X  et  sont  parallèles  au  plan  yz,  l'autre  par  des 
droites  qui  s'appuient  sur  l'axe  ^'  et  sont  parallèles  au 
plan  xz.  Si  donc  on  appelle  ni  et  n  les  projections 
de  M  sur  O^  et  Oy,  la  droite  mn  est  la  trace,  dans  le 
plan  xy,  du  plan  tangent  au  paraboloïde  au  point  qui 
se  projette  en  M  sur  xy. 

Soient  encore  S  le  point  où  la  tangente  en  L  à  (C) 
rencontre  l'axe  O^,  SS'  la  parallèle  menée  par  S  à  Oj', 
S' le  point  où  cette  parallèle  rencontre  nin.  La  droite  SS' 
est  la  trace  du  plan  tangent  au  cylindre  (  17)  le  long  de 
la  génératrice  qui  se  projette  sur  xy  suivant  M/«.  Le 
point  S'  appartient  donc  à  la  tangente  en  M  à  l'hyper- 
bolisme  (*ï*).  On  en  déduit  cette  construction  : 

O/i  projette  M  en  m  et  n  sur  Ox  et  Oy;  la  tan- 
gente à  (C)  en  L  coupe  Ox  en  S;  l^ intersection 
de  mn  avec  la  parallèle  menée  par  S  à  Oy  est  un 
point  de  la  tangente  en  INl  //  V hyperboUsme  ('). 

(')  Celle  coiL-^liuclion  yciiéialisc  celle  (jue  nuiis  uvons  doiiiice 
pour  la  conclioïclc  de  Kiilp  {Nouveltes  Annales,  igiS,  p.  19')). 
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11.  Hyperbolismes  du  cercle  (*). —  Si  AA'  et  BB' 
sont  deux  diamètres  rectangulaires  d'un  cercle  de 
centre  w,  l'hjperbolisme  du  cercle  pour  le  pôle  A  et 
un  axe  parallèle  à  BB'  est  une  cubique  cVAgnesi  ('); 
pour  le  pôle  B  ou  B'  et  un  axe  parallèle  à  BB',  l'hjper- 
bolisme  est  une  serpentine  de  Newton.  Quand  le  pôle 
est  en  co  et  l'axe  parallèle  à  BB',  il  est  aisé  de  voir  que 
les  hyperbolismes  ne  sont  autres  que  les  quartiques 
que  nous  avons  désignées  sous  le  nom  de  conchoîdes 
de  Kùlp  généralisées  (^). 


12.  A nti-hyperhoUsnies  du  cercle.  —  Si  la  courbe 
(4>)  est  le  cercle 

la  courbe  (C)  est,  d'après  l'équation  (i6),  la  lemnis- 
cate  de  Gerono  (^) 

On  a  donc  cette  description  de  la  lemniscate  de  Gerono  ; 

La  lemniscate  de  Gerono  est  V anti-hyperbolisme 
d^ un  cercle  quand  le  pôle  de  la  transformation  est 
le  centre  et  V axe  une  tangente. 

Considérons  de  même  comme  courbe  (<ï>)  le  cercle 


y  =  ^X{b  —  x), 

dont  0.r  est  un  diamètre  et  qui  touche  0>'  et  A. 


(')  Les  lij'pcibolismes  du  cercle  sont  des  cubiques  quand  le  pôle 
est  sur  la  courbe,  des  quartiques  dans  le  cas  contraire. 
(')  LoRiA-SciirTTE,  Spezielle  ebene  Kurven,  t.  I.  p.  8r. 
(')  Voir  Nouvelles  Annales,  igiS,  p.  196. 
(*)  LoniA-ScHL'TTE,   Spezielle  cbcne  KuiK-en,  t.  I,  p.  18G. 
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D'api^ès  l'équalion   (i6),  son  anli-hj'perbolisme  est 

(19)  y^i\/b  —  x, 
ou 

(20)  x'* — bx^-\- b-y-  :=  o. 

Celle  courbe  est  une  courbe  piriforme.,  d'après  la 
dénoniinalion  de  G.  de  Longchamps  ('). 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  obtenir  la  cissoïde 
comme  hjperbolisme  de  la  courbe  piriforme  (20).  Si 
l'on  déplace  l'origine  au  point  (6,  o)  et  si  l'on  renverse 
le  sens  de  l'axe  x^  l'équation  (19)  devient 

b  —  X 


Y  =   vx  (b  —  X). 

X 

Si  donc  on  prend  l'iijperbolisme  de  celle  courbe,  le 
pôle  étant  la  nonvelle  origine  et  l'axe  l'ancien  axe  desj^, 
on  obtient,  d'après  l'équation  (i5),  la  courbe 


C'est  une  cissoïde. 

Ainsi,   le   cercle  et  la  cissoïde  sont  des  hyperbo- 
lismes  de  la  courbe  piriforme  (20). 

IV.  —  Rapport  entre  les  deux  transformations. 

13.    Reprenons  la  courbe  (F)  d'âquatlon y  = /"(^). 
La  courbe  affine,  le  rapport  d'affinilé  étant  i  :  2  et  l'axe 

d'affinité  Oy^  sera 

y=f{-ix). 

Considérons  maintenant  les    courbes   int('grales    de 
(')  LoiUA-ScHiiTTi;,  Speziclle  ebene  Kurven,  t.  l,  p.  .îo'!. 
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celle-ci  ('),  le   pôle  utilisé  dans  celle   transformalion 
étant  le  point  O'  ( —  6,  o).  Elles  onl  pour  équation 


JK=  ^    /     f{ix)dx-\-  q, 


OÙ  q  désigne  la  consLanle   arbitraire.   Celle  équalion 
s'écril  encore 

(2l)  y=—J  f{x)dx  +  q. 

D'autre  part,  d'après  l'équation  (i  5),  l'Iiyperbolisme 
de  (21)  est 

ou 

f{x)  dx  =  ixy  —  ibg. 


I 


Nous  retrouvons  donc  l'équation  (12)  des  transfor- 
mations par  aires  constantes  (^a)  de  la  courbe  (F). 

Les  transformées  par  aires  constantes  d^ une 
courbe  (F)  sont  les  hyperbolismes  des  courbes  inté- 
grales dune  courbe  affine  de  (F). 

Il  est  utile  d'observer  que  (  '  ) 
•i.bq  ^=  «2. 

Inversement,  si  l'on  part  d'une  courbe  (<I>)  d'équa- 
tion y  =  '■i(^),  l'anli-byperbolisme  est,  d'après  l'équa- 
tion (i^>), 

or 

(29.)  y  =  j  ?<'^)- 


(')  LoHiA-SciiïTTK,  Spezielle  ebene  Kmven.  t.  II,  p.  332. 
C-)  Voir  §  lu. 


(  4o9  ) 
La  courbe  dififérenlielle  de  (22)  est 

dx  tp  (  .r  ) 


y 


dx 


si  Ton  prend  pour  pôle  de  cette  transformation  le 
point  0'( — 6,  o).  On  retrouve  donc  l'équation  (i4). 
Par  conséquent  : 

La  courbe  (r)  est  affine  à  la  courbe  différentielle 
de  V anti-hyperbolisme  de  (*t>). 

14.  i^es  développements  qui  précèdent  conduisent  à 
une  nouvelle  construction  de  la  tangente  à  l'hyper- 
bolisme  d^ une  courbe  (  '). 

Appelons  {fig.  6)  P  le  point  où  la  parallèle  menée 


Ki 
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par  O'  à  la  tangente  eu  L  à  (C)  rencontre  Oy  et  L'  le 
point  correspondant  à  L  sur  la  courbe  différentielle. 
D'après  ce  qui  précède,  le  symétrique  N  de  P  par 
rapport  à  \J  décrit  la  courbe  (F),  et  N  appartient  à  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  (<!>).  On  en  déduit  la  cons- 
truction suivante  : 

Par   le  point  O'  symétrique  du  pied  de   A   par 
rapport  à  O  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente 


(')  Cette  construction   j^éncralise  celle  que  nous  avons   donnée 
pour  la  con.  Iioïcle  de  Kiilp  {Nouv.  Ann.,  191.3,  p.  196 ). 
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en  L  à  (C)  qui  coupe  Oy  en  P;  la  symétrique  de  MP 
par  rapport  «ML  est  la  tangente  cherchée. 

lo.  Les  considérations  du  paragraphe  13  donnent 
lieu  à  un  théorème  important  qui  simphfie  souvent  la 
recherche  des  courhes  (<ï>)  quand  on  en  connaît  une  ('). 

Considérons  {^fig.  7)  encore  la  courbe  (C)  et  prenons, 

Fig.  7- 


Ail 
0;               0'          0,| 
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N, 

pour  la  transformation  par  hvperbolisme  un  nouveau 
pôle  O)  de  coordonnées  ( —  <^,  o),  ainsi  qu'un  nouvel 
axe  A,  parallèle  à  A.  Soit  O, _;>/•,  la  parallèle  menée 
par  O,  à  Oy.  Désignons  j)ar  O',  le  symétrique  du  pied 
de  A,  par  rapport  à  O,,  par  P,  le  point  où  la  parallèle 
menée  par  ce  point  à  la  tangente  en  L  à  (C)  ren- 
contre Ojj",,  par  L',  l'inleisecliou  des  perpendiculaires 
menées  par  L  et  P,  à  O^  et  Oj',  et  par  N,  le  sjmé- 
irique  de  P,  par  rapport  à  \\.  Le  point  N,  décrit  la 
courbe  (F,)  (jui  correspond  au  cas  oiî  Ton  considère  la 
courbe  (<I>)  et  l'axe  O)/,  pour  droite  d. 

Soient  u,  V  les  coordonnées  de  N  par  rapport  aux 
axes  Oxj-,  [JL,,  V,  celles  de  N,  par  rapport  aux  axes 
Oxy^.  Nous  aurons,  en  désignant  par  ^,  la  distance 
de  Oj  à  A,, 


•2 


d,       ^  = 


l'i 


(  '  )  Cf.  §  V'O. 
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!-^i  = 


i(L 


On  voit  donc  que  les  courbes  (F)  el  (F,)  sont  affines 
(non  en  |)Osilion).  De  plus^  si  l'on  fait  sul)ir  à  l'ase  Ox 
une  translation,  la  courbe  difl'érenlielie  subit  la  même 
translation. 

En  réunissant  ces  résultais  on  obtient  le  théorème 
suivant  : 

Les  courbes  (V)  correspondant  à  tous  les  hyper- 
bolismes  (<t>)  cVune  même  courbe  (C),  les  axes  A 
étant  parallèles  et  les  pôles  quelconques  sont  des 
courbes  affines  quand  on  prend^  dans  ckacjue  cas. 
pour  droite  d  la  parallèle  menée  par  le  pôle  à  A. 

On  peut  encore  énoncer  ce  théorème  sous  la  forme 
suivante  : 

Toutes  les  transformées  par  aires  constantes 
d^ une  même  courbe  correspondant  à  des  droites  d 
parallèles  sont  les  hyperbolismes  cVune  même  courbe. 

10.  (Centre  de  courbure  de  VhyperboUsme.  —  Les 
rapports  entre  les  transformations  par  aires  constantes 
et  par  hyperbolisme  conduisent  à  la  construction  du 
centre  de  courbure  C  en  un  point  M  de  l'hjperbo- 
lisme  (<[>)  de  (C)  quand  on  connaît  le  centre  de  cour- 
bure au  point  correspondant  L  de  (C)  {fig-  8). 

SoitC)  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  (C)  en  L; 
au  moyen  du  théorème  de  M.  d'Ocayne  ('  )  sur  le  centre 
de  courbure  des  courbes  intégrales  on  en  déduit  la 
tangente  en  L'  à  la  courbe  dilTérentielle  de  (C).  A  cet 

D  f^oitiA-SciiiJTTE,  Spezielle  ebene  h'ui\en.  t.  II.  p.  333. 
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effet,  on  projette  Ci  en  C  sur  l'ordonnée  de  L,  puis  C^ 
en  C"  sur  la  normale  LC)  à  (C),  puis  C"  en  E  sur  Ox. 
Le  point  E  est  celui  où  la  tangente  considérée  coupe  Ox. 
En  vertu  d'une  propriété  des  courbes  affines,  celle  en  N 


à  (r)  rencontre  le  même  axe  en  E'  symétrique  de  O  par 
rapport  à  E.  Dès  lors,  connaissant  la  tangente  en  N 
à  (r),  on  obtient  le  centre  de  courbure  C  de  la  courbe 
($)  en  M  au  moyen  de  la  construction  du  paragraphe  6. 
On  a  donc  la  construction  suivante  : 

Soit  jN  le  symétrique  par  rapport  à  M  du  point  Q 
oii  la  tangente  en  M  à  (^)  coupe  Oy;  on  projette  C| 
en  C  sur  l'ordonnée  de  L,  puis  C  en  C  sur  la  nor- 
male à  (C)  en  L,  puis  C"  en  E  sur  Oœ;  si  E'  est  le 
symétrique  de  O  par  rapport  à  E,  les  perpendicu- 
laires en  Q  e^  N  respectivement  sur  Oy  et  E'N  ren- 
contrent la  normale  en  M  à  (<ï>)  en  Ç^  et  N';  le  centre 
de  courbure  clœrché  est  le  milieu  de  O'N'. 


17.  On  peut  encore  remarquer  que  si  l'on  considère 
une  courbe  (<1>)  et  la  courbe  (F)  qui  lui  correspond, 
ainsi  que  l'anti-hyperbolisme  (C)  de  (^I>),  il  existe  une 


N  (4.3) 

courbe  dlflerenlielle  de  (C)  qui  est  homotliélique  à  (P). 
Il  suffit,  en  eflet,  de  prendre  la  courbe  di fièrent ielle  en 
utilisant  comme  pùle  le  milieu  de  00'. 


V.  —  Applications. 


18.  La  Kohlenspitzkurve  et  les  hyperbolismes  du 
cercle.  —  La  courbe  difierentielle  de  l'ellipse 


l-        m- 
est  la  Kohlenspitzkurve  (') 

Donc,  en  utilisant  un  pôle  convenablement  choisi  (-), 
on  aura  comme  courbes  intégrales  de  la  Kohlenspitz- 
kurve des  cercles.  Par  suite,  en  vertu  des  théorèmes 
du  paragraphe  13,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Les  transformées  par  aires  constantes  de  la  Koh- 
lenspitzkurve correspondant  à  des  droites  d  pa- 
rallèles aux  asymptotes  sont  les  hyperbolismes  du 
cercle. 

Si  d  est  l'axe  de  symétrie  j^arallèle  aux  asymptotes, 
parmi  les  transformées  il  y  a  deux  serpentines  de 
Newton  et  une  conchoïde  de  Killp  généralisée. 

Si  d  est  une  asymptote  parmi  les  transformées  il  y 
a  une  cubique  d' Agnesi. 

Inversement,  on  a  les  résultats  suivants  : 

Le  lieu  du  symétrique  par  rapport  à  un  point  M 

(')  LoiuA-Sciu  TTi:,  Spezielle  ebeiie  Kurven,  l.  II,  p.  330. 
(-)    Voir  paragraplic  suivant. 
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d' une  conchoïde  de  Kidp  généralisée^  on  d'une  ser- 
pentine de  Newton^  ou  d'une  cubique  d'Agnesi,  du 
point  où  la  tangente  en  M  coupe  Vasymplote  est 
une  Kohlenspit zkurve . 

19.  Au  mojen  de  l'équation  des  Iransformées  par 
aires  constantes  retrouvée  au  paragraphe  13,  on  déter- 
mine aisément  la  valeur  de  la  constante  «-  dans  chaque 
cas.  Si  l'on  considère  la  Kohlenspitzkurve 

la  courbe  affine,  le  rapport  étant  i  :  2  et  l'axe  d'affi- 
nité Oy,  sera  la  courbe 


_£l  _  ^  _ 

4  x^      y-"  ^' 


dont   les    courbes    intégrales    obtenues    au  moyen    du 

pôle  0'( —  6,  o)  sont  les  cercles  de  rayon  -  ayant  leurs 

centres  sur  Oy. 

Alors,  si  ^  =  o  ou  c,  la  courbe  intégrale  passe  par 

l'origine    et   l'on  oiitient   les  serpentines  de  Newton. 

Si  ^  =  -  c,  on  obtient  la  conchoïde  de  Kiilp  généra- 


2 

lisée. 


Pour  les  serpentines  de  Newton  on  a  «-  =  o  on  'i.hc. 
Pour  la  conchoïde  de  Kiilp  généralisée  a-  ==■  bc. 
Quant  à  l'agnésienne,  son  équation  étant  de  la  forme 


y  =  o{x)^  ity  — 


on  a 


X0{X)    =    Il    \^X(    l  ./■  )  ; 


et  la  discussion  du  paragraphe  8  montre  qu'elle  est  une 
courbe  (^o)  pour  la  Kohlenspitzkurve. 


\ 
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20.  La  trisectrice  de  Maclaurin  et  la  cissoïde.  — 
Considérons  un  cercle  (4>)  et  une  droite  d  tangente 
en  O  y  ce  cercle.  On  en  déduit  une  courbe  (F)  d'équa- 


tion 


0 

C0S3 


en  coordonnées  polaires.  C'est  une  trisectrice  de  Ma- 
claurin, ayant  Ox  pour  axe  de  symétrie.  En  prenant 
l'axe  A  tangent  à  (<I>),  l'anti-hyperbolisme  de  (O)  pour 
le  pôle  O  et  l'axe  A  est  la  courbe  piriforme  (20). 
Comme,  d'après  le  paragraphe  12,  la  cissoïde  est  l'hy- 
perbolisme  de  la  courbe  (20)  lorsqu'on  prend  pour 
pôle  le  pied  de  A  et  pour  axe  la  droite  c?,  on  voit, 
d'après  le  paragraphe  13,  que  la  courbe  (F)  corres- 
pondant à  une  cissoïde  quand  la  droite  d  est 
Vasymptote  est  une  trisectrice  de  Maclaurin. 
Les  équations 


y  =  \/x(b  —  x),        y  =  (b  —  x)i/ — — 

du  cercle  et  de  la  cissoïde  permetleut  de  voir,  au 
moyen  de  la  discussion  du  paragraphe  8,  que  ces 
courbes  sont  des  courbes  (<ï>o)  pour  la  trisectrice. 

Parmi  les  transformées  par  aires  constantes  de  la 
trisectrice  de  Maclaurin,  correspondant  à  une  aire 
nulle  et  des  droites  d  parallèles  à  Vasymptote^  il  y 
a  un  cercle  et  une  cissoïde. 

Le  cercle  correspond  au  cas  où  rf  est  la  tangente  au 
sommet  de  la  boucle;  la  cissoïde  s'obtient  quand  d  est 
la  parallèle  à  l'asymptote  menée  par  le  point  situé  au 
tiers  de  la  distance  du  no'ud  au  sommet  de  la  boucle. 

La  méthode  du  paragraphe  6  donne  une  construction 
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de  la  tangente  à  la  triseclrice  de  Maclaurin.  Enfin  on 
voit,  en  vertu  du  paragraphe  17,  que  la  triseclrice  de 
Maclaurin  est  une  courbe  différentielle  d'une 
courbe  piriforme. 

21.  La  trisécante  de  Delanges.  —  Si  l'on  considère 
comme  courbe  ($)  le  cercle 

(23)  3:2+72  =  6% 

on  obtient,  comme  courbe  (F),  une  courbe  ayant  pour 
équation  en  coordonnées  polaires 


C'est  une  trisécante  de  Delanges  (  '  )  dont  les  asymp- 


totes sont  parallèles  à  Oy  {Jig.  9).  Il  est  aisé  de  voir 
que  le  cercle  (23)  est  une  courbe  (4^o)  pour  lu  trisé- 
cante. 

Appelons  encore  Q  le  point  où  la  tangente  au  point  M 
du  cercle  rencontre  Oy  et  N  le  symétrique  de  Q  par 
rapport  à  M.  Si  l'on  désigne  par  A  le  sommet  de  la 


(')  Louia-SchCtte,  Spezielle  ebene  Kttnen,  l.  I,  p.  23i. 
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branche    de    la    Irisécanle    à    laquelle    appartient    le 
point  jN,  on  a,  d'après  le  paragraphe  6,  la  conslruction 
suivante  de  la  normale  à  la  trisécante  au  point  N  : 

La  perpendiculaire  menée  de  N  à  la  bissectrice 
de  Vangle  NOA  rencontre  OA  en  Q;  la  perpendi- 
culaire en  Q  sur  OA  rencontre  cette  bissectrice 
en  Q'.  Le  symétrique  de  Q'  par  rapport  à  O  est  un 
point  de  la  normale  en  N  à  la,  trisécante. 

Quant  aux  courbes  transformées  par  aires  con- 
stantes pour  des  droites  parallèles  aux  asymptotes, 
elles  sont  les  hjperbolismesde  la  lemniscate  de  Gerono. 

Enfin,  d'après  le  paragraphe  17,  la  lemniscate  de 
Gerono  est  une  courbe  intégrale  de  la  trisécante  de 
Delanges. 

22.  Paraboles  dHndices  quelconques.  —  Prenons 
pour  courbe  (F)  wn^  parabole  d'indice  n  entier  ou 
fractionnaire,  d'équation 

(24)  x"  =  p<i-'^y. 

D'après  l'équation  (i3)  sa  courbe  ('l'o)  est 


ou 


7    /       37"  ax  =  ïxy. 


n  -\-  i 

x"= p'^^^y. 


La  transformée  par  aires  constantes  d' une  para- 
bole (24)  d'' indice  n  correspondant  à  une  aire  nulle 
et  à  l'axe  Oy  comme  droite  d  est  une  parabole  de 
même  indice. 

Quant  aux  courbes  (<!>«)  elles  ont  pour  équation 

(25)       2"+i:rn->  =  ?.(n -f-  i)p"~\xy  —  {n  ->r-  i)p"-^a^. 
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Si  îi  est  entier  {^a)  est  d'ordre  /H-  i .  Si  /i  est  de  la 
forme  i^  l'équation  (23)  devient,  en  élevant  les  deux 
membres  à  la  puissance  0, 

Si  0  >>  y,  ($a)  est  d'ordre  2  0. 
Si  0  <;  y,  (^a)  est  d'ordre  y  +  0. 

D'ailleurs,   une    parabole    d'indice  ~  est    d'indice   - 

quand    on    intervertit   les    axes.    Donc    une    parabole 

d'indice    fractionnaire    i    donne     lieu     à    des    trans- 

0 

formées  {^a)  d'ordres  y  +  o  et  10  quand  on  prend 
pour  droites  cl  les  axes  coordonnés. 

Ce  résultat  est  intéressant  parce  qu'il  conduit  à  des 
courbes  d'ordre  impair  élevé  (  '  )  quand  y  et  0  sont  de 
parité  différente. 

Ainsi,  les  transformées  {^a)  de  la  parabole  de 
Neil  (-),  quand  d  est  la  normale  au  point  de  rebrous- 
sement,  sont  des  quintiques. 

Quand  d  est  la  tangente  de  rebioussement,  ces 
transformées  sont  des  sextiques. 

Nous  avons  remarqué  que  les  équations  (12)  et  (i3) 
sont  applicables  au  cas  d'axes  coordonnés  obliques. 
Or  la  parabole  de  Schooleri  (^)  a  pour  équation 

4 
dans  un  système  d'axes  à    \\)° .    Les  transformées  par 


(')  En  général,  on  rencontre  l'areinent  en  Géométrie  des  courbes 
d'ordre  impair  supérieur  au  cinquième  {voir  Loria-Sciiutte,  Spe- 
zielle  ebene  Kurven,  t.  I,  p.  288  et  294 )• 

(';  LoiuA-SciiuTTK,  Spezielle  ebene  Kurven.  t.  I,  p.  îio. 

(')  LoRiA-ScHiJTTK,  Spezicllc  cbcne  Kurven,  t.  I,  p.  3i3. 


(  4r9  ) 
aires  constantes  quand  d  est  Taxe  Oy  sont  donc  des 
courbes  du  septième  ordre. 

23.  Dans  le  cas  de  lu  parabole  du  second  degré 

x"-  =  ipy 

ayant  pour  axe  la  droite  r/,  les  transformées  (^rt)  sont 
les  cubiques 

(26)  4^^ — (î/ja:/ -T- 3a2/?  =  o, 

et  la  transformée  (<I*o)  ^^  parabole 

3 
x-=  -  py. 

1    " 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'observer  que  les  podaires 
des  cubiques  (26)  par  rapport  au  sommet  de  la  para- 
bole sont  des  courbes  du  septième  ordre. 

En  outre,  si  une  corde  N()  s'appujant  en  N  sur  la 
parabole  et  en  Q  sur  l'axe  est  telle  que  Taire  du  triangle 
mixliligne  OQN  reste  constante,  le  lieu  du  centre  du 
cercle  touchant  la  parabole  en  N  et  passant  par  O  est 
aussi  une  courbe  du  septième  ordre. 

VI.  —  Sur  quelques  hyperbolismes. 

24.  Hyperbolismes  du  cercle.  —  Nous  avons 
donné  (')  la  définition  suivante  de  la  cubique  d'Agnes i 
qui  est  l'hjperbolisnie  d'un  cercle  lorsque  le  pôle  est 
sur  la  courbe  et  que  l'axe  est  j)erpendiculaire  au  ravon 
qui  y  passe  : 

La  cubique  d'Agnesi  est  le  lieu  du  point  d'inter- 
section  de  la  droite   de   Simson    d'un   point    variable 

(')  Mathesis^  191,»   (juillct-aoùt). 
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d'un  cercle  par  rapport  à  un  triangle  isoscèle  inscrit 
avec  la  parallèle  menée  par  ce  point  à  la  base. 

On  peut  étendre  ce  théorème  à  tous  les  hyperbo- 
lismes  du  cercle  correspondant  à  des  pùles  pris  sur 
la  courbe. 

Considérons  {Jlg-  lo)  dans  le  plan  d'un  cercle  (C) 
une  droite  A  et  un  point  O  pris  sur  la  courbe.  La  per- 
pendiculaire abaissée  de  O  sur  A  recoupe  (C)  en  B. 
Celle  abaissée  de  L  sur  A  rencontre  A  en  L|  et  (C) 
en  La.  Les  droites  L,  M  et  BL^  ont  une  direction 
symétrique  de    celle  de    OL    par   rapport   à    A;    elles 

Fie.  10. 


sont  donc  parallèles.  fLn  vertu  d'une  propriété  bien 
connue,  ML  est  la  droite  de  Simson  de  L  par  rapport 
au  triangle  inscrit  dans  (G),  ayant  B  pour  sommet 
et  A  pour  base.  D'où  ce  théorème  : 

Un  hyperbolisme  du  cercle  correspondant  à  un 
pôle  situé  sur  la  courbe  est  le  lieu  de  r intersection 
de  la  droite  de  Simson  d\in  point  variable  de  ce 
cercle  par  rapport  à  un  triangle  inscrit  avec  la 
parallèle  menée  par  ce  point  à  V  un  des  côtés. 


25.  Centre  de  courbure  des  conchoïdes  de  Killp 
généralisées.  —  La  construclion  de  la  tangente  et 
celle   du   centre    de   courbure    des   hyperbolismes   du 
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cercle  se  déduisent  aisément  des   paragraphes  10,   14 
et  16. 

Dans  le  cas  des  conchoïdes  de  Kidp  généralisées 
celte  dernière  construction  se  simplifie.  Pour  ces 
courbes  le  point  E  n'est  autre  que  le  symétrique  par 
rapport  au  pied  de  l'ordonnée  de  M,  du  point  où 
la  tangente  en  M  à  la  conchoïde  rencontre  l'axe  Ox 
{fig-  1  i).  En  effet,  les  équations  paramétriques  de  la 
conchoïde  sont 

a7  =  acosc5,        y  =  6  lang(ç. 

L'équalion  de  la  droite  MP  est 

ay  sintp  cosç  —  bx  -t-  ab  cos^ç.  =  o; 

elle  coupe  l'axe  Ox  en    un   point  d'abscisse  rtcos'cp, 

Fis.  II. 


c'est-à-dire  le  point  E.  On  a  donc  cette  construction 
du  centre  de  courbure  de  la  conchoïde  de  Iviilp  géné- 
ralisée : 

La  tangente  au  point  INl  coupe  l'asymptote  en  Q 
dont  le  symétrique  par  rapport  à  M  est  N.  La  symé- 
trique de  la  tangente  par  rapporta  V  ordonnée  de  M 
rencontre  Ox  en  E;  soit  E'  le  symétrique  de  O  par 
rapporta  E.  Les  perpendiculaires  en  Q  sur  l'âsymp- 
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tote  et  en  N  sur  E'N  coupent  en  Q'  et  N'  la  normale 
à  la  conchoïde  en  M.  Le  centre  de  courbure  est  le 
milieu  de  Q'N'  ('). 

26.  Les  paragraphes  10,  14  el  17  donnent  aussi  la 
construction  de  la  tangente  et  celle  du  centre  de  cour^ 
bure  à  la  lemniscale  de  Gerono  et  à  la  courbe  piri- 
forme  (20).  En  outre,  la  transformation  par  hjperbo- 
lisme  donne  lieu  à  des  relations  entre  plusieurs  courbes 
remarquables. 

L'iijperbolisme  de  la  Kohlenspitzkurve 

f!  _^  - 

est  la  conchoïde  de  Kulp  généralisée 

x-y'''  =  b'^(  c^  — y-  ). 

La  cappa 

c^yi  ~  x'^ix^-^ y-) 

donne  lieu  à  une  Kohlenspitzkurve 

c2       b'-  _ 

ayant  mêmes  asymptotes. 

Enfin,  deux  anti-liyperbolismes  de  la  parabole  sont 
des    cubiques    remarquables    rencontrées    par    G.    de 

(')  On  peut  comparer  à  celle  construction  celle  donnée,  pour  le 
cas  particulier  de  la  conciioïde  de  Kiilp  ordinaire,  par  M.  Balilrand 
(Nouvelles  Annales,  191 4i  P-  354-359).  Celle  que  nous  indiquons 
est  plus  générale  et  plus  directe.  M.  Malilrand  donne  (p.  356)  une 
construction  de  la  tangente  à  la  Kohlenspitzkurve,  lieu  de  J\.  On 
peut  remarquer  qu'une  aulre  construction  simple  de  cette  tangente 
découle  aussi  des  considérations  qui  précèdent.  La  symétrique  de  la 
tangente  en  M  à  la  conchoïde,  par  rapport  à  l'ordonnée  de  M, 
coupe  O.r  en  E;  le  symétrique  de  O  par  rapport  à  E  est  un  point 
de  la  tangente  considérée. 


(  4^3  ) 
Lonachanips  dans  son  Essai  sur  la  Géométrie  de  la 


ips 
règle  et  de  léquerre  ('  ). 

Si  l'on  considère  une  parabole 


J-=  2 


=  ibx 


—  62 


qui  a  O^'  pour  directrice  et  A  pour  corde  focale  prin- 
cipale, ou  celle, 

y"^^  —  ibx  -{-  6^, 

ayant  Oy  pour  corde  focale  principale  et  A  pour  direc- 
trice, on  obtient  comme  anti-hyperbolismes  les  cu- 
biques 

x^  =  -  {x-±  y^). 

2 

Ce  sont  la  duplicatrice  cubique  et  la  feuille  para- 
bolique droite. 

Les  anti-hyperbolismes  d\ine  parabole  obtenus 
en  prenant  pour  pôle  et  axe  le  pied  de  la  directrice 
et  la  corde  focale  principale  ou  le  foyer  et  la  direc- 
trice sont  la  duplicatrice  cubique  et  la  feuille  para- 
bolique droite. 

VII.   —    CONSliRUCTION   DU   CENTRE    DE    COUBBURE 
DES   COURBES   AFFINES. 

27.  La  méthode  du  paragraphe  6  donne  la  solution 
du  problème  général  suivant  : 

Etant  donné  le  centre  de  courbure  G  en  un  point  M 
d'' une  courbe,  trouver  le  centre  de  courbure  C^  au 
point  correspondant  Mo  d'une  courbe  affine. 

Prenons  pour  droite  d  l'axe  d'affinité  et  considérons 

(')  l'aiis,    s;(ju,  pages  92-94  et  pages  iJo-i:!i. 


(  ^^^  ) 

la  transformation  inverse  de  celle  par  aires  constantes 
{Jig-   12).  Dans  cette  transformation,  les  transformées 


Fis.  12. 


de  courbes  affines  sont  encore  affines.  Dès  lors,  appe- 
lons (<ï>)  la  courbe  donnée,  (^i)  la  courbe  affine  consi- 
dérée, N  et  N2  les  symétriques  par  rapport  à  M  et  Mj 
du  point  Q  où  les  tangentes  en  M  et  Mo  aux  courbes  (<ï>) 
et  ($2)  se  rencontrent  sur  d.  Les  tangentes  en  N  et  INj 
aux.  lieux  (F)  et  [T^)  de  ces  points  se  reiicontrenl  en 
un  point  R  de  d.  D'après  le  paragraphe  6,  ce  point  R 
s'obtient  comme  suit  : 

La  perpendiculaire  en  Q^  à  d  rencontre  la  nor- 
male en  M  à  [^)  en  Q';  soit  IS'  le  symétrique  de  Q' 
par  rapport  à  G;  la  perpendiculaire  en  N  à  IN'N 
coupe  d  en  R. 

Ce  point  R  sert  ensuite  à  construire  les  centres  de 
courbure  aux  point  correspondants  à  M  dans  toutes  les 
courl)es  affines.  On  obtient  le  centre  de  courbure  C^ 
de  la  courbe  (•1*2)  de  la  manière  suivante  : 

La  normale  en  Ma  à  {^■>)  rencontre  en  Nj  et  Q'.,  les 
perpendiculaires  à  RNo  et  à  d  en  Q;  le  centre  do 
courbure  Cj  est  le  milieu  de  QaN'j. 
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On  peut  donc  en  déduire  que  le  lieu  des  centres  de 
courbure  aux  points  correspondants  d'une  famille  de 
courbes  affines  est  une  cubique.  Mais  cette  propriélé 
résulte  inimédialement  de  l'expression  des  coordonnées 
du  centre  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe  (piel- 
concpie. 

28.  Quand  la  courbe  («I»)  est  un  cercle,  la  droile  cl 
étant  un  diamètre,  le  point  R  jouit  de  la  propriété 
suivante  i^fig  i.'î)  : 


Lci  tangente  en  M  au  cercle  rencontre  d  en  Q,  la 
perpendiculaire  en  Q  sur  d  rencontre  le  rayon  OM 
en  Q',  la  perpendiculaire  en  (V  sur  OQ'  coupe  d 
en  R. 

Car,  dans  ce  cas,  les  triangles  N'ON  et  R(VN  sont 
semblables  et  l'on  a 

ON':  Q'R  =.  ON  :  Q'N 
ou 

OQ'  :  Q'K  =  OQ  :  QQ'. 

On  en  déduit  cette  constructiou  de  la  tangente  à  la 
trisécante  de  Delanges  ('),  en  supposant  cpie  A  soit 
le  souimel  de  la  brandie  à  hicpielle  appartient  ^  : 

La  perpendiculaire  menée  de  N  //  la  bissecl rice 


(')  Cf.  §21. 

Ann.  de  Mathéniat.,  4"  série,  l,  \\  .  (Sept,   nji.').) 
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de  l'angle  NOA  rencontre  OA  en  Q;  la  perpendi- 
culaire en  ce  point  sur  OA.  coupe  la  bissectrice 
en  Q';  la  perpendiculaire  en  Q'  sur  OQ'  ren- 
contre OA  en  R;  la  tangente  cherchée  est  la 
droite  NR. 


[K'2d] 

SUR  U\  TIIÉOHEME  DE  MŒBIIS; 

Par  m.  au  Kl  g. 


On  sail  d'après  un  théorème  de  Mœbius  que,  si  un 
nombre  quelconque  de  vecteurs  planaires  V| ,  Vj.  V3, ... 
liés  à  des  points  A) ,  A2,  A3, ...  tournent  d'un  même  angle 
(pris  avec  son  sens)  autour  de  ces  points  la  résultante  R 
de  ces  vecteurs  |)asse  par  un  point  fixe  P  et  tourne  du 
même  angle  autour  de  ce  point. 

Appliquons  ce  théorème  général  au  cas  particulier 
d'un  triangle  de  réiérence  A,  A2  A3. 

Posons 

A2Â3=  «1  e'*',  V,  =  6,  «'?., 

='2—2(3=   Al,  [B-2  — !ïi3=   B,. 

On  trouve  aisément  que  les  coordonnées  harjcen- 
triques  de  P  sont 

pi  =  a3ajhîf}\  sin\  A2  —  B3)  -+-  «j^i  ^s^i  sin\  A3 —  B2/ 
-t-  «2 ct.i  b\  si n  A  1  —  a\  b-^  l>^  sin  Bj 

f'I  deux  antres  expressions  analogues. 

i^n  particulier  si  les  vecteurs  sont  parallèles 

/\ 
B,=  o, 
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d'où 

«3^162  sinAîH- airt-2^3  sinA3+ «2«36i  s'"A.J. 

et,  comme   l'expression   entre   parenthèses   est  symé- 
trique, les  coordonnées  de  P  sont 

^1,     bi,     f>3, 

ce  qui  constitue  la  définilion  même   des  coordonnées 
barjcentriques. 

Décomposons  le  vecteur  V,  suivant  les  côlés  A,  A.2 

Ai 


et  A,  A3  du   triangle  et  appelons  V,3,  V,..  les  compo- 
santes ainsi  obtenues. 

Considérons  d'une  part  V,3 ,  V.,, ,  V3.,  et  d'autre  part 

V,2,V23,V3,. 

On  démontre  aisément  que  cliacun  de  ces  grou|>es 
de  trois  vecteurs  a  une  résultante  qui  passe  par  un 
point  fixe  P,  ou  Po  dont  les  coordonnées  sont 

siiAAa— bJ        sinJAi-  B3)        sinjÀa— Bj 
*^'''^  a^hi  '  «1^3  '  «-2*1 

sinJAa— B3)        sinJÀs-  Bi)       sinVAi—  bJ 

^'''^^        ^nr,     '       «36,     '       «162 

En  particulier,  lorsipie  les   vecteurs  sont    parallèles 
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ces  coordonnées  deviennent 

III  III 

et  les  deux  points  P,  el  Po  sont  brocardiens. 

Les  deux  résultantes  partielles  passant  par  P,  et  Po 
se  coupent  en  un  point  M  situé  sur  la  résultante  géné- 
rale PM  et  le  lieu  de  ce  point  M  lorsque  les  vecteurs 
tournent  autour  de  leurs  points  d'attache  est  une 
conique  circonscrite  à  PP|  P2. 

L'équation  de  cette  conique  est 

'Liniaïa^b^bz  sin\  Ai-i-  ÎBi  j 

(  ^-^  ■    ^\ 

—  /H-2/"3\«2'7a^î  sin  Aj-f-  62  ^3  «1  SU!  Bj  /  =  o. 

En  particulier  si  les  vecteurs  sont  parallèles  celle 
conique  devient 

I-ttia-i  sin  Al  (62^3  ml  —  b]  in-im^)  =  o, 

et  l'on  reconnaît  la  brocardienne  du  point 

6,,     62,     63. 

On  voit  ainsi  que  cette  conique  peut  être  considérée 
comme  dérivant  directement  du  théorème  de  Mœbius 
et  comme  susceptible  d'une  généralisation  immédiate 
dans  le  cas  où  les  vecteurs  donnés  ne  sont  pas  pa- 
rallèles. 

\i.n  parlicuiiei',  si  l'on  a 

A/-+-  B/=  o, 

le  lieu  de  M  est  une  conique  circonscrite  à  A|  k.^  A3 

'L{((.>aibi  —  b.,b:ia\)  ■s'wx  \\  ni-,  /n^  =  o. 
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Les  coordonnées  des  points  fixes  sont  alors 

pi  =  ia^_bx—  «1  bt){a:ibx—  a\bi)  sin  Ai=  — j —-r 

Uo  O3 II3  O2 

«1  a^  «3 


(Pi) 
(P2) 


«3^2  "\i>3  <^ibi 

cil  <^1  ^2 

«2^3'         «361'         «1^2 


Lorsqne  V,  +  V2+  V3=  o  les  poinis  P,  P,,  Po  sont 
rejelés  à  l'infini. 

Il  est  clair  que  les  propositions  précédentes  peuvent 
être  généralisées  et  appliquées  à  un  nombre  qnelconque 
de  points  A,,  Ao,  ...,  A„  parcourus  dans  l'ordre 
ci-dessus  on  dans  l'ordre  inverse;  il  en  résulte  que 
quatre  points,  par  exemple,  définissent  trois  paires  de 
points  Ijrocanliens  et  trois  brocardiennes  passant  par 
le  point  l\xe  du  système  des  quatre  vecteurs. 


[H2c] 

I^TÉGI{ATIO\  m  LÉOIIATION  IUFFÉUE\'riELLE 
DES  CO\IQUES  HOMOIOCAEES; 

Par  m.  F.  BALITRAND. 


L'éqnalion  dillérentielle   des  coniques   homofocales 

a  été  intégrée  de  liien  des  façons  [voir^  par  exemple, 
Nouvelles  Annales,  1888,  p.  194)-  Nous  nous  pro- 
posons d'indi(|uer  une  nouvelle  méthode  au  moyen  du 
changement  simultané  de  la  variable  et  de  la  fond  ion. 

Posons 
{■!)         X  —  p  cos<f  —  p' s'\n<f,        y  =  p  s\n(f -hp' cos<f; 
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où  p  est  la  nouvelle  fonction  et  ep  la  nouvelle  variable 
(p'=  -r:  )  •  On  en  déduit 

^  =  —  cotu, 
da;  ' 

xy  =  (/>2 — p'i)  sincp  cosip  -t- pp'(cos^(o  —  sin-tp), 
X-  — y-  —  c-  =  (p-  —  /)'"-)(cos-(p  —  sin^co)  —  ^pp'  sincp  coscp. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  différentielle, 
on  obtient,  après  quelques  réductions,  l'expression 

(  3  )  -2 pp'  =  —  c-  si n  2  cp  ; 

dont  l'intégrale  est 

c-                   a- 
(4)  P' =  — C0S2  0H ; 

■2.  '  ■>. 

a  étant  une  constante  arbitraire.  C'est  l'équation  des 
coniques  homofocales  dans  le  système  de  coordon- 
nées (p,  o).  Pour  passer  de  là  aux  coordonnées  x  et  ]', 
il  suffit  d'éliminer  p  et  es  entre  les  équations  (2)  et  (4), 
en  tenant  compte  de  (3).  On  trouve  d'abord 


7  = 


ip  -^  9.P 

En  portant  les  valeurs  de  sincp  et  coscc  dans  l'équa- 
tion (4),  qui  peut  s'écrire 

p^  =  —  (cos^cp  —  sin2(e)H (sin"»  -4-  cos^cp), 

2  '2  '  ' 

on  obtient 

•^       —1=0. 


C'est  l'intégrale  générale  de  l'équation  ditlérenlielle  (i). 
Par  le  changement  du  paramètre  a-  en  iK  —  c-,  elle  se 
met  sous  la  forme  habituelle  de  l'équation  des  coniques 
homofocales 

T"  "^  T^ ?  —  1  =  0. 
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OlIESTIO^S. 


22.H3.  Trouver  les  courbes  planes  telles  que  la  projection, 
sur  une  droite  de  leur  plan,  d'une  corde  quelconque  soit 
proportionnelle  au  segment,  déterminé  sur  cette  droite,  par 
les  deux  normales  à  la  conrbe,  aux  deux  extrémités  de  la 
coi-jg  F.  Balitrand. 

2234.  Soient  O  le  p(Me  et  A  l'asympole  d'une  conchoïde  de 
Nicomède  (définie  par  la  condition  que,  si  le  vecteur  OM 
coupe  la  droite  A  en  A,  le  segment  MA  soit  de  longueur 
constante).  On  sait  que  la  normale  à  la  conchoïde  en  M  passe 
par  le  point  de  rencontre  N  des  perpendiculaires  élevées  en  O 
à  OA  et  en  A  à  A. 

Cela  posé,  U  étant  le  milieu  de  NA  et  V  le  symétrique  de  U 
par  rapport  à  N,  si  l'on  mène  par  U  et  par  V  des  parallèles 
respectivement  à  OA  et  à  A,  qui  se  coupent  en  I,  et  que  l'on 
élève  en  N  à  MN  une  perpendiculaire  qui  coupe  O.M  en  K,  la 
droite  Kl  passe  par  le  centre  de  courbure  [j.  répondant  au 
point  M  de  la  conchoïde.  M.  d'Ocacnk. 

22o5.  Étant  données  dans  l'espace  deux  droites  quelconques  D 
et  D'  ne  se  rencontrant  pas,  on  considère  sur  D  un  point  fixe  A 
et  sur  D'  un  point  variable  B  d'où  l'on  abaisse  sur  D  la  perpen- 
diculaire BC.  Soit  E  l'ellipse  dont  GA  et  CB  sont  deux  demi- 
axes.  On  dtMuande  de  démontrer  que  : 

i"  La  surface  engendrée  par  rellipsc  E  est  un  conoïde  F  dont 
on  déterminera  la  directrice  rectiligne  et  le  plan  directeur; 

2"  La  section  du  conoïde  F  par  tout  plan  parallèle  à  D  est 
une  cissoïdc  d'ellipse  dont  on  déterminera  les  trois  éléments 
de  définition  (ellipse,  pôle  et  droite).  On  examinera  à  quelles 
conditions  cette  section   peut  devenir  une  cissoïde  de  cercle. 

iSJota.  —  On  rappelle  qu'une  cissoïde  d'ellipse,  pour  un 
pôle  O  situé  sur  cette  ellipse  est  une  courbe  lieu  d'un  point  M 
tel  que  si  OM  coupe  l'ellipse  en  M'  et  une  certaine  droite 
lixe  en  M",  on  ait,  en  tenant  compte  du  sens,  OM  =  M'M". 

I\L  d'Ocagne. 
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2256.  Si  C  est  le  centre  de  courbure  répondant  à  un  point 
P  d'une  hyperbole  équilatère  de  centre  O,  et  si  F'  et  P"  sont 
les  pieds  des  deux  autres  normales  menées  deCà  l'hyperbole, 
la  corde  P'P"  est  :  i"  parallèle  à  la  normale  PC;  2°  vue  de  P 
sous  un  angle  droit;  3°  égale  à  OC.  Après  avoir  démontré  ces 
théorèmes,  on  en  déduira  une  construction  des  points  P'etP" 
lorsque  P,  et  par  suite  C,  est  donné.  M.  d'Ocagne. 

2257(1).  Si,  dans  une  hyperbole,  la  tangente  au  point  M 
coupe  une  des  asymptotes  au  point  T  el  que  le  centre  O  se 
projette  orlhogonalement  en  I  sur  la  normale  en  M,  la  per- 
pendiculaire élevée  en  T  à  IT  passe  par  le  centre  de  courbure 
répondant  au  point  M.  Démontrer  géométriquement  ce  théo- 
rème obtenu  à  titre  d'application  des  coordonnées  parallèles 
{Nouvelles  Annales^  ipo?.,  p.  232).  INI.  d'Ocagne. 

-'  2258.  Soient  (i),  (2},  (3),  (4)  les  quatre  côtés  d'un  quadri- 
latère complet  et  ABC  le  triangle  formé  par  les  trois  diago- 
nales. Soient  Aj,  Ao,  A3,  A4  les  points  d'intersection  respectifs 
du  côté  opposé  BG  avec  les  parallèles  menées  du  s-jmmet  A 
à  (1),  (2),  (3),  (4);  et  supposons  qu'on  forme  les  points  ana- 
logues B],  B2,  B3,  B4,  Cl,  C2,  C3,  G4.  Alors  les  quatre  systèmes 
des  trois  points  AaBaG-,,  A,  B4C3,  A4B1C2,  A3B2C1  sont 
respectivement  en  ligne  droite  (i'),  {%'),  (3'),  (4')  et  ces  quatre 
lignes  droites  sont  parallèles  entre  elles.  T.  Ono. 


ERRATA. 

Page  175.  Notation  du  répertoire  bibliographique  :  au  lieu  de 
R.5C,  lire  R5c. 

Page  321.  Nolalion  du  répertoire  bibliographique  :  au  lieu  de 
K',  lire  K'. 

C)  La  construction  du  centre  de  courbure  de  l'hyperbole  obtenue 
par  M.  R.  Bouvaisl  (A".  A.,  19141  P"-  34o)  est  celle  même  que 
M.  d'Ocagne  avait  précédemment  donnée  (A'.  A.,  1902,  p.  282)  à 
titre  d'application  d'une  formule  relative  à  ses  coordonnées  paral- 
lèles et  dont  il  propose,  dans  la  question  n°  2257,  de  trouver  une 
dcinonslration  géométrique  tlirecte.  Le  mode  de  déinonstralion  de 
M.  IJouvaist  reposant  sur  des  considérations  qui  dépassent  de  l)eau- 
coup  le  domaine  propre  do  la  question,  celle-ci  reste  posée  dans  les 
termes  où  l'a  énoncée  AL  d'Ocagne.        {Note  de  la  Bédaction.) 
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[M^Sa]  [M^aa] 

ÉPI-  ET  HVPOCYCLnïUE  ASSOCIÉES; 

Par  m.  m.  D'OCAGNE. 


1.  Soient  Y  et  y'  deux  cercles  de  centre  to  el  m'  et  de 
même  raynn  /■,  loiilfinl  l'un  exiérieuienient,  l'aulre  in- 
térieurement sur  un  cercle  F,  de  centie  O  et  de  ra\on  R, 
(|u'i!s  louchent  conslammenl  au  même  point  I.  Si  M 
et  M'  sont  les  points  maripiés  sur  ces  cercles,  qui,  à 
l'origine  du  mouvement,  coïncid;iienl  ;ivec  le  point  A 
du  cercle  F,  ces  points  engendrent  l'un  une  épic-y- 
cloïde  (M  I,  l'aulre  une  hjpocjt  loïde  (M')  qui  peuvent 
être  dues  associées. 

On  sait  qu'à  chaque  instant  les  coordonnéfs,  rap- 
poriées  aux  axes  que  définit  la  figure,  sont  données,  si 
l'on  désigne  par  ©  l'angle  AGI,  pour  le  point  M,  par 

f             /.>                                   (R  +  r)c3 
l    X   =:  (  R  -+-  /•  )  CO-  O  —  r  cos , 

I    y  ^^  (  \\  ^  r  )  SMicp  —  /■  sin 

et,  pour  le  point  M',  par 

l   .r'  =  (  |{  —  /•  )  coso  -t- 

\  y  =z  (  [\,  —  r )  sino  — 


(  I!  —  /-.tp 
/■ 

(  l'>  /"ICO 


Ua|)pcloiis  (pie  les  normales  en  M  et  en  M'  aux 
courbe^  consid*'.  ees  sont  les  droites  Ml  et  Ml,  el  que. 
par   a|)|)li>  atMin   de   la    constrnclion   générale  dite  de 

Ami.  de  Matliémat.,  4°  série,  l.  XV.  (Ocl.  191 J.)  ^O 
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Savary^   les   centres    de   courbure  correspondants   G 
et  C  sont  déterminés  sur  ces  nornnales  respectivement 


parles  droites  unissant  Je  cenlre  O  du  cercle-ba-^e  aux 
points  P  et  P'  diamétralement  opposés  à  M  et  M'  dans 
les  cercles  v  et  y'. 

2.  On  voit  immédiatement  que  le  point  E  où  la 
droite  MM'  Louche  son  enveloppe  se  trouve  sur  la 
droite  unissant  les  centres  de  cou/bure  G  et  G'  cor- 
respondants. 

En  effet,  les  tangentes  en  M  et  en  M'  aux  coiirl)es 
associé'cs  se  cou|3ent  en  im  pointTde  la  tangente  com- 
mune aux  cercles.  Or,  il  est  clair  que  si  les  tangentes 
aux  lieux  des  sommets  (C un  triangle  variable  sont 
concourantes^  les  points  où  les  côtés  de  ce  triangle 
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touchent  leurs  enveloppes  sont  en  ligne  droite.  Cela 
résulte  iminédiaternent  du  fait  que  deux  positions  infi- 
niment voisines  du  triangle  variable  sont  liornologiqiies 
puisque  les  droites  unissant,  de  l'une  à  l'autre,  les 
sommets  c.orre-'pondants  sont  concourantes  ('). 

A.insi,  les  points  E,  C,  G'  sont  en  ligne  droite  et  l'on  a 

la  relalion 

EM.C'M'  CI  _ 
EM'.G'I.CM  ~  '■ 

D'anlrc  part,  les  triangles  MIoj  et  M'Iw',  respecti- 
vement coupés  par  les  transversales  OCP  et  OC'P', 
donnent 

R-+-/    Cf  R  — r    CI 

(2)         •'- — iT— TTirr  =  I        et       2 


CM  R      C  M' 


(')  Celte  remarque  est  celle  que  j'avais  déjà  en  vue  en  posant 
le  2°  de  la  question  2169  (  A'.  ^.,  191 1,  p.  gS  ),  et,  puisque  j'en  trouve 
ici  Toccasion,  je  reviens  sur  ceite  question  dont  une  solution,  due 
à  M.  Abramescu,  a  déjà  été  donnée  {Ibid.,  p.  47>'>)  beaucoup  moins 
simple  que  celle  que  voici  :  Si  les  tangentes  MA  et  MB  menées 
de  M  aux  courbes  (A)  et  (B)  sont  égales,  le  théorème  général  que 
j'ai  donne  dans  les  TV.  A.  en  1890  (p.  290)  montre  que  la  normale 
au  lieu  de  (  M  )  passe  par  le  barycenlre  des  centres  de  courbure  a 
et  p  correspondants,  alTeclés  des  masses  —  i  et  i,  c'est-à-dire  est 
l)arallèle  à  a^.  Cela  démontre  la  première  partie  du  théorème  que 
Afannheim,  ainsi  que  l'a  fait  remarquer  M.  Abr;iinesiu,  avait  retrou- 
vée de  son  côté  {Développements  de  Géométrie  cinématique, 
189^,  p.  56),  mais  qui,  on  le  voit,  n'était  que  la  particularisation 
pure   et  simple  de  mon  énoncé  entièrement  général  de  1890. 

Pour  la  seconde  partie,  il  suffisait  de  remarquer  que,  d'après  le 
même  théorème  ;;énéral  appliqué  aux  normales  NA  et  NB,  aussi 
égales  enii celles,  la  normale  au  lieu  décrit  par  N  éliiit  parallèle  à  AB 
et,  par  suite,  que  la  tangente  à  ce  lieu  passait  par  M  (ce  qui  résulte 
aussi,  si  l'on  veut,  de  ce  que  le  lieu  de  N  est  celui  du  centre  d'un 
cercle  langent  aux  deux  courbes  en  A  et  B).  Dès  lors.  la  remarque 
ci-dessus  prouve  que  les  côtés  AB,  NA,  NB  du  triangle  NAB  louchent 
leurs  enveloppes  en  des  points  en  ligne  droite,  et  cela  démontre  la 
seconde  partie  de  la  question  'MGD- 


(  436  ) 
ce  qui  tratjsforme  l'égalité  précédente  en 

(3)  ^  =  ^±^1. 

Cette  égalité  conduit  à  cette  construclion  bien  simple 
du  point  E  :  si  les  diamètres  MP  et  M'I*'  se  coupent 
en  K  [nécessairement  sur  lï),  le  point  E  se  trouve 
sur  OR. 

On  déduit  de  là  une  délermination  facile  de  l'enve- 
loppe de  MM',  lieu  du  point  E. 

En  effel,  si  nous  représentons  par  (x, y),  (x' ,  y') 
et  (a7i,jK,)  les  coordonnées  des  points  M,  M'  et  E, 
nous  avons,  en  vertu  de  (2), 

X  —  i"i        R  -f-  r 


:/•' —  Xi         U  —  r 
OU 

2rxi^=  (R  -^  r)x' —  (R  —  r)j: 

et,  par  suite,  en  tenant  comple  de  ( i)  et  (i'), 

R4-/-         (R~r)o        R  —  r         (R-^r)cî 

Xi  =  cos  -^ -'-  -. cos  '-■ 

'i.  r  -i  r 

On  trouve  de  même 

R  -;-  /•   .    (  R  -  r)'o        R  —  /■    .    (R  -+-  /-j'f 

Yi  = SU! -^  H SUl  '-  • 


Il  suffit  de  poser  — ^ —  =  Ki  —  'i,  — - —  =  /")  (ce  qui 

donne  Pi  =  R,),  puis -^—^  =?»'   P*^"''  '«ettre    r, 

etj)^)  sous  la  forme 

(R,— r,)o, 
^j  =  (  R,  —  /-,)  cosoj  ■+-  /'a  cos —y 

n^  (Ri—  /-l)    SHlCp,—  /-,    Hll , 


formules  (pii  montrent  (pie  le  point  li  a  pour  lieu  une 
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liypocycloïde  engendrée  par  un  cercle  de  rayon  r,-, 

ou  ,     roulant    à    V intérieur   d'un    cercle   de 

2 

rayon  FI,,  ou  R.  A  l'origine  du  mouvement  le  point  E 
coïncide  d'ailleurs,  comme  les  points  M  et  M',  avec  le 
point  A. 

3.  Si  nous  représentons  par  ds  et  ds'  les  dilTéren- 
lielles  des  arcs  décrits  simultanément  par  les  points  M 
et  M',  nous  avons 


ou,  d'après  (3). 


Donc,  en  intégrant  et  remarquant  (|ue  s  et  5'  s'an- 
nulent en  même  temps  en  A, 

(4.  •'       ''•--'■ 


ds 
ds' 

EM.IWT 
~  EM'.M'T  ~ 

ds        R  -ï-  r 

ds         \\  —  r 

EM 

EM' 

R 


Considérons  de  même  les  différentielles  d'y  et  di'  des 
aires  balayées  simultanément  par  les  segments  IM 
et  IIM'  des  normales  en  M  et  iW. 

Nous  avons 

da  =  -(cm"  — GÏ')c/0, 

flfO  étant  la  dillerenlielle  de  l'angle  que  Ml  fait  avec  0^7, 
ou,   si   nous   i-emplaçons  CM    —  Cl      par    le    produit 

(CM  +  GI)(;CM-C1), 

,       CM  -f-  CI ,,,  ,,, 
dz  =  IM  c/0. 


(5) 
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Mais  la  première  formule  (2)  donne 

I      CM       _  CI  _       CM  — CI      _       IM      _  CM  -r-  CI 

La  précédente  devient  donc 


(3R  +  2/-)IM 

rf(7  =    ^ -jr rfO  . 

2(R  -H  2/-) 

On  aurait  de  même 

2  (  R  —  2  /•  ) 

En  divisant  membre  à  membre,  et  puisque  IM  =  IM', 

on  a 

dG  _  nR-+-2/-)(R  —  2/ )  db 
d^'  ~  (3R  —  2/-)(  R-h2/-)  dfi'  ' 

Mais,  û?S  étant  la  différentielle  de  l'arc  décrit  par  le 

point  I,  si  les  normales  aux  enveloppes  de  IM  el  IM', 

c'est-à-dire    les   perpendiculaires    élevées  à  IG  et  IC, 

coupent  en  D  el  en  D'   la   normale   OI  au  lieu  de  I, 

on  a 

t/S  =  IDrfO  =  ID'^0', 

ou,  puisque  les  triangles  rectangles  ICD  etlC'D'  sont 
semblables, 

ci^e  =  c'ic/0', 

ou,  en  vertu  de  (5)  et  de  la  formule  analogue  pour  CI, 


R  -1-  2  r  R  —  2  / 

c'est-à-dire 

d^]  _  R  -t-  ir 

diy  ~  R  — 2/* 

Dès  lors,  la  formule  précédente  devient 

d'7  _   !  R  -f-  2  r 
d^'  ~  SU  —  2/' 
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d'où,  par  intégration  et  remarquant  encore"que  7  et  t' 

s'annulent  ensemble  en  A, 

7        3R  -f-j./- 
^^)  7=3R— 77' 

i.  Danslecas  où  /•  =  — >  l'hypocvcloïde  (M')  se  réduit 

an  diamètre,  aboutissant  en  A,  du  cercle  F,  en  vertu 
du  théorème  généralement  dit  de  La  Hire,  bien  que 
donné,  dès  i  5'yO,  par  Cardan,  dans  son  Opiis  novmn 
de  proportionibiis  numeroviim  (p.  186).  Quant  à 
l'épicycloïde  (M),  elle  est  alors  celle  dont  Huy^ens  a 
reconnu  l'identité  avec  la  caustique  par  réflexion  du 
cercle  pour  des  layons  lumineux  parallèles  {^OEavres^ 
t.  VIIÏ,  p.  2i4)î  et  qui  a  reçu  depuis  lors,  de  Proctor, 
le  nom  de  néphroïde  en  raison  de  sa  forme  rappelant 
celle  d  un  rein. 

Dans  ce  cas,  la  première  formule  (2),  la  formule  (4) 
et  la  formule  (G)  donnent  respectivement  v,r    %  - 

CM  =  3  CI,  A- =  05',  7  =  9.a'.-         ^•■■\> '>■.■.'.■ 

Or,  ici,  s'  représente  le  segment  du  diamètre  du 
point  A  compris  entre  les  deux  positions  considérées 
du  point  M',  a-'  l'aire  limitée,  entre  le  même  diamètre 
et  le  cercle  F,  par  les  perpendiculaires  à  ce  diamètre 
menées  par  ces  deux  positions.  En  particulier,  la  loo- 
aueur  de  l'aix  limitant  chacun  des  deux  lobes  de  la 
néphroïde  est  triple  de  celle  du  diamètre  du  cercle  F, 
l'aire  comprise  à  l'intérieur  de  chacun  de  ces  lobgs  est 
é'gale  à  celle  du  iniMuc  cercle,  de  telle  sorte  (pie  l'aire 
totale  de  la  néphroïde  est  triple  de  celle  du  cercle  F. 
On  retrouve  ainsi,  à  titre  de  cas  particuliers  des  for- 
mules ci-dessus,  certains  résultats  démontrés  d'autre 
façon  par  M.  Balitrand  dans  une  Note  récente  stir  la 
néphroïde  (même  1ome,  p.  97 ). 


I 
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[K  lie] 

NOl]YEAI  THÉORÈME 
RELATIF  A  DES  CIHCOMÉUE^CES  TANGENTES; 

Pah  m.  Joseph  JOFFROV, 

Professeur  honoraire, 

Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique. 


Je  veux  démontrer  dabord,  par  la  Géométrie  élémen- 
laire,  un  théorème  connu  qui  a  été  établi  par  des  cal- 
culs algébriques.  On  snit  que  huit  circonférences  sont 
tangenies  à  trois  cercles  el  forment  quatre  couples.  Ce 
théorème  peut  s'énoncer  ; 

La  ligne  des  centres  de  cliaque  couple  passé  par 
le  centre  radical  des  trois  cercles,  et  le  rapport  des 
distances  de  ce  point  aux  deux  centres  égale  le 
rapport  des  rayons  des  circonférences  du  couple. 

Pour  la  concision,  je  désignerai  souvent  les  circon- 
férèncès  par  leurs  rayons. 

1.  Je  \ais  pionver  que  l<^s  centres  radicaux  des 
cercles  R,  +  /?,  Pij  -i-  //,  R3  +  h  sont  tous  sur  la  inêftie 
droite  (R(.  R^,  R:t  étant  constants,  //   variant  de   — <x 

à  -f-  ce  ) . 

Figure  i.  —  Je  trace  VB  tangente  extérieure  à  R(, 
Ra,  A.'B'  tangente  extérieure  à  R,  -h  A,  R^  +  h.  M,  M' 
leurs  iinilieux. 

.le  sup|)nse  que  h  auijmente  proportionnellement  au 
temps,  M  décrit  la  perpendiculaire  à  AU  d'un  mouve- 
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ment    uniforme:   MG,    perpendiculaire  à   CiCjoCL  axe 
jadical,   a    donc    un     mouvement    uniforme     dans    le 


Fi  g. 


sens  G(  G  .  Le  centre  radical  des  trois  cercles  R,  +  //, 
Ro+^ï'  R.î  + /'  avant  trois  mouvements  composants 
vectilignes  et  uniformes,  a  un  mouvement  résultant  uni- 
forme sur  une  droite.  c.  o.  f.  m. 

2.  Le  centre  O,  de  la  circonférence  de  rajon  p, 
tangente  à  R,,  Ro,  P13  sans  les  envelopper  est  sur  cette 
droite,  car  Oj  étant  un  |)oint  commun  au\  Irois  circon- 
férences R,  +  p,,  R.2-{-pi,  Rîf-f-p,  est  leur  centre 
radical. 


tJ.  Le  centre  O,  de  la  circonférence  de  rayon  p',  tan- 
i;enle  à  R,,  Rj.  R3  et  les  enveloppant  est  sur  la  même 
droile. 

Démonstration.  -—  0\  étant  un  point  (;ommun  auii 
circonft'rences  p',  —  R,,  p'^  —  R^,  0',  —  R:t  est  leur 
centre  radical  ;  il  est  sur  le  lieu  des  centres  radicaux 
des  circcinférences  //  —  R,,A  -Ro,  A — ^R»;  Heu  qui 
<'st  une  droite,  la  même  (pic  la  précédente,  ce  que  je 
^^lois  prouver. 

Fiii[ure  '.i.  —  Soient  7M)  tangente  extérieure  aux  cer- 
^•Ics  R,,  R,;  hM=  BU'=:  A;  M,  M'  leurs  milieux,  MR 
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perpendiculaire  à  G1C2:   c'esl  l'axe  radical,  sa  vitesse- 
suivant  C|  Co  est  la  iiiême  que  ci-dessus  pour  les  même* 

Fis.  -. 
A' 


raisons.  Les  centres  radicaux  des  trois  circonférences 
variables  sont  donc  sur  une  droite,  la  même  que  celle 
du  n"  1. 


4.  11  faut  et  il  suffit  que  jétudie  maintenant  un 
quelconque  des  trois  autres  couples  de  circonférences 
tangentes  à  trois  cercles. 

Figure  3.  —  Soient  les  circonférences  h- — Pi), 
A  +  Ro  ;  je  trace  la   tangente  intérieure  AB  aux  cer- 


clés    R,,     Ro;    A.V=/i=BB';    M,    M'    les    milieux 
(le  AB,  VR;  MP  Taxe  radical. 

Le  raisonnement  des  numéros  précédents  me  con- 
duit à  cette  conclusion  :  l'axe  radical  se  meut  iinifor- 
méhieut  suivant  (^oCi,  le  lieu  des  centres  radicaux  <les 
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troîs   circonférences   h  —  R, ,  A -j- Ro,  A -r  R3  est   une 
droite  (nouvelle). 

5.  Le  centre  de  la  circonférence  p2  tangente  à  R, 
en  l'enveloppant,  et  à  R^,  R3  sans  les  envelopper,  est 
sur  celte  droite  parce  qu'il  est  leur  centre  radical 
(comme  étant   un   point  commun  aux  circonférences 

Oo—  R,,    Oo+Ro,    p2+R3> 

6.  Les  centres  radicaux  des  circonférences  /i -f- Rj 
Il  —  R2,  h  —  R3  sont  sur  la  droite  précédente  (pour  la 
démonstration,  tracer  l'autre  tangente  intérieure,  et 
raisonner  comme  au  n°  4). 

7.  Le  centre  de  la  circonférence  tangente  à  R(, 
Ro,  R3  sans  envelopper  R,  et  enveloppant  Ro?  R3  est 
sur  cette  droite  (on  le  démontrera  aisément  aussi). 

Le  troisième  et  le  quatrième  couple  de  lignes  de 
centre  des  circonférences  tangentes  à  R, ,  Ro,  R3  ont 
les  propriétés  du  deuxième  couple  (c'est  évident). 

8.  Soient  k  le  centre  radical  des  cercles  R,,R2,  R^  ; 
O,,  O', ,  p,,  p',  les  centres  et  les  rayons  des  deux  cir- 
conférences tangentes  d'un  des  quatre  couples  que 
j'étudie. 

Puis(|ue  K  se  meut  proportionnellement  à  li  sur  la 

droite  0,0,,  j'ai   la  proportion  ^-^  =  V' «^appoï"*  ^'^-^ 

deux  valeurs  qu'a  //  lorsque  K.  passe  en  G,  et  O', . 

.Je  puis,  maintenant,  établir  mon  théorème  par  la 
plus  si n) pie  géouK-trie. 

11  est  nécessaire,  jjour  la  clarté  et  la  concision,  que 
j'adopte  une  notation  nouvelle  pour  désigner  les  huit 
circonférences  tangentes  à  trois  cercles  : 
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C'  sera  une  circonférence  langenlo  à  C|  el  ne  l'en- 
veloppant pas  ; 

(C[)  sera  une  circonférence  tangente  à  C,  et  l'enve- 
loppant: 

G'(G'^C3)  sera  la  circonférence  t:ingente  aux  trois 
cercles  G|,  Co,  G3  enveloppant  G2,  C3  seulemenl  ; 

(G')G!, G3  la  circonférence  tangente  n'enveloppant 
que  G|  : 

[G;G1C'3][(G'.G;G;)]  la  ligne  des  centres  du  pre- 
mier couple  de  circonférences  tangentes  étudié  plus 
lia  ut  ; 

[G',(Gf,G;)][(G',)G[,G;]  la  ligne  des  centres  du 
deuxième  couple  de  circonférences  tangentes. 

Voici,  enfin,  l'exposition  de  propriétés  qui  ont  fait  le 
sujet  d'une  première  Note  de  moi  insérée  en  oc- 
tobre 1888  dans  la  3"  série  des  Nou\^eUes  Annales  de 
Mathéma Liq lies.  Note  incomplète  conienantdeserr«<« 
et  des  erreurs. 

Soient  quatre  cercles  R,,  Pvo,  R.;,  K4. 

Je  considère  les  quatre  groupes  de  trois  cercles,  tour 
;i  tour. 

En  K.1 ,  en  R2,  en  K3,  en  K/,  concourent  (jualre  lignes 
de  centre  de  circonférences  tangentes  à  trois  des  quatre 
cercles.  Voilà  donc  quatre  faisceaux  de  quatre  droites,, 
faisceaux  connus  (  fig.  4). 

V^oici  l'énoncé  de  mon  théorème  : 

Ces  seize  lignes  de  centre  foiincnl  ciiuj  autres 
faisceaux  de  quatre  droites. 

Dénionslration.  —  Soient  les  cjuatre  lignes  de  centre 
'•  -  [C'a  C^.  G'.  J  |(C'3  Cl  G',)|,        ./=  [Gl  G',  GV]  [(Gl  G',  G',)], 
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c  et  0?  concoureoi  aii  point  J  commun  aux  deux  pre- 
mières «7,  è,  car  les  tangentes  menées  de  ce  point  aux 
quatre  circonférences  R,  +  /î,  Rg  +  /i,  R3  +  /«,  P14  -i-  h 
soni  éj^ales. 

Soient  les  quatre  lignes  de  centre 

a'=[G',(G',Cf,)JKG',)G'oGy,  b' =  [C[(CiCi)][(CJ,}CiGf,], 
c'  =  [C,  (Ci  Cl)]  [(C,  )C/3  Cl],       d'  =  [C,  Ci  Cl]     [(Ci  Cl  Cl)]. 

De  J|,  point  commun  aux  droites  a',  b\  parlent  des 
tangentes  aux  quatre  cercles   R,H-A,  Pio+A,  Ra-j-//. 


R/, -f- /<  qui  sont  égales.  Du  point  commun  à  c' et  d' 
partent  les  mêmes  tangentes.  Donc,  ce  second  point 
est  aus-i  le  point  J  ) . 

Le  lecteur  remaripiera  que  <^'  figure  dans  les  noms 
des  trois  piemières  lignes  et  pas  dans  la  qnalriènie. 

En  rem|)laçant  C\  par  G',,  |)ar  C3,  par  G'  et,  de 
plus,  G',  par  (j'j,  G3  par  i^^,  C[  par  G'  d-ms  les  noms 
(lu  (leiixiènie  faisceau,  on  écrira  les  noms  de  trois 
autres  faisceaux  ayant  p'>ur  centres  .K,  .I;t.  -f/,  (ana- 
logues au  deuxième). 

Reni'ntiue.  —  Sur  chaque  ligne  du  faisceau  J  est  le 
centre  d'un  des  (|u."tre  autres  faisceaux  J,,  J:>,  J3,  J,. 
plus  le  centre  d'un  des  quatre  fais*  eaux  K,,  K2,K.3,  K, 


(  446  ) 

qui  étaient  connus,  plus  deux  centres  de  ciiconférences 
lani^entes.  Il  y  a  donc,  sur  cha(|ue  droite  du  faisceau 
de  centre  J,  cinq  points  remarquables. 


[Ki2d] 


SIU  lilNE  COXIQUE  ASSOCIEE  Al  TRIA\GLE; 

Par  m.  R.  GOORMAGHTIGH. 


1.  Si  un  point  décrit  flans  le  plan  d'un  triangle  ABC 
une  courbe  d'ordre  quelconque,  le  lieu  du  centra  de 
gravité  de  son  triangle  podaire  par  rapport  à  ce  triangle 
est  une  courbe  de  même  degré.  Par  suite,  le  centre  de 
gravité  g  des  projections  a,  [i,  y  d'un  point  variable  M 
du  cercle  circonsc  rit  au  triangle  sur  les  côtés  BC,  CA, 
AB  décrit  une  cotiique  S;  cette  conique  est,  d'ailleurs, 
toujours  une  ellipse. 

Appelons  H  l'ortliocenlre  du  triangle,  G  le  centre  de 

Fig.  I. 


gravité,  O  le  centre  du  cercle  circonscrit,  a,  b,  c  les 
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milieux  des  côtés,  A,  le  pied  de  laliaiiteur  AH  {jig.  i). 
I^orsqiie  le  point  M  est  au  sommet  A,  o-  est  le  point  A2 
situé  au  tiers  de  AA,  à  partir  de  A;  quand  M  est  le 
point  A',  diamétralement  opposé  au  sommet  A  sur  le 
cercle  ABC,  g  est  le  point  A'  obtenu  en  prolongeant 
d'un  tiers  le  segment  A,  a.  Désignons  par  B2  et  Co  les 
poinis  analogues  à  A,,  obtenus  en  plaçant  le  point  M 
aux  sommets  B  et  C,  et  par  B"  et  G"  les  points  ana- 
logues à  A",  obtenus  en  prenant  pour  M  les  points 
diamétralement  opposés  à  ces  sommets  sur  le 
cercle  ABC.  On  voit  aisément  que  les  droites  AgA", 
BoB',  CoC  se  coupent  au  centre  de  gravité  G  et  que 
ce  point  e>t  le  milieu  de  Ao  A",  BoB'.  Go  G'. 

U ellipse  1  a  pour  centre  Le  centre  de  gravité  du 
triangle. 

2.  Appelons  G|  le  symétrique  de  G  par  ra|)port 
à  O;  le  point  G(  est  aussi  le  symétrique  de  H  par  rap- 
port à  G  et  ses  projections  sur  les  côtés  BC,  CA,  AB 
soni  les  points  A",  B",  G". 

On  sait  d'autre  part  que,  si  l'on  considère  une 
droite  d  et  que  si  Ton  projette  les  sommets  A,  B,  G  sur 
cette  droite,  les  perpendiculaires  abaissées  des  points 
ainsi  obtenus  sur  les  côh^s  BG,  GA,  AB  concourent  ei\ 
un  point  D  orthopôle  de  d.  Le  point  D  est  aussi  le 
point  (l'interseGlion  des  droites  de  Simson,par  rapport 
au  triangle  ABC,  des  points  où  la  droiie  <:/ rencontre  le 
cercle  ABC.  M.  JNeuberg  a  montré  (')  que,  si  la  droite  d 
pivote  autour  d'un  point  P,  son  orlhopôle  décrit  une 
(;oni(]ue  passant  pai-  les   |)rojections  de   l*  sur  les  côtés 


(  '  )  Sur  les  cercles  podoires  velaiifs  à  un  triangle  Jixe   (  Bul- 
lelin  de  L'Académie  royale  de  Belgique,  juillel-yoùt  1910). 
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du  triangle.  Nous  avons  remarqué  (')  que  cetleconique 
est  irilangenle  à  l'hypocycloïde  de  Steiner  du  triangle 
et  que  sor»  centre  est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  le 
point  P  à  l'orthocentre  H.  D  •  ces  considérations  et  du 
paragraphe  précédent  on  déduit  cette  définition  de  la 
conique  S  : 

L'ellipse  ^  est  aussi  le  lieu  des  orthopôles  des 
droites  qui  passent  par  le  symétrique  de  V ortho- 
centre par  rapport  au  centre  de  gravité. 

En  p  irticulier  : 

L'ellipse  S  passe  par  l'orthopôle  de  la  droite 
d^Euler. 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a  aussi  la  proposition 
suivante  : 

L'ellipse  ^  est  tritangente  à  lliypocycloïde  de 
Steiner  du  triangle. 

3.  Con^id  M'ons  {jig.  2)  un  point  M  du  cercle  ABC 
et  le  centre  de  i;ravité  g  de  ses  projections  a,  (i,  y  sur 
les  cot<''s  (lu  tri;ingle.  Par  chaque  point  de  la  droite  de 
Siinson  aj^Y  du  point  M  passent  les  droites  de  Siuison 
de  deux  autres  points  du  cercle  ABC  ;  la  dioite  qui  joint 
ces  points  reste,  en  vertu  d'une  propriété  bien  connue^ 
perpendiculaire  à  la  droite  al^iy. 

La  droite  a|j"'  coupe  lellipse  i  en  deu;x  points  dont 
I  un  doit,  d'api'ès  ce  qui  précède,  (Ure  tel  que  lesdioitcs 
de  Slnison  autres  que  a^y  qui  y  passent  correspondent 
aux  extrémités  d'une  corde  du  cercle  ABC  passant 
par  G,  ;  nous  allons  montrer  q  le  c'est  le  point  g. 

(')  Sur  les  ellipses  tvitangentes  à  l'hypocycloïde  à  trois 
rehroussemeiils  {Nouvelles  Annales^  oclobre  igiS). 
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Appelons  M'  le  milieu  do  HM;  considérons  les 
droites  d,  r/,,  ci,  menées  par  G(,  O,  G  perpendicidai- 
rement  à  a[3y  et  désignons  par  p,  /?,,  p^  les  projections 


de  A  sur  c/,  di,  d.,,  par  q,  ^,,  q.^  celles  de  B,  par  /•. 
/•,,  /o  celles  de  G.  Le  point  M'  est  l'orthopôle  de  t/,  et 
l'on  a,  en  observant  que  M'  et/j»,  sont  symétriques  par 
rapport  à  6r, 

Or,  comme  la  droite  d.^  pnsse  par  G,  on  a 
A/?2-T-  B(72+  Cr, 


d'où 


=  A/;,  -t-^i^.,-i-  \^q^-^  fj^q.,^  C/-, -+-  /'i  r.>  =  O, 


P^P  =PiPi^  i(A/>,-t-  Bg-i+C/-,)  =  i(M'a-^M'[^^lM'Y). 

On  sait  que  l'orthopôle  de  d  se  déduit  de  l'ortho- 
pôle iM' de  c/,  par  une  translation  égale  à  pxp.  Or,  la 
dernière  relation  montée  que  cette  translation  donne  le 
point  ^.  Nous  avons  donc  démontré  ce  ihéoième  : 

\iin.  de  Mathémat.,  '^  série,  t.  XV.  (Oct.  iQi').)  -^  ' 
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Le  centre  de  gra\ilé g  des  projections  a,  3,  y  d' un 
point  M  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  sur  les 
côtés  est  Vorthopôle  de  la  perpendiculcdre  menée 
par  le  symétrique  de  V orthocentre  par  rapport  au 
centre  de  grcunté  sur  la  droite  de  Simson  a^j-r  du 
point  M. 

En  parliculier  : 

Le  centre  de  gravité  g  correspondant  au  point  M 
dont  la  droite  de  Simson  est  perpendiculaire  à  la 
droite  d^ Euler  est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint 
Vortliocentre  au  point  M  ('). 

4.  La  droite  de  Simson  a Sy  du  point  INl  rencontre 
l'ellipse  I!  en  un  second  |)oint  g^  ;  ce  point  est  le  centre 
de  gravité  des  projections  a,,  [3,,  yi  d'un  point  M,  du 
cercle  circonscrit  sur  les  côlés.  Les  développements 
qui  précèdent  permettent  d'obtenir  aisément  ce  point  M| 
connaissant  le  point  M;  on  pourra,  d'ailleurs,  déter- 
miner le  point  g^  sans  construire  le  point  M,. 

Par  le  point  g^  passent  trois  droites  de  Simson, 
celles  de  M  et  M,  et  celle  d'un  troisième  point  Mo  ;  le 
triangle  MMj  Ma  est  le  triangle  orthopolaire  du 
])oint_i^i.  Puisque  le  point  g^  est  le  centie  de  gravité 
des  projections  a,,  j^,,  y,  de  M,  sur  les  côtés,  le 
côté  M[\L  o|)posé  à  Mj  dans  le  triangle  ortliopolaire 
doit,  d'après  le  paragraj)lie  précédeni,  passer  par  G,. 
D'antre  j)art,  comme  dans  un  triangle  ortliopo- 
laire M^J,^J.,  l'nn  (les  côtés  est  perpendiculaire  à  la 
<lroile   de  Simson  du   sommet  opposé   par  rapport  au 

(')  Celle  pro|)rict(''  cl.inl  caniclérislique  |)Our  çc\W  droile  tic 
Simson,  on  peul  la  rapprocher  de  la  queslion  K'il'i  de  Xlntermé- 
(liaire  des  Mat/ie'maficiens  {ii)i  ^  p.  7'),  l'io,  i85)  se  rapporlant  à 
iflle  droilf. 
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iriangle  fondamenlal  ABC,  la  droite  M,  M.  est  perpen- 
diculaire à  la  droite  de  Simson  aj3y  du  point  M. 

On  a  ainsi  cette  construction  du  point  M,  du  cercle 
circonscrit  auquel  correspond  lé  contre  de  gravité  i?, , 
second  point  d'intersection  de  I  avec  la  droite  do 
Simson  de  M  : 

La  droite  qui  joint  le  point  M  au  symétrique  de 
Vorlhocentre  par  rapport  au  centre  de  gravité 
recoupe  le  cercle  circonscrit  en  Mo  ;  la  perpendicu- 
laire menée  par  M.,  à  la  droite  de  Simson  de  M 
passe  par  M, . 

D'autre  part,  le  point  g^  est  l'ortliopùle  de  la 
droite  M,  Mo;  il  se  déduit  donc  aisément  de  l'ortho- 
pôle  g  de  la  droite  d.  Le  segment  gg^  est,  en  effet, 
égal  à  la  dislance  de  la  droite  d  à  M,  Mo,  donc  égal  et 
de  sens  contraire  à  la  distance  de  Mo  à  d. 

Si  Von  prend  sur  ta  droite  de  Simson  du  point  M, 
à  partir  de  g,  un  segment  égal  et  de  sens  contraire 
Cl  la  distance  de  Mo  à  la  droite  d,  le  point  g^  ainsi 
obtenu  est  le  second  point  d'intersection  de  la  droite 
de  Simson  du  point  M  «rec  V ellipse  i\ 

5.  Les  points  d'intersection  de  l'ellipse  ^  avec  les 
côtés  antres  cpie  A",  B",  C"  s'obtiennent  aisément  en 
utilisant  soit  la  définition  de  la  conique  trouvée  au 
paragraphe  2,  soil  le  lliéorèmo  que  nous  venons 
d'énoncor. 

La  droite  qui  joint  le  point  A',  diariiélralement 
opposé  au  sommet  A  sur  le  cercle  ABC,  au  point  G, 
recoupe  ce  cercle  en  un  point  Q  dont  la  |)rojection 
sur  BC  est  un  point  de  S,  caria  droite  de  Simson  de  A' 
n'est  autre  que  lo  côté  BG  {fig.  ?>).   Or,  la  droite  AT,, 
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est  parallèle  à  la  médiane  Aa,  et,  comme  l'angle  AQA' 
est   droit,  QA  est  perpendiculaire  à  Aa.   Ou  oblient 


Fis.  3. 


donc  celte  construction  simple  des  seconds  points  d  in- 
tersection de  S  avec  les  côtés  : 

Les  perpendiculaires  élei'ées  aux  sommets  sur  les 
médianes  coupent  le  cercle  ci/conscfit  en  trois  points 
dont  les  projections  sur  les  côtés  correspondants 
sont  les  seconds  points  cV intersection  de  -  cn^ec  les 
côtés. 

Soit  Q'  le  point  où  la  perpendiculaire  abaissée  de  Q 
sur  BC  recoupe  le  cercle  ABC.  Si  l'on  tient  compte  de 
la  première  définition  de  la  conique  S,  on  voit  que  la 
droite  Q'A'  est  le  lieu  des  points  tels  que  les  centres 
de  gravité  de  leurs  triangles  podaires  appartiennent 
à  BC.  Celte  droite  c()U])e  le  coté  BC  sur  la  polaire  Iri- 
liné;iire  du  centre  du  cercle  circonscrit. 

La  di'oite  de  Simson  de  Q' est ,  d'après  une  propriété 
bien  connue,  parallèle  à  AQ,  et  par  suite  perpendicu- 
laire à  la  médiane  Ar/.  On  a  donc  la  proposition  sui- 
\  a  n  I  (  ■  : 
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Les  droites  de  Siinson  d\in  triangle  perpendicu- 
laires aux  médianes  sont  telles  que  leur  point  cV in- 
tersection avec  Van  des  côtés  du  triangle  est  le 
milieu  de  la  dista/tce  fies  poi/ifs  d  intersection  avec 
les  deux  autres  côtés. 

6.  Appelons  R,,ri2,R3les  points  où  les  droites  AG| , 
BG|,  CG)  recoupent  le  cercle  ABC.  f.a  droite  de 
Siinsoii  de  R,  coupe  la  hauteur  Aiï  en  un  point  de  S 
puisque  cette  hauteur  est  la  droite  de  Simson  du 
sommet  A.  On  déduit  de  là  cette  conslruclion  des 
points  d'intersection  autres  que  Aa,  Ba,  Co  des  hau- 
teurs avec  la  conique  S  : 

Les  points  obtenus  en  portant.,  à  partir  de  Vor- 
tliocentre,  sur  les  hauteurs  des  serments  é(?aux  et 
de  sens  contraires  aux  distances  de  R(,  Ro,  R3  aux 
côtés  correspondants  sont  des  points  de  1\ 

Les  points  ainsi  obtenus  sont,  en  v(;rtu  du  para-^ 
graphe  i,  les  centres  de  gravité  relatifs  aux  droites  de 
Simson  des  points  R'j,  R.,,  R'^  où  les  parallèles  menées 
parR|,  Ro,  Pv;,  aux  côtés  BG,  CA,  AB  recou[)ent  le 
cercle  ABC. 

Les  droites  AR'j,  BR',,  GR',  sont  donc  les  lieux  des 
points  tels  que  les  centres  de  gravité  de  leurs  triangles 
podaires  par  rapport  au  lrii>n,:;le  ABC  appartiennent 
aux  hauteurs  yVli,  BH,  (^H  ;  elles  concourent  en  un 
point  Gj,  inverse  triangulaire  de  G).  On  déduit  de 
celle  remar(pic  le  théorème  suivant  : 

L^ orthocentre  est  le  centre  de  gravité  du  triangle 
podaire  de  V inverse  du  symétrique  de  C orthocentre- 
par  rapport  au  centre  de  gravité. 


(  454  ) 


[K'2d][K'5] 

\OTES  DIVERSES  M  GÉOMÉTIIIE; 

Par  m.  V.  THÉBAULT, 

Professeur  à  lirnée  (Moyenne). 


I.  —  Points  remarquables  du  triangle. 

Soient  un  triangle  ABC,  les  cercles  inscrits  et  exins- 
crits I,  Irt,  li,  \c  et  D,  E,  F  les  contacts  du  cercle  I 
respectivement  avec  les  côtés  BC,  (L4,  AB.  Les  ortho- 


centres  H|,  Ha,  II3  des  triangles    VIB,  AlC  et  lîIC  sont 
des  jïoinls  assez  curieux. 

1.    \jCf    (juadriliitrre    II|\I,.I>,    pjir    exemple,    est    un 
parallélogramme,  ot 

IJI..=  AII,,         Al.^Hll,,         FJI,=  /v; 


(  4o5  ) 

de  inème 

Kll,  =  /7„        DH,=  /«; 

rai  ^bi  J'c  élanl  les  rayons  des  cercles  !«,  I*,  le  {fiS-  0- 
D'où  ces  propriétés  : 

Les  droites  qui  joignent  respectivement  les  som- 
mets du  triangle  H,  Ho  H 3  aux  centres  des  cercles 
exinscrits  au  triangle  X?yC^  passent  aux  milieux  des 
côtés  de  ce  triangle. 

Les  sommets  du  triangle  HiHoHj  sont  situés  à 
des  distances  respectives  des  côtés  du  triangle  ABC, 
égales  aux  rayons  des  cercles  exinscrits  à  ce  dernier 
triangle. 


2.   Les    triangles  ABH,    el   ACHo   ont    leurs    angles 
aux  el  sont  semblables. 
On  en  tiie 


AB  X  C.\  =  GHoX  BU,. 

La  similitude  des  triangles  AIH,  el  AIHo  donne 
aussi 

Tl'=  III,  X  IIL; 
de  même 

BGx  AB  =  AILx  CH3;         BGx  GA  =  An,x  Blla; 

iïï'=  m,  X  1H3;  ci'=  IH2  X  IH3; 

d'où,  avec  les  notations  habituelles,  les  relations 

AI  X  BI  X  CI  =  111,  X  IH2X  III3, 
AIIjX  AH.x  Bll.x  BH2X  GII2X  Gn3=«-6-c2. 

3.  Le  triangle  VI,  H.jHs  est  circonscrit  au  triangle 
DEFc/e.ç  contacts  du  cercle  inscrit  1  au  triangle  ABC 
avec  BC,  CA,  AB. 

Il,llj   par  exemple   passe;    eu  D.    car    CIL    cl    BI{, 


(  4^^  ) 

étant    parallèles,    les    triangles    rectangles    semblables 
CH2E  el  BFH,  donnent 


CHo        CE        CD 
BÏTT  ""  ÏÏF  "  151 


4.  Les  ccfcles  oj,  et  too  de  diamètres  AH,  et  AH2 
se  coupent  en  un  point  K  du  cercle  inscrit  I. 

Car 

angle  wjAojj^  angle  EDF. 

AH|  et  AHo  étant  deux  diamètres,  HiHo  passe  an 
point  K  commun  à  w,  et  co^.  AR  est  donc  une  hanteur 
du  triangle  AH,  Ho  el  l'angle  AKD  étant  droit,  AK 
passe  au  point  D'  diamétralement  opposé  à  D  contact 
de  BC  avec  le  cercle  I.  D'où  celte  propriété  : 

Vaxe  radical  des  cercles  (o,  et  Wo  de  diamètres  AH, 
et  AH2  et  les  axes  radicaux  des  deux  autres  groupes 
de  cercles  analogues^  sont  les  droites  qui  joignent 
respectivement  les  sommets  du  triangle  ABC  aux 
contacts  des  cercles  exin^crits  avec  ses  côtés. 

o.  Les  cei'cles  co,  cl  (Oj  conpent  respcclivemenl  les 
bissectrices  CI  el  BI  en  y,  et  yo,  [j,  et  [3^. 

Les  droites  [iliy,  et  iS^y^  sont  parallèles  ait 
côté  BC. 

Les  triangles  (5,  Al  el  y,  IH^  sont  en  ellet  semblables, 

car 

ç 
angle  I12Iy]=  90'M-  -  —  angle  AlB. 

JJc  plus,  IHj  et  lA  sont  des  droites  homologues  dans 


(  45;  ) 
les  triangles  semblables  ACHo  el  ABH,.  Donc 
I^_  IB 

el  ^1  Yi  est  parallèle  à  BG. 

6.  Les  cercles  de  centres  ^,  et  y,,  ^^  et  Y2,  langenls 
à  BC,  forment  deux  groupes  de  cercles  égaux.  Soient 
AT,  et  AT2  deux  tangentes,  l'une  au  cercle  3,,  l'autre 
au  cercle  Yi,  ces  langentes  rencontrant  p\^^^  entre  [ÎJ, 
et  Y), 

Comme  les  angles  BA^,  et  CA^,  sont  respectivement 
égaux  aux  angles  |j,  AT,  et  Yi  ^To  et  que  les  triangles 
semblables  Ji,  AI  et  YiIHo,  dont  nous  venons  de  nous 
servir,  donnent 

angle  I A  S]  =  angle  III271  =  angle  y,  AF 
(même  mesure  dans  tO|  1  ; 

que  de  même 

angle  IA-;i  =  angle  IHj  3i  =  angle  [3]  ÂE, 
on  obtient 

angle  lAjîi -1- angle  lAyi 

A 
=  angle  yi  AG  H-  angle  pi  AB  =  angle  —  > 

et  cette  intéressante  propriété,  AT,  et  ATo  étant  con^ 
fondues  ;  L'une  des  tangentes  intérieures  aux 
cercles  3,  et  y,,  [i^  ^t  ya»  passe  au  sommet  A  cUi 
triangle  ABC 

7,  Soient  f^  le  point  de  rencontre  de  BC  avec  la 
tangente  AI*,  intérieure  aux  cercles  |îi,  et  *',,  AV  |a 
hauteur  du  tiiangle  ABC.  l'osant 

BPi=.',        P,r:=znr  — ,r        et        Ar,.=  j-, 


(  4.^8  ) 
on  trouve  sans  difficulté,  par  comparaison  des  aires  des 
triangles  BAP,  et  P,  AC  et  par  apj)licatlon  du  théorème 
de  Stewart, 

/A'l',\2  fh  —  cY 

(.)      4j2=(6-f-c)^-«^  et  (-_JJ    =   (^__j    ; 

d'où,  eu  appelant  a  l'angle  de  APi  et  AA', 

b  —  c 

sm  7.  =  ( 

a 

eu  supposant  b'^c. 

Soit  Pa  l'intersection  de  BC  et  de  la  tangente  com- 
mune intérieure  APo  aux  cercles  |j2  et  Vo.  Un  calcul 
analogue  au  précédent,  en  remarquant  que  les  cercles 
,82  et  Vo  sont  respectivement  extérieurs  aux  triangles 
ACP2  et  ABP2,  donne  pour  y  la  valeur  (1).  Donc 

AP,=  AP,, 

et  les  tdn^entes  communes  intérieures  aux  cer- 
des  [j|  et  Vfj  i^j  ^t  y^,  passant  au  sommet  A  du 
triangle  ABC,  sont  symétriques  par  rapport  à  la 
hauteur  AA'. 


II.  —  Quelques  propiuétés  de  deux  xniANGLES. 

1.  Dans  un  triangle  ABC,  l'une  des  droites  joignant 
un  sommet  au  contact  du  cercle  inscrit  1  avec  le  coté 
opposé,  AD  par  exemple,  peut  être  médiane,  hauteur 
ou  sjmédiane  du  triangle.  Les  deux  premiers  cas  sont 
réalisés  dans  le  triangle  isoscèle. 

Le  triangle  particulier  dans  lequel  AD  est  une  sjmé- 
diane est  intéressant.  Comme 

&2  _  CB        /'  —  c  _  a  +  h  —  c 
"c2  "  fÛ]  """  p  -  b  ~  a  —  b-~c  ' 


(  1^9  ) 
ses  côtés  vérifient  l'une  des  relations 


et 


a{b  -\-  c)  =  b- 


D'après  le  théorème  de  Ménélaùs,  appli(|tié  au 
triangle  ABC  et  à  la  transversale  EF  des  contacts 
de  CA  et  AB  avec  le  cercle  1,  cette  droite  rencontre  BC 
en  un  point  M  tel  que  {fig-  2) 


iNlB 


P  -  (^ 
p-b 


et 


La   tangente   en   A   au  cercle   circonscrit    O   au 
trianole  ABC  rencontre  BC  en  M. 


Fis. 


D'ailleurs,  dans  tout  triangle,  la  corde  commune  au 
cercle  circonscrit  O  cl  au  cercle  d'Apollonius  IM  est  la 
symcdiane  issue  de  V.  D'autre  part,  la  perpendiculaire 
abaissée   de    1    sur  AD   p;isse  au   point  commun   de  \\V 

et  lu:. 

Dans  noire  cas  particulier,  cette  perpendiculaire 
est  clone  la  ligne  des  centres  des  cercles  inscrit  I, 
circonscrit  O  et  d' A [lollonius  M  relativement  au 
côté  l)C.  y\lors  : 


(    i6o  ) 
Le  côté  BC,  la  tangente  en  A  au  cercle  circons- 
crit, 01  et  EF  sont  quatre  droites  concourantes. 

En  remarquanl  aussi  que 

n 

cosA  = 


ou  observe  que  : 

La  somme   des   projections  Vun  sur  l'autre  des 
côtés  AB,  CA  égale  le  côté  BC. 


(b-h-c)--^(l)  —  <■)'  a      -^  I 


—  —  » 


b  +  c       1 


De  plus,  couiuie 

a{b  -i-c)  =  i--t-c-  = 

c'est-à-dire  que 

cosA^->  ou  A  ^  60" 

i 

et: 

L'angle   A   du    triangle   ABC  est  au  plus   égal 
Cl  60". 

En  appelant  /  la   dislance  du  point  de  Lemoine  au 
côté  BC,  on  a 


■?.  (7S  anfS  S_ 

""  a-  -T-  b-  -H  c-         «  (  a  -H  6  H-  c  )        p 


donc  : 


Le  point  de  Lemoine  du  triangle  et  le  centre  du 
cercle  inscrit  sont  situés  sur  une  même  parallèle  au 
côté  moyen  BC. 

Dans  un  tel  triangle,  le  point  cp  de  Feuerbach  est 
<'g;alement  curieux  :  il  est  situé  sur  la  médiane  AA| 
dff  triangle. 

Eu  cflet,  le  ceicle  podaire  y  du  poiul  INI  de  01  a 
pour  dlaiiièlrc  /\M   cl  passe,  comme   on   sait,  au  point 


(  46i  ) 

de  Feuerbach  du  Lriangle  ABC.  Il  contient  aussi  visi- 
blement le  milieu  L  de  la  bissectrice  intérieure  AAo 
ainsi  que  le  point  K  d'intersection  de  01  et  AD. 

D'autre  part,  A  A'  étant  la  houteur  du  trianj^le,  nous 

montre  cpie 

A'  K  =  cpA    (  1  )  ; 

c2,  intersection  des  cercles  I  et  y,  est  donc  symélri{|ue 
de  K  par  rapport  à  yC,B,,  droite  des  milieux  de  AB 
et  CA.  Alors,  dans  le  cercle  y, 

arc  KL  =  arc  Lo,         et         angle  L\o  =  angle  KAI>, 

L  étant  aussi  l'intersection  de  C,  B,  avec  le  cercle  y. 

Ac2  est  donc  sjinélrifjue  de  AD  par  rapport  à  la  bis- 
sectrice intérieure  AAo  de  l'angle  A,  c'est-à-dire  la 
médiane  AA,  du  triangle  ABC. 

Comme 

15'=  IK  X  IM, 

K  intersection  de  01  et  AD,  on  a  cet  autre  résultat  : 

Le  cercle  podciire  y  de  M,  par  rapport  au 
triangle  ABC,  est  orthogonal  aux  cercles  inscrit  I 
et  circonscrit  O.  Sa  tangente  en  C2  est  la  ligne  des 
centres  des  cercles  inscrit  et  d'' Euler  de  ABC. 

Les  quadrilatères  MAFiVo  et  MAEAo  ont  pour  axe 
de  symétrie  AEF,  et  la  figure  AEAoF  est  un  losange  : 
EAo  et  A2F  sont  respectivement  parallèles  à  AB 
et  CA. 

Cette  propriété  permet  de  trouver  les  relations  sui- 


(')  Sur  quelques  théorèmes  de  Gëomélrie  élémentaire  {J\'ou- 
i'ctlcs  Annales,  1910,  p.  '71). 


(     4<>2    ) 


vantes  dans  ce  triangle 


(P  —  <^y-  =ip  —  b){p  —  c);         l'I  =  /•/,  X  /v; 

b-^^{p—c){b^c\)-         c^-  =(p-b){b-^c); 

,A  B  G  „         .,  A  ,  A 

tang2—  =  tang—  x  tang  — ;  b  =  p-lang^-  —r-lan^  —  ; 

,A  A  B  G 

cot^  —  =  col h  cot h  col  — 

2  2  '2  •< 

/.A  B  G\3 

bc=  (p  —  a){b  -^c);  4Rr„=62+c2. 

2.  Partîii  les  positions  particulières  du  point  de 
Gergonne  dans  le  plan  du  triangle,  celle  où  ce  point  P 
est  situé  sur  l'une  des  droites  joignant  les  milieux  de 
deux  côtés,  est  assez  curieuse.  Supposons  un  triangle 
ABC  dans  lequel  B,  G,  contient  P,  B,  et  G,  milieux 
respectifs  de  (^A  et  AB. 

De  l'égalité 

AE        AF       AP  _ 
^"^  EG  ^  FB  ~  ¥d  ~^' 

D,  E,  F  étant  les  contacts  du  cercle  inscrit  I  avec  BG, 
CA,  AB,  on  tire  sans  difficulté  les  relations  suivantes 
entre  les  éléments  de  ce  triangle  : 

(>)  a{p  —  a)  =  (p  —  b)(p  —  c); 

(  2  )  /•«  =  r/,  -h  i-c  ; 

ABC 
(a  ng  -  =-  la  n  g  -  +  la  ii  g  -  ;  ap  =  /.i  ; 

/•  A         .    A     .     B     .    G 

7.r,t  =  4  U  +  /•;  — —  =  cos—  =  sin  —  sni  —  siii  —  : 

4  H  2  2  2  2 

A         .    B     .     G  A  A 

cot—  =  sMi  —  sin  — :  a  =  p  lang^  _  =  ,■,,  laiig—  • 

2  2  2  '  '  "2  °  2 

En  observant  que 

a  ^  (p  —  b)~\-  (p  —  c), 


(  4<i3  ) 

la  relation  (i)  prouve  que  {p  —  a)  est  demi-moyenne 
harmonique  entre  ( p  —  b)  et  ( p  —  c). 
On  a  aussi 


soil 


et 


r -{- r,,^  te— ra        ^.  AH 

4  2 


0A,=  -  et  AH  =  -■ 

4  2 


ISorthocentreW  du  triangle  est  à  une  distance  du 
sommet  A  égale  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
inscrit  I. 

On  en  conclut  que  le  point  a  de  FeuerbacJi  est  sur 
la  droite  D'\' Joignant  V  extrémité  du  diamètre  DID' 
au  symétrique  du  sommet  A  par  rapport  à  V ortho- 
centre. 

Enfin  la  relation  (a)  peut  aussi  s'écrire 

CE,  ^  BF\  _ 

E|,  F,  étant  les  contacts  des  cercles  exinscrils  1/,  et  I^ 
avec  CA  et  AB,  et  : 

Dans  le  triangle  ABC  oit  le  point  de  Gergonne 
est  situé  sur  la  droite  B,  C,  des  milieux  de  CA  et  AB, 
la  droite  E,F,,  qui  joint  les  contacts  de  ces  côtés 
avec  \i,  et  I^^.,  passe  au  point  de  concours  G  des 
médianes  du  triangle. 

On    peut    construire    un    tel     triangle    connaissant 
BC  =  a.  et  le  rayon  /•  du  cercle  inscrit,  par  exemple. 
Enfin,  d'après  la  relation  ('^)  : 

Le  point  de  concours  des  médianes  du  triangle 
IfllôAc  relatif  au  triangle  ABC  est  situé  si//-  h' 
côté  BC. 


(  'M  ) 

III.  —  Théorème  sur  la  parabole. 

Nous  avons  donné,  dans  la  38''  année  du  Journal 
de  Vuibcrt,  le  théorème  suivant  : 

On.  donne  un  triangle  ABC  circonscrit  à  une 
parabole.  La  perpendiculaire  à  l'axe  menée  par  le 
sommet  A  rencontre  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
en  un  point  a  tel  que  la  perpendiculaire  abaissée  de 
ce  point  sur  BG  passe  au  foyer  de  la  parabole. 

Soil  une  parabole  S  de  foyer  F,  de  directrice  ]), 
inscrite  à  un  triangle  ABC  La  perpendiculaire  Aa  à 
l'axe  rencontre  le  cercle  ABC  en  a. 

On  sait  que  ce  cercle  ABC  contient  le  foyer  F. 
Traçons  BE  parallèle  à  l'axe 

aFB  =  aAB  =  90»—  (àB,  Be)  =  90"—  FBG 
(d'après  un  ihéorèine  classique); 

aF  est  donc  bien  perpendiculaire  sur  BG. 

Ge  théorème  donne  immédiatement  les  propriétés 
suivantes  relatives  aux  points  de  Feuerbach  et  de 
Steiner  d'un  triangle,  en  se  rappelant  les  théorèmes 
énoncés  dans  mes  articles  :  Sur  le  point  de  Feuer- 
bach (*)  et  Sur  quatre  triangles  homottiétiques  {^). 

a.  Soient  A,,  B,,  G|  les  milieux  des  cotés  d'un 
triangle  ABG.  Par  A,  on  mène  la  parcdlèle  à  la 
lisne  des  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au 
triangle  ABG;    elle    rencontre    le  cercle   des    neuf 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  mars  nji/f.  P-  '"7 
cl   110. 

(-;  Nouvelles  Annales  de  Mathcniatigues,  mai  igij,  p.  509. 


(  \^>^^  ) 

points  en  a.  La  perpendiculaire  abaissée  de  a 
sur  B,  C,  passe  au  point  de  Feuerbach  du  irian^le 
ABC. 

b.  Soient  D,  E,  F  les  points  de  contact  des  côtés 
d'un  triangle  ABC  et  de  son  cercle  inscrit  \.   Par  D 

j  on  mène  une  parallèle  ci  la  ligne  des  centres  des 
cercles  inscrit  et  circonscrit;  elle  rencontre  le  cercle 
inscrit  en  y..  La  perpendiculaire  abaissée  de  a 
sur  EF  passe  au  point  de  Feuerbach  du  triangle 
ABC. 

c.  Soient  A,,  B,,  C,  les  milieux  des  côtés;  A/,  B',  C 
les  pieds  des  hauteurs  cVun  triangle  ABC.  Par  A, 
et  AJ  on  mène  les  parallèles  à  la  droite  qui  joint  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  point  de  Lemoine  du 

^  triangle  ABC.  Files  rencontrent  le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  ABC  en  a,  et  %.,.  Les  perpendi- 
culaires abaissées  de  a,  et  a.,  respectivement  sur  B,  C, 
et  B'C  passent  au  point  de  Sleinerdu  triangle  ABC. 


Ann.  (le   Mdthemat.,  /,•  série,  t.  XV.  (Oct.  i((i').)  3>. 


(  -166  ) 


COURESPO^'DAXCE. 


M.  dOcagne.  —  A  propos  des  points  associés  de 
Fagnano.  —  Voici  une  remarque  qu'il  y  aurait  lieu  de 
joindre  à  ma  Noie  récente  sur  les  points  associés  de 
Fagnano  [N.  A.^  iQ'^,  p.  33t)  : 

Je  fais  voir,  dans  celte  Noie,  que  le  point  dont  j'ai 
naguère  étudié  les  propriétés  (A^  A.^  1886,  p.  3-o), 
où  la  déviation,  angle  de  la  normale  avec  le  diamètre 
correspondant  du  cercle  principal,  atteint  son  maxi- 
mum, se  confond  avec  le  point  limite  de  Fagnano  (où 
le  couple  des  points  associés  se  réduit  à  un  point 
unique). 

Or,  j'ai  également  envisagé,  dans  des  études  parues 
en  ce  même  Recueil,  d'autres  point»  correspondant, 
sur  un  quadrant  d'ellipse,  à  certains  maxima  :  le  point 
où  Vécart  normal,  angle  de  la  normale  et  du  diamètre 
de  l'ellipse,  est  maximum,  ]>our  lequel  l'anomalie 
excentrique  est  égale  à  45"  {N.  A.,  1888,  p.  2^0); 
celui  où  la  normale  découpe  dans  l'ellipse  le  seg- 
ment d^ aire  maximum  et,  par  suite,  aussi  celui  d'aire 
minimum,  (pii  est  tel  que  celte  normale  soit  inclinée 
à  45"  sur  les  axes  (yV.  A.,  i8()(),  p.  217). 

Or,  ces  deux  points  remarquables  constituent  un 
couple  de  points  associés  de  Fagnano.  En  effet,  les 
coefficients   angulaires    des    diamètres   correspondants 

du    cercle   j)rincipal,    respectivement  égaux  à  1   et  —7 

satisfont  hifu  à  la  formule  (2)  de  la  Note  citée. 

Un  calcul  des  plus  faciles  montre  que  la  commune 


(  4^)7  ) 
tlistance  au  cenirede  l'ellipse  des  normales  en  ces  deux 

poinls  est  donnée  par      ^^'^^     ;  telle  est  donc  aussi 

v/2(a--t-62) 

l'expression  de  la  différence  des  arcs  déterminés  sur  le 
quadrant  d'ellipse,  à  partir  des  deux  sommets,  par  ces 
points  associés  particuliers. 

M.  T.  Ono.  —Au  sujet  des  questions  2201  et  2238- 
-  La  solution  2201  (19,4,  333)  de  M,  Barisien  est 
exacte.  Mais  le  résultat 

4  {(i^b)Uai-i-b^)i{a-'i-^  ù-i)  ^a* -r- a-i b-^ -^  b'*  f 
peut  se  simplifier,  en  divisant  haut  et  bas  par 

(a3-i- aè -+- ^3)2. 
On  a  alors 

"j^  ia- — ab  -+-  b"- 

La  question  2238  (191 5,  5o)  est  comprise  dans 
l'énoncé  2221  (,9,4,  ,9,).  11  ^^  a  donc  lieu  d'annuler 
cette  question  2238. 

Un  abonné.  —  Je  crois  pouvoir  exprimer  le  regret 
que  la  documentation  bibliographique  fasse  trop 
souvent  défaut  dans  des  articles  d^iilleurs  intéressants, 
mais  qui  seraient  plus  utiles  encore  si  les  auteurs  j 
attachaient  plus  d'importance.  Des  résultats  absolu- 
ment nouveaux  sont  bien  difficiles  à  obtenir  et  se  rencon- 
trentrarement;  et  c'est  pourquoi  il  serait  bien  nécessaire 
d'indiquer  les  sources,  dans  la  mesure  où  cela  est  pos- 
sible sans  trop  de  peine.  Ne  pourrait-on,  notamment, 
faire  mention  des  articles  publiés  dans  les  Nouvelles 
Annales  elles-mêmes,  et  qui  se  rapportent  au  sujet 
que  l'on  traite? 


(  .jOS  ) 


sounioAS  m  oin:srio\s  pjioposées. 


511. 

(i8r,o,  p.  46.) 


Soient  sept  carrés  égaux,  de  telle  sorte  que  chaque  carré 
peut  tourner  à  charnière  seulement  autour  de  la  droite 
qui  lui  est  commune  avec  le  carré  voisin  (voir  la  figure,  igiS, 
p.  33 1):  le  carré  \  ne  pourra  prendre  une  position  quel- 
conque qu'envers  le  carré  -,  et  pas  envers  les  autres  carrés. 
Ainsi,  si  le  carré  1  est  maintenu  fixe.,  il  n'y  a  que  le 
carré  7  qui  soit  entièrement  libre.  Moniis. 

Solution 
Par  M.  R.  B. 

Il  est  vrai  que  cet  énoncé  est  très  mal  rédigé,  mais,  con- 
trairement à  l'opinion  de  M.  Laisant  (p.  33i),  il  n>e  paraît 
facile  d'en  restituer  le  sens,  à  la  condition  d'y  reconnaître 
une  question  de  Géométrie  dans  l'espace. 

INlubiiis  considère  7  corps  rigides,  constitués  par  les  carrés 
1,  i,  3,  4i  ^-  *^i  7^  cliacnn  de  ces  corps  étant  articulé  à  char- 
nières avec  le  suivant. 

Si  l'on  suppose  fixe  le  carré  i,  le  carre  2  possède  une  liberté 
du  premier  degré  (c'est-à-dire  qu'il  peut  occuper  oc'  posi- 
tions); le  carré  3  possède  une  libei  té  du  deuxième  degré  ;  ...; 
le  carré  7,  une  liberté  du  sixième  degré.  Ce  dernier  carré,  et 
celui-là  seul,  est  donc  complètement  libre,  comme  l'affirme 
l'énoncé.  Autrement  dit,  ce  carré  peut  cire  amené  à  occuper 
dans  l'espace  une  position  quelconque  (dans  une  certaine 
région,  bien  entendu). 

La  question  est,  on  le  voit,  très  banale. 

718. 

(18Ci,  p.   48.) 

Trouver  l'équation  de  la  podaire  négative  de  la  déve- 
loppante de  l'ellipse,  te  centre  étant  le  [x'de.     STnF.non. 


(  4^9  ) 

Solution 
Far  M.  H.  Brocard. 

Soient  M  un  point  d'une  courbe  (C),  PMP'  la  perpendi- 
culaire en  IVI  au  rayon  vecteur  OM. 

L'enveloppe  des  droites  PMP'  sera,  par  définition,  la  podaire 
négative  ou  inverse  de  la  courbe  (C). 

Si  la  courbe  (C)  est  la  développée  (o)  de  l'ellipse  (E),  il  y 
aura  moyen  de  parvenir  à  l'équation  algébrique  de  la  podaire 
négative  de  (o),  comme  déjà  pour  celle  de  l'ellipse  (E)  ou  la 
courbe  dite  de  Talbot,  mais  cette  recherclie  ne  laissera  pas 
d'être  extraordinairement  compliquée. 

Au  conlraii'e,  s'il  s'agit  bien  d'une  développante  (^)  de  l'el- 
lipse (K),  la  question  718,  telle  qu'elle  est  énonci'e,  n'admettra 
pas  de  solution  en  l'état  actuel  de  l'analyse,  car  il  scia  impos- 
sible d'obtenir  l'équation  de  la  courbe  (A)  en  termes  finis, 
même  en  prenant  pour  origine  un  des  sommets  de  (E). 

L'impossibilité  sera  encore  [lius  manifeste  |)our  une  podaire 
positive  ou  négative  de  (A). 

Je  ne  pense  pas  que  Strehor  (  W.  Robcrts)  ait  lui-même 
publié  la  moindre  indication  pour  une  réponse  quelconque 
attendue  ici  depuis  cinquante  ans  révolus. 

1505. 

(  1SS4,  p.  ',.',:;  19  12,  p.  r,C5;  19,  3,  p.  48.1  I 

De  chaque  point  M  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle, 
on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  la  droite  de  Sinison 
relative  à  ce  point  et  à  ce  triangle  ;  on  demande  ; 

1°  Le  lieu  du  pied  P  de  cette  perpendiculaire  ; 

a"  L'enveloppe  de  la  droite  MP.  i\L  d'Ocagne. 

Solution 
Par  I'auteur. 

Ce  problème  est  une  occasion  d'ap|diquer  la  forme  remar- 
quablement élégante  que  M.  I3adoureau  a  su  donner  naguère 
à  l'équation  delà  droite  de  Simson  {Nouvelles  Annales^  '^79- 
p.  33). 

L'origine  des  coordonnées  rectangulaires  étant  prise  au 
centre  du  cercle  des  neuf  ixiiul».  du  triangle  <lonné  AHC  cl  la 
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direction  de  l'axe  Ox  choisie  de  telle  sorte  que,  si  les  rayons 
du  cercle  circonscrit  aboutissant  en  A,  B,  C  font  avec  cette 
direction  les  angles  a,  ^,  y,  on  ait 

a  -f-  p  -+- Y  =  27:, 

si  d'ailleurs  /•  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  <p  l'angle  que 
le  rayon  de  ce  cercle  aboutissant  en  M  fait  avec  Ox,  on  a, 
pour  la  droite  de  Simson  relative  au  point  M  et  au 
triangle  ABC,  l'équation 

.     es  o         /•    .     3  Q 

(i)  a"  sin  -  -^  y  ces  -   =  -  sin  — ~> 

et  l'on  trouve  aisément  pour  son  enveloppe  les  équations 

/' 

r  cos  'i>  -i C0S2  0, 

y  =  r  sin  o sin2co, 

^  '2 

qui  définissent  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussemenls 
engendrée  par  un  cercle  de  rayon  -  roulant  à  l'intérieur  d'un 

cercle  fie  rayon  — • 

La  perpendiculaire  MP  à  la  droite  de  Simson  menée  par  le 

o 
point  M  a  pour  coefficient  angulaire  cot  — •  Mais,  pour  que  son 

équation  ait  une  forme  simple,  il  faut  ramener,  en  conser- 
vant la  direction  des  axes,  l'origine  au  centre  du  cercle 
circonscrit,  parce  qu'alors  les  coordonnées  du  point  M  sont 

37  =  /' cos  Ci,  j'  =  /-sin«f. 

Dans  ces  conditions,  l'équation  de  cette  perpendiculaire  est 

{y  —  /'sin(f)sin-  =^  {x  —  r  coso)  cos  i 


ou 


CD  G  3  'J 

(3)  ircos— — j'sin-  =  rcos — - 


Le   point  où   cette  droite   touche  son   onvolo|»|)c  est   à  son 
inl(^rscction  avec  la  droite  doni  ré(|uatiou  csl  la  ticrivéc  de  la 
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précédente  par  rapport  à  9,  soit 


.     cp  9        „       .     3  o 

iF  sin  -i — h  V  cos  -i-  =  i  /•  sin  — - 

9.  2  '2 


De  ces  deux  équalions  on  lire  facilement 
(  j;  =:  2  /•  cos  o  —  ;•  cos  2  o, 

(4)  .    '  .      ' 

I  j^  =  2/'  sin  'i  -f-  r  sin  29, 

qui  définissent  une  hvpocycloïde  à  trois  rebroussenients 
semblable  à  la  précédente,  avec  des  dimensions  doubles,  mais 
ayant  un  de  ses  sommets  sur  Ox,  alors  que  la  précédente  y  a 
un  de  ses  points  de  rebroussement. 

En  somme,  puisque  d'un  sommet  à  un  rebroussement  d'une 

telle  hypocycloïde,  il  y   a  un   écart  angulaire  de  -  ,   on  voit 

que  Ton  passe  de  la  première  à  la  seconde  au  moyen  de  : 
1°    une   bomothétie   de   rapport   2    relativement  au   centre  du 

cercle    des    neuf   points:    2"   une   rotation   de  -  autour   de  ce 

point;  3°  une  translation  amenant  le  centre  du  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  ABC  sur  le  ceiitre  de  son  cercle 
circonscrit. 

Pour  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  défi- 
nies, par  rapport  à  l'un  et  à  l'autre  des  systèmes  de  coordon- 
nées, par  les  équations  (1)  et  (3),  il  faudrait  les  rapporter  à 
un  même  système  d'axes  en  remplaçant,  par  exemple,  dans 
l'équation  (3  ),  J?  al  y  par  x  -+-  Xx  el y  -h^i,  ^1  et  y^  étant  les 
coordonnées  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  rapportées 
aux  axes  menés  par  le  centre  du  cercle  circonscrit,  c'est-à-dire 


cos  a  -(-  cos  j3  -1-  cos  Y 


Ji  = 


sin  3 


sm  Y 


l/équation  ainsi  (ibtenue,  jointe  à  (1),  définirait  les  coor- 
données du  point  P,  rapportées  aux  axes  menés  par  le  centre 
du  cercle  des  neufs  points,  en  fonction  de  l'angle  o.  Mais  ni 
les  expressions  explicites,  faciles  à  former,  de  x  et  de  y  en 
fonction  de  cet  angle,  ni  l'équation  en  x  el  y  qui  s'obtiendrait 
par  l'élimination  de  cj>  entre  les  deux  équations  ne  semblent 
devoir  odVir  de  caractère^  particulièrement  intéressants. 


(   4;2    ) 
1531. 

(  I880,  p.  :!1S.) 

Le  parallélépipède  construit  sur  trois  génératrices  quel- 
conques d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  a  un  volume 
constant.  Gentv. 

Solution; 

Par  UN   ABONNÉ. 

Ce  lliéorôine  est  une  application  immédiate  de  la  théorie 
des  invariants.  D'ailleurs  c'est  par  cette  méthode  qu'il  se 
trouve  démontré  dans  un  article  de  M.  Mangeot  (TVomp.  Ann„ 
1886,  p.  480), 

1630. 

I  13'J2,  p.  lli.) 

loir  énoncé,  191 5,  p.  iSg. 

NoTR 
Par  M.  II.  BouvAisT. 

Dans  le  numéro  de  mais  igiS  (p.  189 j,  I\I.  Brocard  déduit 
la  solution  de  la  question  1630  de  la  proposition  suivante  : 

On  donne  un  triangle  ABC  et  une  ellipse,  tangente  en  B 
et  C  aux  côtés  AB  et  AC  et  passant  par  le  barycentre  G.  Le 
rayon  de  couibure  en  ce  point  est  le  même  que  celui  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  si  ledit  triangle  est  moyen  en  A. 

Voici  de  cette  proposition  une  démonstration  très  simple  : 

Soit  0)  le  centre  de  l'ellipse  considérée,  soit  M  le  milieu 
de  BC.  On  a 

t.)  G    =  (o  M  .  (1)  A , 
d'oii,  puisque 

3MG  =  MA,         a)G=2(oM, 
ou  a  aussi,  si  (o  K  est  le  diamètre  parallèle  à  BC, 

(TÂÏ"        MB"  _  _  -jtiMB  _  BC 

(7g~      Zk^       '  \/^       /^ 

Si  p  est  1(!  rayon  de  courbure  en  G, 

T^i'  ilc' 


-^\         JwGsiuAMC 
10  G  si  n  A:\1C 
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et 

_  BC'  _    BG" 

'"  ~  lAasinAiMG  ~  a  Ail' 

H  étant  le  pied  de  la  hauteur  issue  de  A,  d'm'i 
AB.AC 


î^"     2AH 

rayon  du  cercle  circonscrit  à  AB( 


=  R, 


1770. 

I  1897,  p.  21)1.) 

Soient 

Ix^-^  iny--+-  nz--i-  pw^=  o 

l'équation  d'une  surface  de  second  ordre  conjuguée  au 
tétraèdre  de  référence;  «,  b,  c,  d,  e,  f  les  arêtes  de  ce 
tétraèdre;  A,  B,  G,  D  les  aires  de  ses  faces  et  \  son  volume; 
a,  [i,  Y  les  demi-axes  de  la  surface;  on  a 

'     '  [mnpX^-^  nplH'^-hf/oiC'-h  Imniy^)'* 

(m/jA2D2a-2+  ulB'-D^- h'- -^  ImC'D^c-^  } 

\     -4- 1/,  B-^G^rf^  -^-mpC^X^-e'^  -^npk."^  B\f-^  \ 

p2  H-  yî  ==  -  Im np  (,„,j;,A2+  npin-^-^plmG'-^lmni)^r^ 

„,  ,  ,  ,  ,  ,^.^  l-^  m'-  n'-p'-  (  l  -^  m  ^  n  +  p){  k^  B'^  G'^  D^  ) 
^2 ..1  ^  ~^i a-i  -4-  a2  f-  _    ,  ^^^^^^^  ^,  ^  ,^pl^l_^ ^,/,,,  C^  ^-  //»/i  D-^ )»  * 

La  condition  pour  que  la  surface  représente  un  par a- 
boloïde  est  donc 

uiu/).\--h  nplW-      plm(\-   -  l/nnD-  =  o. 

Gkntv. 

Son  T ION 
l\ir  L'N  abonni';. 

l/i  question  1770  revient  à  calculer  les  longueurs  des  axes 
(l'inif  ([uadiiqne  donm'e  par  son  équation  en  coordonnées 
tcUa(''dri(|ues;  le  tétraèdre  de  ndéience  élanl  coiijn-^ué  par 
rapport  à  la  (|ii;i<lri(|ii<;. 

Le  calcnl  a  (■h-  f,iil  dans  le  cas  ^^MMiéral,  c'est-à-dire  dans  le 
cas  où  le  t/traédrc  de   n'-t'éronce  c->I    qiiol.'iii(pi(>,    p.ir  r.iinxiii 


(  4:4  ) 

{Gi'ométrie  analytique,  t.  II,  i'^  Partie,  p.  4 18  et  suiv.). 
Les  formules  auxquelles  il  arrive  sont  fort  compliquées, 
malgré  leur  symétrie.  Elles  se  simplifient  notablement  dans 
le  cas  où  le  tétraèdre  de  référence  est  conjugué  par  rapport 
à  la  quadrique  et  l'on  retrouve  les  formules  de  la  ques- 
tion 1770.  {Voir  aussi  Kcelher,  Exercices  de  géométrie  ana- 
lytique et  de  géométrie  supérieure,  t.  II,  p.  3i8.) 

1834. 

(  1900,  p.  9:..  ) 

Étant  données  deux  coniques  S  e^  S',  trouver  le  lieu  d'un 
point  P  tel  que  Von  puisse  mener  de  ce  point  une  tangente 
à  S  e<  une  tangente  à  S'  perpendiculaires  entre  elles. 

Montrer  que  ce  lieu  est  une  courbe  C»  du  huitième  ordre 
et  du  premier  genre  ayant  les  points  cycliques  pour 
points  cjuadruples  et  huit  points  doubles  à  distance  finie. 
On  déterminera  la  position  de  ces  derniers  en  montrant 
que  ce  sont  les  points  communs  à  distance  finie  à  trois 
courbes  du  quatrième  ordre,  dont  on  formera  les  équa- 
tions.  On  établira  que  les  points  multiples  de  Cg  et  les 
foyers  réels  et  imaginaires  des  deux  coniques  S  et  S'  sont 
sur  une  même  courbe  C3  du  troisième  ordre  qui  dégénère 
en  une  hyperbole  équilatère  et  la  droite  de  l'infini, 
lorsque  S  et  S'  sont  concentriques.  On  donnera  une  défii- 
nition  géométrique  de  cette  courbe  C3.  Le  lieu  cherché  Cs 
est  tangent  en  huit  points  à  chacune  des  coniques  données  ; 
les  seize  points  de  contact  sont  sur  une  même  courbe  du 
quatrième  ordre. 

Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction 
d'un  paramètre. 

Examiner  les  cas  particuliers  où  l'une  des  coniques 
données  se  réduit  à  une  parabole  ou  à  un  couple  de  droites. 

J.   FUANEL. 

Solution 
Par  M.  II.  BuoDAUD. 

La  |)remicre  étude  à  ce  sujet  me  paraît  due  à  Terquem, 
diins  un  article  de  ce  Journal,  t.  VIII,  18^9,  p-  282-284  :  JVote 
sur  l'angle  droit  circonscrit  à  deux  coniques. 

P.ii-    une    analyse    très    simple,   il    nicmlre    ([iie   le    lieu    est 
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toujours  du  huitième  degré,  à  moins  que  l'une  des  coniques 
ne  soit  une  parabole,  car  alors  il  devient  du  sixième  degré. 

Je  ne  crois  pas  qu'il  ait  été  reparlé  de  cette  recherche,  sauf 
peut-être  dans  la  courte  Note  de  Géométrie  de  M.  J.  Réveille, 
jgo?.,  p.  3ii-3i3,  mais  celle-ci  n'ajoute  rien  à  celle  de 
Terquem . 

La  question  a  été  reprise  avec  plus  de  détail  sous  le  n°  2289, 
dans  V Intermédiaire  des  Mathématiciens,  oix  M.  G.  Espanet 
a  fait  deux  réponses,  1902,  p.  217-220,  et  1908,  p.  84-88. 

En  réalité,  M.  Franel  a  devancé,  dès  1900,  les  recherches 
susmentionnées  et  a  étudié  complètement  et  à  fond  la  courbe 
orthoptique  dont  M.  Espanet  a  seulement  signalé  quelques 
propriétés  essentielles,  mais  ses  deux  éludes  {lac.  cit.)  four- 
niront certainement  le  moyen  d'établir  les  propositions  de 
M.  Franel. 

C'est  ce  qui  m'a  déterminé  à  les  signaler  en  manière  de 
première  réponse  à  la  question  1834. 

1920. 

(  1902,   p.  4.S,  23o,  28S.  ) 

Le  produit  du  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
hyperbole  par  la  distance  du  centre  à  la  tangente  corres- 
pondante est  égal.,  en  valeur  absolue,  au  carré  du  segment 
de  la  tangente  compris  entre  le  point  de  contact  et  l'une 
des  asymptotes.  M.  d'Oc.vgne. 

SoMîTION 
Par  M.  H .   Brocard. 

Sans  rien  préjuger  de  la  courbe  cherchée,  soient  M{x,  y) 
un  de  ses  points,  MT  la  tangente,  rencontrant  Oy  en  T,  et 
dont  l'équation  est 


La  distance  OP  à  MT  est 


y  —  X 


l.r 


dx'' 


(  4;<i  ) 

et  le  ravon  de  comlnire  en  INI 


d-y 
D'autre  part, 

L'équation  dilTérentielle  de  ia  courbe  sera  donc 

Ro  =  Mt' 

ou  simplement 

dx  dx- 


y-X-±_=X- 


Par  différenliation,  elle  deviendra 

d^  d^Y  _ 

dx^'^''  dx^  ~  ''' 


et    trois  intégrations    successives  donneront,    sans    difficulté, 
l'équation 

•i.x 

Si  Ion  clierclie  à  en  déduire  l'équation  dilTérentielle,  on 
reconnaît  qu'il  faut  prendre  G  =  o. 

On  a  donc,  en  définitive,  dos  hvperboles  dont  O  est  le 
ceîitre  et  Ok  une  des  asymptotes. 
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Oii:sTio\s. 


22^)9.  Soit  PQR  le  triangle  formé  par  les  tangentes  aux 
pieds  des  normales  à  une  ellipse  (E),  issues  d'un  point  de 
celte  ellipse.  Démontrer  que  le  hiangle  PQR  est  inscrit  à  une 
ellipse  passant  par  les  sommets  de  la  développée  de  (E). 

T.  O.NO. 

2-260.  On  donne  un  losange  ABCD  et  le  cercle  inscrit  O. 
Une  tangente  variable  rencontre  les  côtés  BG  et  CD  en  M  et  N 
entre  B  et  G,  G  et  D.  Montrer  que  l'aire  du  triangle  AMN 
reste  constante.  V.  Thebault. 

2261.  On  considère  un  tétraèdre  SABG  trirectangle  en  S  et 
une  sphère  quelconque  V  passant  par  A,  B,  G  et  recoupant  les 
arêtes  SA,  SB,  SG  en  a,  p,  y.  Montrer  que  : 

I"  Le  sommet  S,  l'orlliocenlrc  du  triangle  a3Y,  le  point  de 
concours  des  médianes  du  triangle  ABG  et  le  centre  O  de  la 
sphère  circonscrite  au   tétraèdre  SABG  sont  en  ligne  droite; 

•2"  Le  sommets,  l'orllioccnlre  du  triangle  ABG,  le  point  de 
concours  des  médianes  du  triangle  a^Y  et  le  centre  w  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre  Saf^y  sont  en  ligne  droite. 

V.  Théuault. 

2262.  Soient  D,  E,  F  les  points  de  contact  du  cercle  ins- 
crit I  avec  BG,  GA,  AB,  et  A,,  B,,  G,  les  milieux  des  côtés 
d'un  triangle  ABG. 

1"  Calculer  les  dislances  du  point  cp  de  Feuerhach  aux  côtés 

(lu  I  liaiigle  ; 

7,"   l>i-ui(julier  la  relation 

A  ,.  15  „         C. 

r,l)  (;0S—  =   oh  COS \-  ^V    COS—  , 

y  Monlier  (juc  la  perpendiculaire  sur  AD   menée  du   point 
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commun  à  BiGi  el  EF  passe  au  milieu  du  rayon  ID'  du  cercle 
inscrit,  D'  étant  l'extrémité  du  diamètre  DID'. 

V.  Thébault. 

2263.  Dans  un  triangle  ABC,  Ai,  Bj,  Ci  sont  les  milieux 
des  côtés  BC,  CA,  AB;  D,  E,  F  sont  les  contacts  de  ces  côtés 
avec  le  cercle  inscrit  l,  o  le  point  de  Feuerbach  et  Pi,  Qi,  Ri, 
P2,  Q-2,  R2  l^s  projections  orthogonales  de  cp  sur  les  côtés  des 
triangles  AiBiCi  et  DEF.  Démontrer  les  relations  : 


=  i^ï^ 


oAi  X  9B,  X  oCi 

jO  j '_ 1 

cpD  X  cj>E  X  cfF 

«in  A        sinB        sinC 

cpPi  (pQi  cfBi 

ABC 
cos —        cos—        cos  — 

1  "2  1 

cp  P2  cpQo  9B2 


V.  Thébault. 

2264.  Démontrer  que,  si  la  tangente  en  P  à  une  courbe  (P) 
quelconque  coupe  les  axes  rectangulaires  Occ  et  Oy  en  S  et  T, 
et  si  la  tangente  en  la  courbe  (M),  que  décrit  le  milieu  M 
de  ST,  coupe  Ox  et  Oy  en  U  et  V,  on  a 

MU  _  PS 
Wv  "  PT' 

et   déduire   de   là   une   construction  géométrique   de   la   tan- 
gente UV  quand  le  point  P  est  donné  et  réciproquement. 

M.  d'Ocagne. 

2263.  Construire  les  foyers  et  les  sommets  de  l'axe  focal 
d'une  conique  dont  on  donne  un  point,  le  centre  de  courbure 
correspondant,  et  :   1"  soit  un  axe;  2"  soit  le  centre. 

M.  d'Ocagne. 

226(î.  On  considère  toutes  les  conciioïdcs  d'une  courbe  (M) 
quelconque  par  rapport  à  un  pôle  O.  Pour  chaque  position  du 
rayon  vecteur  O.M  le  lieu  des  centres  de  courbure  répondant 
à  toutes  ces  conchoïdcs  est  une  conique  r  dont  on  donnera  une 
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détermination  géométrique  complète.  Reconnaître  à  quelle 
condition  géométrique  la  conique  F  est  une  ellipse,  une  para- 
bole ou  une  hyperbole,  en  remarquant  qu'elle  ne  peut  jamais 
être  un  cercle.  Examiner  spécialement  le  cas  oii  la  courbe 
(iM)  est  une  spirale  d'Archimède  de  pôle  O  et  déterminer  dans 
ce  cas  les  axes  de  la  conique  T.  M.  d'Ocagne. 

2267.  Démontrer  géométriquement  que  si  la  normale  en  un 
point  M  d'une  parabole  rencontre  en  N  l'axe  de  celte  courbe, 
en  P  la  tangente  au  sommet,  et  si  Q  est  le  milieu  de  MN,  le 
rayon  de  courbure  en  M  est  le  double  de  PQ. 

M.  d'Ocagne. 

2268.  Si,  d'un  point  M  pris  sur  une  conique,  on  mène  à  cette  ^  . 
courbe  les  trois  normales  MP,  iMQ,  MR  autres  que  la  normale  "**■  T 
en  M,  le  triangle  PQR,   inscrit  à   la   conique   donnée,  est  en 

temps  circonscrit  à  une  conique  fixe  (').  G.  Fontené. 

2269.  Etant  donnée  la  courbe  de  Vivian!  représentée  par  les 
équations 

x^  +  y'-^z- — a2=o,         x^  +  y- — ax  =:  o\ 

démontrer  qu'une  droite  qui  se  dé|)lace  en  s'appuyanl  sur  cette 
courbe,  sur  l'axe  0-3  et  en  restant  parallèle  au  plan  xOy, 
rencontre  constamment  une  seconde  courbe  de  Yiviani  située 
sur  une  sphère  à  laquelle  la  droite  reste  tangente. 

F.  BALITRAXn. 

2270.  Démontrer  que  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point 
double  d'une  courbe  de  Viviani  et  pour  base  cette  courbe  est 
de  révolution.  F.  Balitram). 


(  '  )  Sur  les  propriétés  des  triangles  inscrits  à  une  conique  et 
circonsci  its  à  une  autre  {Nouvelles  Annales,  1S99,  p.  Syç);  Bévue 
de  Mathématiques  spéciales,  1900,  p.  473)-  J-cs  triangles  PQH  ont 
déjà  été  considérés  par  M.  Weill  {Nouvelles  Annales,  1880,  p.  60)^ 
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\orE  DK  LA  i;eik\ctio\ 

AU    SUJET    DKS    QUESTIONS    NON    RÉSOLUES. 


L'appel  adressé  à  nos  lecteurs  par  larlicle  publié 
dans  le  numéro  de  juin  dernier  a  reeu  de  beaucoup 
d  entre  eux  un  accueil  dont  nous  ne  saurions  a-^sez  les 
remercier.  Grâce  à  leur  concours,  nous  avons  le  droit 
d'espérer  que  la  liste  des  questions  restées  sans  solu- 
tions subira  des  réductions  notables. 

Dans  le  numéro  de  janvier  1916,  nous  rééditerons 
cette  liste  de  la  page  24^,  modifiée  d'après  les  solutions 
annoncées,  reçues  ou  publiées. 

En  outre,  dans  le  courant  de  l'année  prochaine, 
nous  réimprimerons  successivement  les  énoncés  de 
ces  anciennes  questions  restées  jusqu'ici  sans  réponse. 

Rappelons  que  nous  entendons  par  là  les  questions 
|)roposées  depuis  la  fondation  du  Journal  (i84'0  j<"S- 
(]u"à  la  fin  de  Tannée  1910. 
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[K'6a] 

LE  CALCUL  SYMBOLIQUE 
DES  COORDO.WÉES  BAUYCENTKIQIES; 

Par  m.  a.  AURIC, 

Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 


Nous  nous  proposons  d'exposer  dans  ce  MémoirCj 
d'une  manière  systématique,  le  calcul  symbolique  des 
coordonnées  barycentriques. 

Nous  étudions  d'abord  les  combinaisons  linéaires^ 
des  points-masse  qui  conduisent  aux  différences  de 
points  vulgairement  appelés  couples  et  improprement 
vecteurs  libres;  la  propriété  caractéristique  de  ces 
points  de  niasse  nulle  est  d'être  situés  sur  le  plan  de 
l'infini  de  l'espace  considéré. 

Nous  éludions  ensuite  les  élémenls-masse  de  degré 
supérieur  et  nous  établissons  les  formules  générales 
permettant  de  déterminer  les  diverses  grandeurs  géo- 
métriques qui  en  résultent  :  distance  de  deux  points, 
surface  d'un  triangle,  volume  d'un  tétraèdre,  dislance 
d'un  |)oint  à  une  droite  et  à  un  plan,  distance  de  deux 
droites,  etc. 

Nous  résolvons  complètement  le  problème  qui  con- 
siste à  déterminer  dans  un  espace  (|uelconque  le  nombre 
minimum  d'éléments-masse  auxquels  une  combinaison 
linéaire  de  tels  éléments  peut  être  ramenée. 

Enfin,  nous  donnons  en  terminant  les  principes  du 
calcul  symbolique  des  systèmes  linéaires. 

Définitions  générales.  —  Considérons,  dans  un  do- 
maine ou  espace  à  k  dimensions  0(i ,  2,  3,  . . .,  A"  -h  i)- 
ou  Oy[^.,,A'  +  i  pôles  géomélriques  ou  points  de  rélé- 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XV.  (Nov.   191S.) 
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rence  0|,  O2,  ...,  Oa^_,.(  auxquels  sont  respectivement 
appliqués  k  +  i  niasses  ou  coefficients  algébriques  m^, 
m2,  • .  -,  n^k+i  qui  peuvent  être  par  exemple  des  nombres 
algébriques  appartenant  à  un  corps  C. 

Ces  masses  ont  pour  résultante  une  masse  totale 

/no  =  ^  nii 

appliquée  en  un  point  géométrique  M  appartenant  à 
l'espace  0|_^,,  lequel  peut  être  précisément  défini  par 
l'ensemble  des  nombres  m,,  Wo,  . . .,  m/t^,. 

On  dit  que  /?«,,  nio-,  .••■,  /^ïa+i  sont  les  coordonnées 
barjcentriques  du  point-masse  /??o^i  avec  l'égalité  fon- 
damentale symbolique 

rrioM  =  mi  Oi  -{-  m2  Oo-H.  .  .-T-  /«A-t-i  Oam-i- 

Les  coordonnées  barycentriques  constituent  un  cas 
particulier  des  substitutions  linéaires,  car,  dans  la 
substitution  linéaire  générale 

/2oIV  =  /??!  Oi  -f-  moOs-t-.  .  .-4-  /nA+i  Oam-i, 

on  aura  généralement 

S  nii  =  mo  ^  «u  ; 

il  suffira  dès  lors  de  poser 

M  =  :^  N 

pour  ramener  la  substitution  à  une  définition  de  coor- 
donnée barycentriqiie. 

Sous-groupes  r/e  Vespace  primitif .  —  Si 

m/,-Hi  =  m/,  —  fn/,-i  =  .  .  .  =  ni/,.  ,+1  =  o 

ot  nik^iy^  o,  on  (lit  (|ue  M  appartient  à  l'espace 
0(1,  2,  ...,  k  —  i)        ou        O'.,. 
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et  l'on  voit  aisément  que  0|^,,  0|,  0]_,, 
des  sous-groupes  successifs;  de  même,  si 

m,  =  m2  = . .  .  =  /« ,-]  =  G 


forment 


etmy^o,  Mappartientà  l'espace  0(y,y  +  i ,  ...,  A-+i) 
ou  Oi_^^   et  O;^,,  0|^,,  0|+,,   ...  forment  également 
des  sous-groupes  successifs. 
Lorsque 

mo  =  mj  H-  m2  -j- . . .  -f-  mx+i  =  o, 

on  dit  que  le  point  géométrique  M  est  rejeté  à  l'in- 
fini; en  d'autres  termes,  qu'il  appartient  à  un  sous- 
groupe  ùl^^  (plan  de  l'infini)  de  O^^,  défini  précisé- 
ment par  la  condition 


Wi  -i-  rn^ 


m/c^i  =  o. 


Chacun  des  sous-groupes  0^_.  et  O^^,  possède  éga- 
lement des  sous-groupes  ou  plans  de  l'infini  Çil_.,  Q^'^, 
qui  sont  aussi  des  sous-groupes  de  Q^_^,  comme  il  est 
facile  de  le  vérifier. 

D'une  manière  générale,  admettons  qu'il  existe  h  re- 
lations linéaires  indépendantes  (A<Â4-i)  entre  les 
coordonnées  /??,,  m^,  ..,,  w^+i, 


^l-+i  nik+x  =  o, 


//,  =  q'inii-^  fj'.ini-. 


q'l^^m,:+x  =  o. 


Les  délcrminanls  d'ordre  h  extraits  de  la  matrice 


71     S'i 

vï    gl 


g'i   q'i 


n'! 


(  484  ) 

ne  sont  pas  tous  nuls,  car  sinon  les  relations  données  ne 
seraient  pas  indépendantes. 

Dans  ces  conditions,  les  h  relations  définissent  un 
espace  à  A"  —  h  dimensions,  sous-groupe  de  O^^,  ainsi 
que  des  espaces  définis  par  h  —  i  de  ces  relations. 

On  peut  évidemment  remplacer  une  des  relations 
ci-dessus  par  une  combinaison  linéaire 


Appelons  A  le  déterminant 


4->^?A=0. 


q\ 

q\       . 

■    q\ 

9-1 

ql    ■ 

■   q'h 

9'1 

q'i    . 

■    q'L 

que  nous  supposons  p^  o.  A'- le  mineur  corres|)ondant 
à  l'élément  ^',  A(/,  j)  le  déterminant  A  dans  lequel  on 
remplace  les  éléments  de  la  /"''"''  colonne  q\^  q],  ...,  q^ 
respectivement  par  ^j,  q'-j^  ...,  //y,  il  viendra,  en 
posant  Ày:=  Ay, 

91=        A/7Î1-I- A(  I,  A  4- ()»J/,_^i 

-+-  A (^  I ,  li-\-  1)  mii+2  -t- .  .  .  -f-  A (  I ,  k  -\-i)  ni/^+i  —  o, 
<pt=       Am2-I- A(2,  A  H- i)/?i/i+i 

-h  \{'j.,  h  -\-  'i)  ni/,^.,  -H ...  H-  A ( '2 ,  A-  -H  I  )  /«/.-+-1  =  o, 


0/,=        A/?l/j4- A(/i,  A-l- l)/?J/i4-i 

-f-  A(  A,  A  -4-  2)m/jH-2-H .  .  .-f-  A(A,  /i  -I-  \)m/,^i  =  o 


dont  la  matrice  est 

A    o     ... 
o     A      ... 


"  qLi   ql^-i    •■■   qLi 
"  q'i+i   q'Ui    ■••   ql+i 


"  «   •••   ^  q'L,   q'L,   ■■•   q'L, 
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On  dira  que  les  relalions  et  la  malrice  ont  été  mises 
sous  la  première  forme  canonique. 

On  admettra  comme  seconde  forme  canonique  de  la 
malrice 

<i\    q\    •••    qU,.u   A   o    ... 


q\   ql 


q1   q'ï 


qi+ 


l-h 


n,x  k  « 


Espace  défini  par  de  nouveaux  pôles.  —  Il  est 
c\a\r  qu'on  aurait  pu  choisir  dans  0^_^,,  A  +  i  autres 
points  comme  pôles  de  référence;  on  aurait  ainsi 
déterminé  des  sous-groupes  successifs,  transformés 
par  homographie  de  ceux  qui  ont  été  définis  précé- 
demment. 

D'une  manière  générale,  considérons  h  points  de 
0;,,(A<A--i-.), 

/niMi  =  m}Oi-i-  m^Oî-i-.  ..-H  ni\^^Oh^\, 

• 1 

m'^  Ma  =  w^  0,  -+-  ni'.i  O2  +  . .  .  -f-  m^'^,  O*^  1 

avec  les  conditions 

m^  =  m',  -I-  m |j  -H ...  -h  tn\^^. 

Si  tous  les  déterminants  d'ordre  h  extraits  de  la 
matrice 


m\      . 

■    '"Li 

m'r; 

•    "'Li 

mil      . 

•  "^1-+. 

ne  sont  pas  tous  nuls,  nous  dirons  que  ces  h  points 
définissent  un  espace  à  A  —  i  dimensions  M(i ,  2,  ...,  h) 
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ou  Mj^  avec  la  formule  fondamentale  symbolique 

Pn  =  P\-^P2-^---^P'h- 


et 


Nous  pourrons  définir  ainsi  h  points  N,,  Nj,  .  . .,  N^  et 
un  espace  N(i,  2,  . . .,  h)  ou  ]N^  qui  sera  le  transformé 


de  M;^. 


Nous  supposerons  le  déterminant 


p\ 

p'2   ■ 

■■  Pï 

p\ 

p\    • 

■■  Pi 

p'i 

p'i  . 

■   p'i, 

7^0, 


afin  de  pouvoir  exprimer  réciproquement  M,  en  fonc- 
tion de  Ny  et  en  appelant  A'-  le  mineur  correspondant 
à  p' ,  il  viendra 


AIV],  =  />J  a;  N,^/,;;  A;  N,  +  .  .  .-4-/>g  Af  N/, 


avec 


Pl)^}  -^-/^o^i■ 


Pi)  ^[  —  J, 


ce  qui  montre  que  la  relation  ci-dessus  est  bien  une 
définition  de  coordonnée  barjcenlrique. 

On  aura  également,  en  remplaçant  M,,  M,,  ...,  Ma 
par  leur  valeur, 


La  somme  des  coefficients 


'A-.+  l 


est  égale  à 


vi  sa 
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de  soiie  que  nous  avons  l)ien  une  définition  de  coor- 
donnée barjcentrique. 

On  dira  que  l'espace  N(i,  2,  ...,  h)  ou  N^  est  mis 
sous  la  première  forme  canonique  lorsque  la  matrice 
des  coefficients  ?i'j  sera 


X 

0     . 

0 

«L. 

<..      ■ 

••    ^L, 

0 

X     . 

0 

'^L, 

^U      ■ 

•  «1.. 

0 

0 

.     X 

<.-2      ■ 

•    -L. 

Si  le  déterminant 


ml 

ni\      . 

■  "';. 

/nj 

ml      . 

•  < 

m'i 

m'.i     . 

■  < 

^o, 


il  est  toujours  possible  de  déduire  de  M^  un  espace 
canonique  N^.  Appelons  comme  précédemment  o'-  le 
mineur  de  ô  correspondant  à  l'élément  m':  et  o(i,j)  la 
valeur  que  prend  0  lorsqu'on  remplace  les  éléments  de 
la  i'^""' colonne  ml,  m] 
m] 


V 


.2 
, ,  nij^  on  aura,  en  multipliant  par  ô^' ,  8J, 


m-  respectivement  par  nij , 

,8^ 


et  en  ajoutant, 


ni  Ni  =  mi  5}  M ,  +  m^  S;  Ma  -^  .  .  .  +  m^'  of  M/, 
=  80/-+- 8(1,  A +1)0/,+, 
-hS(/:',  a  -t-"2)0/,+  2-H..  .+  8(1,  A-h-i)Oa+i 


avec 


Somme  algébrique  de  poinls-masse.  ■■ —  La  nota- 
tion du  point-masse  moM  tombant  en  défaut  lorsque 
la  masse  est  nulle,  nous  désignerons  pour  simplifier 
par  a^,  6^,  c^J,  ...  des  points  de  masse  non  nulle  situés 
dans  l'espace  à  k  dimensions  0{^,  et  par  a^,  [3^,  y^,  ... 
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des  points  de  masse  nulle  appartenant  au  plan  de  l'in- 
fini Ql_^.f  et  n'ayant  en  conséquence  que  k  coordonnées 
indépendantes. 

Par  définition,  la  somme  algébrique  de  plusieurs 
points-masse  est  un  point-masse  dont  les  coordonnées 
sont  les  sommes  algébriques  des  coordonnées  corres- 
pondantes des  points-masse  composants.  Il  est  évident 
que,  si  les  coordonnées  de  points-masse  donnés  satis- 
font à  une  ou  plusieurs  relations  linéaires,  toute  com- 
binaison linéaire  de  ces  points  satisfait  également  à  ces 
relations;  en  particulier,  toute  combinaison  linéaire 
des  a{,  ^^,  y^,  . .  •  appartient  aussi  à  ù{_^, . 

Un  point-masse  peut  toujours  être  considéré  comme 
la  différence  de  deux  points-masse  dont  un  est  donné 
a  priori;  lorsque  le  point  a  une  masse  nulle,  il  est 
clair  qu'il  est  la  différence  de  deux  points  ayant  même 
masse  et  qu'on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

m(M  — N)         ou         m(P  — M), 

m  et  M  étant  donnés  a  priori;  on  appelle  souvent 
improprement  vecteur  libre  le  point  de  masse  nulle; 
il  est  préférable  de  l'appeler  différence  ou  couple  de 
points  ou  plus  simplement  couple. 

Composition  des  couples.  —  Pour  composer  plu- 
sieurs couples  on  peut  : 

i"  Donner  à  tous  les  couples  le  même  point  initial 
(ou  final);  le  second  point  du  couple  résultant  sera  le 
résultant  des  seconds  points  des  couples  composants 

m,  (M  —  Ml)-!-  W2(M  — M2)-H  /n3(M  —  Mj) -i-. . . 

=  2/n/(M  — N) 

si 

w,M|  -f-  maMi-l-  mjMa-i-.  .  .=  S/?i/N; 
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2"  Donner  à  tous  les  poinls  des   couples  la  même 
masse  absolue  ±  m  et  choisir  comme  premier  point 
d'un  couple,  le  deuxième  point  du  couple  précédent 

„j(M  — N)-+-m(N-P)^m(P-Q)  =  m(M-Q), 

c'est  la  composition  bien  connue  des  vecteurs  libres. 
Soit  un  couple 

avec 

£  nii  =  o  ; 

P  étant  un  point  géométrique  quelconque,  on  aura 

o  =  mi  P  -H  m2  P  -4- . . .  -H  m/c+i  P, 
d'où 

a^  =  m, (0,—  P)  +  W2(02—P) -+-... -+-"Ia+i(Oa+i  —  P), 

en  particulier  si  P  =  O/,  a^  sera  exprimé  en  fonction 
des  k  couples  Oy —  O,. 

Expression  générale  d'un  couple.  —  Considérons 
deux  poinls  de  masse  non  nulle 

moM  =  miO,-4-  m202-+-. . .+  mA+iO/,-+-i, 

n„N  =    «lOi-f-    «2  02-4-...-+-    AlA-t-iCyt+i. 

Par  combinaison  linéaire  on  obtient  la  formule  fonda- 
mentale 

m.i     mo 

ni      n-a 
m,     m. 


mono(M  —  N)=a^  =  S 


O, 


=  £ 


m     n. 


(0i-0j)=I.Cij{0i-0j), 


Zij  étant  un  déterminant  quelconque  extrait  de  la  ma- 
trice 

\    ni\     m-2     ...     "^k-<-i 

I       «1  «2         .  •  •  ^A-f-l 


ou 
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Pour  /r  =  1  ,  on  a 

a|  =  (m,  «2— «i2^i)(0i  —  Oo) 

mo«oCM  — i\)        ,no(M  — O2) 


=  (0,-02), 


m,  «2  —  fn^ni  /», 

ce  qui  permet  d'établir  la  relation 

(M-N)(0,-02)  =  (M  — 0,)(N-02) 


Pour  A"  =  2,  il  vient 


-(M-0,)(N-0,). 


m. 

nii 

rrii 

I 

I 

r 

n\ 

n-2 

"3 

= 

§23 

S31 

S12 

O2-O3 

O3-O, 

O.-O2 

0, 

02 

O3 

a.', 


Pour  A"  =  3,  on  a 

aj  =8,2(0,-02) -4- 8,3(0, —  03)  + 8,4(0,-04) 

-t-  ^23(02  -   O3)  +  834(03—  O4)  +  642(04—  O2) 

=   2(8,2+8,3-4-8,4)0,. 

Ces  deux  dernières  formules  donnent  la  décomposi- 
tion d'un  vecteur  suivant  les  trois  côtés  d'un  triangle 
de  référence  dans  le  plan  ordinaire  ou  suivant  les  six 
arêtes  d'un  tétraèdre  de  référence  dans  l'espace  ordi- 
naire. 

Points  dérivés.  —  Lorsque  les  coordonnées  d'un 
point-masse  moM  sont  des  fonctions  dérivables  d'une 
ou  plusieurs  variables  on  peut  dire  par  définition  que 
les  dérivées  successives  de  ces  coordonnées  repré- 
sentent des  points  qui  sont  les  dérivés  successifs 
de  /no M;  ces  points  dérivés  forment  des  ensembles  ou 
des  mukipliciiés  suivant  le  nombre  et  la  nature  des 
variables  ou  paramètres. 

En  particulier,  si  les  coordonnées  de  moM  sont  des 
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polynômes  entiers  en  t  de  degré  n,  il  est  clair  que^ 
lorsque  /  varie,  M  décrit  une  courbe  de  degré  n;  les- 
dérivés  successifs  M',  M", M'",  .  .  .  décrivent  des  courbes 
dont  le  degré  va  en  diminuant  de  telle  sorte  que  M"~- 
décril  une  conique,  M"~'  une  droite  et  M"  reste  fixe. 

Principe  du  calcul  symbolique.  —  On  a  examiné 
précédemment  les  diverses  combinaisons  linéaires 
qu'on  peut  obtenir  avec  les  pôles  de  référence 

0„     O2,     ...,     Oa-^1. 

Pour  étudier  les  combinaisons  d'un  degré  plus  élevé^ 
on  appliquera  aux  coefficients  ou  masses  les  règles  du 
calcul  algébrique  ordinaire  et  aux  pôles  0( ,  O2,  ...,0a+« 
les  règles  d'un  calcul  symbolique  fondé  sur  le  postulat 
suivant  : 

0,Oy=-OyO/, 

d'où 

0/0,  =  o. 

Cette  convenlion  conslilue  en  somme  la  définition- 
même  des  éléments  géométriques  doués  de  sens  et  les. 
applications  qui  en  découlent  présentent  la  plus  grande 
analogie  avec  le  calcul  des  déterminants  et  des  ma- 
trices. 

Produit  symbolique  de  points  de  masse  non  nulle. 
—  Considérons  h  points  de  masse  non  nulle 

mJlVI,=  »j}  Oi-H  /ni  0-2 -4-. .  .-Hw^i+i  0/,-Hi, 
m§  M,  =  mf  Oi  +  m^  O2 -f- ...-+- /n|^,  Oa-,  1, 

m(;  Ma  =  m''  O,  +  m^'Oî  ^- . .  .  +  m^.^,  Oa+i  ; 

en  multipliant  et  en  tenant  compte  des   conventions- 
admises,  on  obtient  l'expression  de  rélément-ma?se  dé 
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degré  h 

a>l  =  m},ml...  m'i  M,  M,  .  .  .  M/,  =  S  S,,„...4  0,,0,^ . . .  0,^, 

0, ,     ,,_  étant  un  déterminant  quelconque  extrait  de  la 

matrice 

m\      m\      ...      m|.^j 

m'i      m'r,      ...      m 7. ,  , 


/?i:,' 


Ces  déterminants  ne  sont  pas  tous  nuls,  sinon  il 
y  aurait  une  relation  linéaire  entre  les  points  donnés, 
ce  que  nous  ne  supposons  pas;  on  peut  donc  admettre 
que  S, 2. ..^72^0,  car,  dans  le  cas  contraire,  il  suffirait 
d'efTectuer  une  permutation  de  colonnes.  (Considérons 
h  points  quelconques  de  l'espace  M(i  .2 ...  h) 


«5  N2=  njMi-H  nlMi- 


ng  i\A  =  n'i  M 1  +  nlf  M2  ^ . . .  -^  «^  M/,  ; 
d'où  en  multipliant 
«ing  ...n{|N,N2...N/,= 


ni     n}. 


n'{     n^ 
=  AM1M2...MA, 


M,  Mj 


M, 


il  suffira  donc  de  poser 


A/nJ  rn'^  . .  .  m^ 


pour  avoir 

ni«g  ...rtSNrN2...NA=  /njmg  .  . .  m^'M,  Mj . . .  M^. 

Gela  signifie  qu'on  peut  transformer  homographi- 
quement  l'élément  géométrique  donné  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace  géométrique  défini  par  cet 


(  493  ) 
élément  à  la  condition  de  déterminer  en  conséquence 
la  masse  correspondante;  ainsi  un  segment  peut  être 
remplacé  par  un  segment  quelconque  de  la  droite  ser- 
vant de  support,  un  triangle  par  un  triangle  (:|uelconque 
contenu  dans  le  même  plan,  etc. 

Les  coordonnées  contenues  dans  le  produit 

mlml  .  .  .  m^Mi  . .  .  M/j 

sont  au  nombre  de  A(A -f-i);  nous  avons  vu,  d'autre 
part,  qu'on  peut  introduire  h^  indéterminées  n'j  à  la 
condition  de  les  lier  par  une  relation  :  il  en  résulte  que 
les  coordonnées  vraiment  indépendantes  d'un  élément- 
masse  a^.  sont  au  nombre  de 

A (  A-  -h- 1  )  —  /î2  +  I  =  /î ( A-  -t-  I  —  A )  -4- 1. 

En  d'autres  termes,  on  peut  profiter  des  h^  indéter- 
minées n':  pour  réduire  l'élément  et  sa  matrice  à  la 
forme  canonique 


X     O 

O     X 

O     O 


O    PU 


X 


P'UI 


P'Ux 


dans  laquelle  le  nombre  des  coordonnées  indépendantes 
est  visiblement  de  h(k  -i-  i  —  /<)  +  i  ;  on  voit  aussi 
par  celte  expression  que  les  éléments  de  degré  h  et  de 
degré  k -{- i  —  h  (qne  nous  appellerons  complément 
taires)  ont  le  même  nombre  de  coordonnées  indépen- 
dantes. 

Toute  combinaison  linéaire  d'éléments-masse  a^' 
s'obtient  aisément  en  edectuant  la  combinaison  linéaire 
correspondante  sur  les  coefficients  &,  ,  o,,_;  toutefois,  à 
l'enconlre  de  ce  qui  se  passe  pour  les  poinls-masse,  on 
n'obtient  jias  en  général  un   élément-masse  de  même 
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degré,  mais  bien  une  expression  de  la  forme 

£m„/,...„0,,0/,..  O4, 

dans  laquelle  les  coefficients  m^j^  ^^^  peuvent  être  con- 
sidérés comme  des  coordonnées  indépendantes. 
Le  nombre  de  ces  coordonnées  est 

^,       _  (Â:+  i)A'(A-— i)...(A--f-2  — A)  (A--T-I)! 


1.2.3...  A  /i!  (A-h  I  —  A)  ! 

Ce  nombre  est  évidemment  le  même  pour  des  élé- 
ments ayant  des  degrés  complémentaires. 

Ces  considérations  permettent  de  déterminer  d'une 
manière  tout  à  fait  élémentaire  le  nombre  minimum  OL 
d'éléments-masse  de  degré  A  auxquels  une  combinaison 
linéaire  quelconque  de  ces  éléments  peut  être  ramenée  : 
il  est  clair  que  ce  nombre  dL  est  le  quotient  par  excès 
<le  la  fraction 

(A- -4-1)! 

hUk-i-  i—h)l[h{k-^-i  —  h)  -{-  i] 

€t  la  différence 

(/C4-  I)! 


i)!-  [  A  (  A  -4-  t  —  A  )  +  I  ]  — 


A  !  (  A  -+-  I  -  A  ) 


représente  le  nombre  de  conditions  supplémentaires 
qu'on  peut  imposera  ce  système  réduit  de  5X>  éléments. 

Prenons  le  cas  classique  des  segments-masse /??o/2oMN 
dans  l'espace  à  trois  dimensions  h  =  2,  A"  =  3. 

On  trouve  aisément  SL  =  2  avec  2x5  —  ô  =:  4 
condilions  supplémentaires. 

On  sait  en  elTet  qu'un  système  linéaire  quelconque 
de  segments-masse  ou  forces  peut  être  ramené  à  deux 
segments-masse,  l'un  passant  par  un  point  donné  O, 
l'autre  contenu  dans  un  plan  donné  tz  (en  tout  4  con- 
dilions). 
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Par  Je  point  O  et  chacun  des  segments  M/N,  on 
mène  un  plan  qui  coupe  tz  suivant  une  di'oite  A/  et  l'on 
peut  décomposer  le  segment-masse  M/N/  en  deux 
segments-masse,  l'un  passant  par  O,  l'autre  porté 
par  A,  :  chacun  de  ces  groupes  a  une  résultaute,  l'une 
qui  passe  par  O,  l'autre  contenue  dans  tt. 

Il  n'y  a  d'exception  à  ce  raisonnement  que  lorsque 
M/N/  est  parallèle  au,  auquel  cas  le  segment  est  porté 
par  la  droite  de  l'infini  de  tc  :  la  résultante  peut  être 
alors  soit  dans  un  plan  parallèle  à  —,  soit  entièrement 
rejetée  à  l'infini  sur  ce  plan. 

Lorsque  k  est  très  grand,  on  peut  dire  que  dZ,  tend 
asymptotiquement  vers  sa  valeur  principale 


soit 


A!  h 


k  k^ 

4     ''      ^ 


|)Our   les   éléments-masse    des   deuxième   et  troisième 
degrés. 

k  +  I  étant  donné,  le  maximum  de  dX=  a  lieu  lorsque 

h  est  aussi  voisin  que  possible  de  j  d'où 

3-.  '^-*'>' 


vm- 


et  lorsque  h  devient  très  grand  la  valeur  asvmplotique 
de  X  est,  d'après  les  propriétés  de  l'intégrale  eulé- 
rienne, 

OZr^    __i _. 

v/Tr(A-^-  iY 

Lorsque  /i  =  k-{-  i  le  produit  de  A  +  i  points-masse 
est  nécessairement  de  la  forme  a^^^  =  mO{02  • . .  Oa+i, 
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de    sorte   que   l'élémeot  géométrique  peut  être  sous- 
entendu  et  un  pareil  produit  est  en  tous  points  compa- 
rable à  un  nombre  algébrique  m. 

Au  delà  de  k -\-  \  facteurs  le  produit  est  toujours 
nul,  car  il  se  trouve  nécessairement  dans  chaque 
produit  partiel  0/0/=:  o,  donc  aj^^'  =  o  pour  f  >«  i . 

Le  produit  de  deux  éléments  de  degrés  complémen- 
taires ^^6^"'"'"'^  est  un  élément  c\^^  qui  se  comporte 
dans  les  combinaisons  linéaires  comme  un  nombre 
algébrique. 

Produit  symbolique  de  couples.  — Avant  d'étudier 
le  produit  symbolique  obtenu  en  multipliant  des  points 
de  masse  nulle  a^,  il  y  a  lieu  d'établir  une  formule 
préliminaire.  Posons 

(M,-  M/,+,)(Mo-  M/,+0  ...  (M/,-  M/,+.  )  =  cc'l, 
(M.-P)(M,-P)...(M/,-P)  =  p^., 

^^.  =  (M,-P)(M,-P) 

=  M,M2— (Ml— M2)P  =  M,M2— a^P. 

Nous  allons  démontrer  que,  si  l'on  a 

P^^  =  M,M2...M/,-a^-'P, 

on  aura  également 

p/j+i  =M,M2...IVW,-a^.P. 

En  effet,  en  remplaçant  dans  [i^,  P  par  M^^,,  on 
obtient  a^,  d'où 

a'l.=  M,M2...M/,  — 7.^r'M/,+,; 

d'autre  part, 

P4+1  =  |3;j(IVW,  -  P)  =  (M.M2  .  .  .  M/,-  a'-'  P)(M/,+,-  P> 
=  M,  M2 .  . .  M/,^,  -  (  Ml  M2 . . .  M/,—  a'î-'  M/,+1  )  P 
=  MjMî . ..  M/j+i— a''.P.  c.  Q.    F.   D. 
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On  peut  écrire  comme  il  suit  h  points  de  masse  nulle, 
P  étant  arbitrairement  choisi  etm  =  mlm'l . . .  mj^^^o, 

mi(Mi  ~  ?)  =  m\(0^  —  ?  )  -^  m\{0.—  Pj+... 
ml  (  M,  —  P  j  =  mf  (  O,  —  P  )  ^  m|  (  0,  —  P  )  -+-  .  .  . 

+  /"L,(0/,+,-p), 
» 

m/'(M/,— P;  =  ,„/'(  0,-P)  +  m/'(02 -P)+... 

+  '«L,(0,,,-P), 

et  au-dessousy  points  de  masse  non  nulle 

/«(,'+'  M/,+,  =  /«/'+i  0,4-  /»/'+'  0,  +  .  .  .+  m'll\  0/,+i, 

1 

/«^^  Mn  ^j  -  /n^-/-  0 1  +  m^>  O2  + .  .  .  +  „i/'^./  0;..+, . 

En  multipliant,  il  viendra 

,„(M.-  PKM,-  P) . .  .  (M/,-  P;M/,^,  .  .  .  Mn^j 
=  /»(M,  M, .  . .  M/,-  a^.->  P)M/,^,  .  . .  M„^j 
=  /n(  M.  M, . .  .  M/,,,—  -4-'  PAl/,^,  . .  .  M^_^j) 
=  ^  °\-.. /,.-./ (0,,-  P)(0,,  -  P) . .  .  (0„.  -  P)0„,^,  . . .  O,,,. 

2  S/,.,...,,^,(0,.0., .  .  .  0,„_  yf  :  P)0,,^.  .  .  .  O,,^. 

S  o,.4...„.;(0,.0„  . .  .  O,,,,-  y^-.  PO,,^.  . . .  0,,,,^). 

Mais  on  a  démontré  précédemment  que 

des  lors,  il  reste,  en  supprin)ant  le  facteur  commun  P, 

ce  qui  constitue  la  formule  fondamentale  pour  le  calcul 
des  éléments  formés  par  le  produit  de  points  de  masse 
nulle. 

Ann.  de  Mathémal.,  /^  série,  t.  XV.  (Nov.   19,5.)  34 


—  y 
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On  a  en  particulier  les  formules  suivantes  : 
mi  ml  M,  M,  =  S  0,7 0/Oy, 

mi  ml  ml  M,  Mg  M^  =  Z  o,j/,  0/Oy  O/,, 
ml  ml  m  »  (  iM  1  M,  -4-  iMj  M3  ^-  M3  M ,  ) 

=  S  ô/y/,  (  0,0y  +  Oy  O/,  -+-  O/,  O,), 

mj  m^  „i3  „,i  Ml  MoMsIVI;  =  S  o,y/,/0,  Oy  0/,  O/, 
m •  m^  ,»3  „i4  [ M,  M,  M3  -  ( M,  M^ ^  ISI^ M, -+-  M3  M ,  )  M4 ] 

=  £  8,7/,/(0/OyO/,-  [0,0y+  OyO/,+  0/,0,)0/], 

S/7,  S/yA)  S/yA/  étant  les  déterminants  extraits  des  ma- 
trices formées  avec  les  coefficients  des  points  compo- 
sants. 

Remarquons  que  le  produit  des  h  points  de  masse 
nulle  a]  par  un  point  de  masse  non  nulle  niM  est  un 
produit  de  h  +  \  points  de  masse  non  nulle,  car  dans 
l'expression  de  a]  = /;?|j(j\I, —  P)  il  suffit  de  prendre 
P  z=  M  pour  que  le  produit  soit  visiblement 

m},  ml  .  .  .  m'^m  Mj  M,  .  .  .  IM/,  iNK 

Rappelons  enfin  que  les  éléments  a^,  |S^',  ...  sont 
contenus  dans  0]_^,,  c'est-à-dire  dans  un  espace  à 
/»■  —  I  dimensions  :  dès  lors,  pour  connaître  le  nombre 
minimum  d'éléments  dL  auxquels  un  sysième  linéaire 
(juelconque  de  ces  éléments  peut  être  ramené,  il  suffit 
de  changer /r  en  A" —  i  dans  les  formules  établies  plus 
haut. 

yipplications  géométriques.  —  On  a  établi  la  for- 
mule 

MiO,03...0/.+i  ^  m[ 
0,0.03...  O/..+  1        '«i' 

c'est  la  (b'finition  habilMclîe  des  coordonnées  barycen- 
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triques    (surface    du    triangle    MjOaOs    dans    le    plan 
ordinaire,     volume    du     tétraèdre    M,02  03  04     dans 
l'espace  ordinaire). 

En  utilisant  la  définition  m^  =  S/;<^',  on  a 

0,02...  0^+1  =  Ml  O2  O3 . . .  0/,+,  -^  Oi  M,  O3 . . .  Oa+i  -4-, . . 
+  O1O2...OAM,, 

€t  il  est  aisé  de  voir  que  cette  formule  subsiste  pour 
k  -\-  1  points  quelconques. 

En  considérant  deux  points  M,,  Mj,  on  a  établi  la 
relation 

M1M2O3O4 . . .  Oa-m        (M,  -  Î\l2)0,04 . . .  0/,+, 


O1O2O3O; 


0;^+,  (0,-0.,)03  0i 

m  I      m  \ 
ni\     ni -y 


O 


A-KI 


d'où  en  utilisant  la  formule  précédente 

Ml  M,  O3 . . .  0/,^.i  -  0,  O2  O3 . . .  Oa+1 

^      Mi0.2  03...0/,+  i     O1M1O3...OA+,   I 
M2  02  03...0/,H-,     0,M2  03...0a-+,   r 

Si  A"  =  I ,  M,   et  Mo  sont  situés  sur  O1O2  et  l'on  a 

M)  M2 .  Oi  O2  =  M ,  O, .  M,  O2—  M,  O2 .  M2 Oi. 

Avec  trois  points  M,,  Mo,  M3,  on  a  la  relation 

M1M2M3O,  ...0/,+i  ^  (  M 1  M,  ^  M2  M3  -+-  M3  Ml  )  Ot  . . .  0/,+i 
OiOjOjOi  ...0/,+  ,  (0,02+0203+030,)04...0/,+, 


ml 

m\ 

ni\ 

ni\ 

m\ 

ml 

ni\ 

ml 

ml 

itilmlmX 


0  "Hi  "'0 


(    ôoo   ) 


d'où  1  on  lire 


WiMaMsOi  .  .  .  0/,+,.(0,02  .  .  .  0/,+,)2 

M,02...0a+,     OiM,03...0ah-i     0,0,M,04...0am-i 

M,02...0a  +  ,        OiM2  03...0/,+  i        0,02M2  04...0a-M 

M3  0,...0/,-^i     0,M3  03...0a+i     0,0,M3  0i...0A.H, 

Ml  M,  M3  Ov .  .  .  (Ja+1  .  Oi  O2 . . .  Oa+i 

=  MiMjOa .  . .  0/,^i.Oi02M3  0i .  . .  Oa.+  , 
-+-  M,  M 3  O3 . . .  Oa-+i  .  Oi  O2  m,  Oi . .  .  Oa+, 
+  M3  M,  O3 . . .  Oam-i  .  Oi  0.  M.  O4 . .  .  ()a+, 

=  MiMaOa  . .  .  Oam-i  •  0,  O,  M3O4  .  .  .  Oa+, 
H-  Oi  M,  Mî  Oi  .  . .  Oa+1  .  M3  O2  O3 . . .  Oa-+i 
-f-  M.,  O2  Ml  O4  .  . .  Oa+1  .0,  M3  O3 . .  .  Oa+1- 


Si  M,,  Mo,  M3  soiil  en  ligne  droite,  on  a  nécessaire- 

menl 

MiM2M3=--o 

el 

MiM.^  M0M3— :\l3M,  =  o, 


et  celte  dernière  relation  subsiste   quel  que  soit  l'es- 
pace O/.^, . 

Avec  quatre  points  M,,  Mo,  M3,  M/,,  on  a 

MiM2.M3M;05...0/,^l 

0102O3...0A4-1 

_  [M1M2M3-  (Ml  Ma^  M2M3-+  M3M,)Mt]05  ■  ■  •  Oa-^. 
~    [0,02  03  — (0,0,+ U2  03+0301)04]  05...0a-+, 


n,\ 

m\ 

'"ï 

ml 

ni\ 

in'l 

»>l 

m} 

ml 

in\ 

ml 

m'I 

tn\ 

niï 

m\ 

m'i 

/"ô"«û'"o'"o 
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d'où  l'on  peul  déduire 

Ml  M,  I\l3  M4  O5 . . .  0/,+, .  Oi  0.  O3 . .  .  0/,+, 

=  i:  M,  O2 O3 . . .  Oa+i .Oi  Ml M3 Mi O5 . . .  0/,+, 
=  :SM,  M.OsOi . . .  0/,+,.0,  O2M3M4  O5 .  . .  0/,+i. 

Lorsque  M,,  M2,  M3,  Mj  sont  silués  dans  un  même 
plan  O3,  on  a 


el 


M,  Mo  M,  Mi  =.0 


Ml  M2  M3  -  Ml  M.2  Mi—  M.  M3 M4  -  M3  Ml  Mi  =  o, 


et  cette  dernière  relation  subsiste  quel  que  soit  l'espace 
considéré  O^.^, . 

Rappelons  la  formule  générale 

mi  ml  .  . .  m'^  M,  M.  .  .  .  M/,  =  S  o,,,y,,0,;0,,0,,. 
2, ,  ,,  étant  un  déterminant  extrait  de  la  matrice 


ml 

m\      . 

■      '«1m 

/n-\ 

m  2      . 

•    '"L, 

in'l 

m  '.i      . 

•    '"'m 

Si  h  =  k,  on  aura 

m^m^  ...m^MiMo...  M/, 


nif, 


'Â-f  1 


V.  +  1 


02  03...0/,4-i     0,03...  0/,+  ,     0,02...0a- 

Appelons 

PiOi-hp^O-i-h..  .-i-/'/,^iO/,.Hi=  P(0,)  =  o 

l'équation  du  plan  général  contenant  M,  IVL  . . .  M/,   et 
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appelons  Q  le  point  géométrique  symbolique  dont  les 
coordonnées  sont 

Oo03...0/,+  ,,       0,0:3...  0^1.+,,        ...,       0,02.  ..Oa-, 

on  aura 

mi  ml.,.  m^Mi  M, .  . .  Ma=  à  S/j,  Oo  O3 .  . .  Oa+i  =  XP(Û/). 
En  multipliant  par  le  point  wï*^'  M/f+i,  il  viendra 

d'où  divisant  membre  à  membre 


M,  M,...  M/,  m'i+'P{Q,) 


0,02...  0/,  +  ,. 


On  peut  admettre  que  M,  Mo . .  .M^+i  est  égal  à  une 
constante  près  y.  au  produit  de  l'élément  M,  M2 . .  .M>i^ 
par  la  distance  dk  de  M^^,  au  plan  général  contenant 
cet  élément,  d'où 


lid/c  = 


P(i2,-) 


0,02...0a+,. 


En    particulier,    dans    l'espace    O3    ou    plan    ordi- 
naire A^  =  2,  on  a 

m  j  ni  l  m  | 

ml  ml  M,  Mo  =        m]         m?  ml        =  S  ô/y  0/Oy, 

O2O3        O3O,        0,02 

/nJm3mgMilVl2M3=  (023^!  -f-  Ô3im|  -f-  ôijmf  )0,  O2O3. 


Posons,  comme  il  est  d'usage, 
M,\IîM3  = 


M ,  M  2  X  di 


'i 


d-,  étant  la  perpendiculaire  abaissée  de  M3  sur  Mi  M. 


(  5o3  ) 

il  vient 

aMiMaMs  2 S  0-23 /^tf       ^  ^  ,, 


D(/?«/)  =  o  étant  l'équation  de  la  droite  M,  Mj. 

De  même    dans    l'espace    ordinaire    à    trois  dimen- 
sions k  =  '6,  on  posera 

Ml  M2  M3  Ml  = ) 

ds  étant  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  j  sur  M,  M2M3, 
d'où 

3P('4) 

P(n7i):=o  élant  l'équation  du  plan  M,M2M3. 
Plus  généralement,  si  l'on  pose 

M,M2...Mam-i=  m,  m,  ...M/, 

X  M/,-Hi  iM/j^-2  •  •  •  Ma+1  X  dii,k+ï-hi 

la  multiplication  du  second  membre  étant  algébrique 
et  non  symbolique,  on  pourra,  à  un  facteur  numérique 
près,  appeler  o^A,/r+) -A  la  plus  courte  dislance  des  élé- 
ments M,  Ma  ...]VU,  MA+,MA4.2-.-M/t+,  et  il  sera  facile 
de  la  calculer. 

En  particulier,  dans  l'espace  ordinaire  O!,  ou  posera 
comme  d'usage 

M,M2M3Mt=  MiMjX  M,MvX  rfj.^, 

d2  i  étant  la  plus  courte  distance  des  droites  MiMj 
et  M3M5. 

Si  Sô'^0/0/=:  o  est  l'équation  de  MiM^,  on  trouve 
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aisément 


^=)  2  = 


C^o'/^'/ 


-ô;/o,Oyv:8-v^o,.cv 


0,0.2030,, 


i  ^  /,  i' -,  f  étant  les  indices  successifs  i,  2,  3,  4  sans 
omission  ni  répétition. 
Dans  la  relation 


mi/n5M,M2  = 


m  \  m  \  m  \ 

ni  1  m  l  /n  ] 

O0O3     O3O1     OiOo 


=  S  0,0  0,0, 


posons 
il  viendra 


O2  O3  =  rt ,  e'^. ,         M ,  M.2  =  p  e''^, 


711 1  m'I  pe'^=  S  S23aie'°i 


et  en  changeant  i  en  —  i\ 

ml^mlpe-''^  =  S  023a,e~'^<. 
Appelons  : 

I  le  point  de  coordonnées 

a,e'9.,     CTsÉ-'^j,     «se'Qj, 

J  le  point  de  coordonnées 

a,e-'9i,     a2e-'^^     (73e-'93, 

ce  sont  les  points  cjcliqnes  du  plan. 

II  vient  en  divisant 

^'  -o,3a,e-'0.        D(I)' 

D(/?i)  )  =  o  étant  l'équation  de  la  droite  M,  Ma  et 

_^      D(I) 
•xi      Yi{}) 

Pour  une  antre  droite,  on  a 

<^   =  — :  L-  7— ; — r- 

2i  D'(J) 
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et 

,        I    ,    D(I)  D'(J) 

c'esl,  la  définition  bien  connue  depuis  Laguerre  de 
l'angle  de  deux  droites  par  le  rapport  anharmonique 
qu'elles  détermineut  avec  les  points  cycliques  sur  la 
droite  de  l'infini. 

On  voit  immédiatement  que  les  segments  géomé- 
triques portés  par  une  droite  passant  par  I  ou  J  et 
appelée  habituellement  isolrope  ont  une  longueur 
nulle,  car  le  déterminant  correspondant  est  nui. 

La  longueur  de  p  =  M,  Ma  est  obtenue  aisément  par 
la  formule 

=    2(823«l)--^  2S  8,2Ô23«3«lCOS(6.j—  Ol). 

Le  calcul  symbolique  des  systèmes  linéaires.  — 
On  appelle  système  linéaire  S  le  tableau  formé  par 
(/.  -hi)-  coefficients  disposés  en  carré  dans  un  ordre 
déterminé  et  qui  peuvent  représenter  soit  les  cooidon- 
nées  barjccntrif|ues  de  k -\- i  points-masse  dans  O^^,, 

soit  la  forme  bilinéMire 

soit  la  substitution  linéaire  (|ul  exprime  Xi  en  fonction 

wî,  Xi  =  m\yi  -4-  m'jjK-,  4-  .  .  .  +  m^,^,  J'a+i 
ou  plus  simplement  d'une  manière  symbolique 
X  =  SjK. 
A   un   tableau    j)euvcnt   ne    correspondre    ni    point- 
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masse  ni  siibslitution  proprement  dite,  par  exemple  si 
lous  les  éléments  d'une  lij^ne  sont  nuls;  le  tableau 
n'en  aura  pas  moins  une  définition  formelle. 

On  voit,  en  particulier,  qu'un  tableau  dont  tous  les 
éléments  sont  nuls  jouit,  au  point  de  vue  du  calcul 
symbolique,  de  toutes  les  propriétés  du  nombre  zéro. 

On  dit  qu'un  système  linéaire,  qu'une  substitution, 
qu'un  tableau  sont  bien  déterminés  dans  O].,^,  lorsque 
le  déterminant  correspondant  est  diflérent  de  zéro. 

La  combinaison  linéaire  d'un  nombre  quelconque 
de  systèmes  linéaires  A,  B,  G,  . . .,  soit 

aA  + pB-+- yC+... 

s'obtient  en  eft'ectuant  ladite  combinaison  sur  les  élé- 
ments correspondants,  ce  qui  donne  l'élément  du  ta- 
bleau demandé. 

Si  Ton  a  deux  substitutions  linéaires  bien  déter- 
minées 

et  si  l'on  a,  en  exprimant  directement  x  en  fonction  de  z^ 

on  dira  que  le  système  U  est  le  produit  de  S  par  T  et 

l'on  posera 

U  =  ST. 

Cette  définition  et  le  procédé  formel  qui  en  dérive 
s'appliqueront  même  dans  le  cas  où  S  et  T  ne  seraient 
pas  des  substitutions  bien  déterminées. 

Si  l'on  a  une  substitution  de  ce  genre 

et  (ju'on  en  tire 

on  dira  que  S  et  S_j  sont  inverses  Tune  de  l'autre  eL 
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que  leur  produit  est  l'unilé 

SS_i  =  s_i  s  =  I, 

l'unité  étant  un  système  composé  d'éléments  nuls,  sauf 
ceux  de  la  diagonale  principale  descendante  qui  sont 
tous  égaux  à  i . 

En  général,  ST^TS;  dans  le  cas  où  ces  produits 
sont  égaux,  les  substitutions  sont  dites  permutables. 

Etant  donné  un  système  S,  on  appelle  système 
associé  S'  celui  obtenu  en  changeant  les  lignes  en 
colonnes  et  les  colonnes  en  lignes. 

La  somme  S  H-  S'  donne  un  système  symétrique 
droit  D;  la  différence  S  —  S'  un  système  symétrique 
gauche  G  dont  tous  les  éléments  de  la  diagonale  prin- 
cipale sont  nuls. 

On  sait  (  '  )  qu'un  système  linéaire  S  est  racine  d'une 
équation  algébrique  symbolique  dont  le  degré  est  au 
plus  égal  à  A"  -h  I . 

En  effet,  en  appelant 


F(X) 


'A+l 


"•yt+i 


,A+i 


,A+i 


,A-+1 


»4:î->- 


l'équation  en  K  du   déterminant  correspondant,  on  a 

symboliquement 

F(S)  =  o 

et,  selon  que  F()>)  =  o  est  irréductible  ou  réductible, 
F(S)  =  o  est  de  degré  A  +  i  ou  d'un  degré  moindre. 
Plus  généralement,  si  l'on  développe  le  déterminant 
du  système  linéaire  XT  —  uS,  on  trouve  une  équation 

F(X,  [Ji)  =  o 


(')    Voir  Laguerue,  Sur  le  calcul  des  systèmes  linéaires,  p.  223. 
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qui  est  vérifiée  symljoliquemenl  et  l'on  a 

F(S,  T)  =  o. 

Les   syslèmes   S,  T,  U,    ...   sont  également  racines 

d'équations  algébriques  de  degrés  ^  A '+  i  et  il  en  est 

de  même  d'une  expression  symbolique  quelconque  de 

ces  systèmes;  il  y  a  lieu  toutefois  de  remarquer  qu'en 

général 

ST  ^  TS, 

mais  la  somme  ST  +  TS  peut  être  considérée  comme 
un  véritable  nombre  algébrique.  On  démontrerait  qu'il 
en  est  de  même  d'une  expression  symétrique  quel- 
conque des  systèmes  S,  T,  U,  . ... 

Il  en  résulte  que  finalement  l'étude  des  syslèmes 
linéaires  se  ramène  à  celle  des  nombres  algébriques  et 
à  la  théorie  des  substitutions  dont  elle  n'est  qu'un  cas 
(rès  particulier. 


[0'2q;3] 

DÉMONSTRATION  GÉOMÉTHIOli:  DW  THÉOUEME  DE  CORMI 
SUR  LES  CAUSTIOIES; 

Par    m.    m.    D'OGAGNE. 


Cornu  a  donné  (A'^.  A.,  i863,  p.  3ii)  un  tliéorème 
d'une  très  grande  élégance  pour  la  détermination  point 
par  point  des  caustiques  par  réfraction,  comprenant 
comme  cas  particulier  celles  par  réflexion.  Ce  théorème 
s'énonce  ainsi  : 

Si  le  rayon  incidentMk  et  le  rayon  réfracté  MB, 


(  309  ) 
se  coupant  au  point   M    de    la    courbe   cliriniante^ 
auquel  correspond  le  centre  de  courbure  C,  touchent 


respectivement  leurs  enveloppes  aux  points  A  ef  B, 
la  droite  r^\^  passe  par  la  projection  l  du  centre  de 
courbure  C  sur  la  droite  qui  joint  les  projections  H 
et  K  de  ce  même  centre  sur  les  deux  rayons. 

Ce  ihéorème  semble  peu  connu,  et  cela  lient  peut- 
elre  à  ce  que  la  voie  analytique  par  laquelle  son  auteur 
l'a  obtenu  manque  un  peu  de  simplicité.  Nous  allons 
faire  voir  ici  qu'il  est  1res  facile  de  l'établir  par  un  pro- 
cédé purement  géométrique. 

Si  l'indice  de  réfraction  est  n,  on  a 


(I) 


sin  i  =  n  sin  a. 


(lui  donne  inunédiatenient 


(■>.) 


CK 
LU 


(  5io  ) 
En  diftérenliant  (i)  on  a 

cos  [j  ^Jj  =  «  cos  a  rfa, 

ou,  en  tenant  compte  de  (2), 

CHcos^  f/;3  =  CKcosat/a. 

Mais  le  quadrilatère  MGKH  étant  inscriplible,  les 
angles  CK.I  et  CHI  sont  respectivement  égaux  à  a  et  3, 
et  il  vient 

<3)  JHr/3  =  IKrfa. 

Maintenant,  si  ds  est  Tare  infiniment  petit  décrit  par 
le  point  M,  une  formule  bien  connue  de  Mannheim 
donne 


^^^  =  '^'  (mg  -  Âî^ j  '     '^^  =  '^'  (âïg  -  m)  ' 

<i  ei  b  étant  les  points  où  les  normales  en  A  et  B  aux 
deux  enveloppes  coupent  la  normale  MC  à  la  courbe 
dirimante.  On  en  déduit 

a. M  ^.M 

ou  encore,  puisque  A«  el  B6  sont  respectivement  paral- 
lèles à  HC  et  KG, 

.Mulli|)lianl  (3)  et  (4)  membre  à  membre,  on  obtient 

AM.BK.IH  _ 
AII.I5.M.IK  ~  '' 

d'où  résulte  que  les  points  A,  B,  I,  pris  sur  les  côtés 
du  triangle  MIIK.  sont  bien  en  ligne  dioite. 


(  Su   ) 


IM*c,e] 

SIR  m  GROIPE  DE  COllIlBES  CLASSIQUES  ; 

Par  un  ABONNÉ. 


Les  courbes  en  qneslion  sont  :  la  développante  de 
cercle^  la  spirale  d'Aichimède,  la  spirale  hyperbo- 
lique et  la  spirale  Iractrice.  Elles  ont  entre  elles  de 


nombreuses  liaisons  (pie  nous  nous  proposons  (rindi- 
(picr  dans  ce  cpii  suil. 

Considérons   un   cercle  de   centre  O  et  de  rayon  6f, 
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que,  pour  abréger  le  langage,  nous  appellerons  cercle 
directeur.  Soient  A  un  point  fixe  de  ce  ceicle  et  I  un 
point  variable.  Sur  la  tangente  en  I  prenons  une 
longueur  IM  égale  à  l'arc  de  cercle  lA.  Le  lieu  du 
point  M,  lorsque  I  varie,  est  une  dévelo[)pante  de 
cercle.  Portons  sur  la  tangente  en  M  à  cette  dévelop- 
pante, parallèle  à  OI,  à  pai'tir  du  point  de  contact,  une 
longueur  MP  constante  et  égale  à  a. 

La  développante  peut  être  cunsidt'rée  comme  engen- 
drée par  un  point  de  la  droite  IM  roulant  sur  le  cercle 
directeur.  Dans  ce  mouvement  le  point  P, invariablement 
lié  à  IM,  décrit  une  courbe  et  le  point  I  étant  le  centre 
instantané  de  rotation,  la  normale  en  P  à  cette  courbe 
est,  d'après  un  ihéorème  classique,  la  droite  PL  Par 
suite,  la  sous-normale  polaire  de  la  courbe  est  constante 
et  celle-ci  est  une  spirale  d'Archiniède.  Ainsi  : 

Si  sur  les  tangentes  à  une  développante  de  cercle 
on  porte.,  à  partir  du  point  de  contact^  une  longueur 
constante,  égale  au  rayon  du  cercle  directeur,  le 
lieu  des  points  ainsi  obtenus  est  une  spirale  d^Arclii- 
niède,  ayant  pour  pôle  le  centre  du  cercle  direc- 
teur. 

l^a  figure  IMPO  est  un  rectangle,  donc  : 

La  podaire  d\ine  développante  de  cercle,  par 
rapport  au  centre  du  cercle  directeur .,  est  une  spi- 
rale (PA/c/iimède. 

Il  s'ensuit,  d'après  une  propriété  bien  connue,  (juc  : 

La  caustique  dune  développante  de  cercle,  le  point 
lumineux  étant  au  centre  du  cerclé  directeur,  est 
une  développée  de  la  spirale  d^Archimède. 

La   j)olaire  de   M,  par  rapport  au  cercle  directeur, 
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est  la  perpendiculaire    abaissée  de    I    sur   OM.    Pour 
avoir  le  point  où  elle    touche  son  enveloppe,   quand 
1  varie  sur  le  cercle,  il  (aut  abaisser  de  O  une  perpen- 
diculaire sur  la  tangente  en  M  à  la  développante,  c'est- 
à-dire  sur  MP,    et    prendre   son   intersection    avec   la. 
polaire;  ce   qui  donne  un    point  Q.  La  sous-tangente 
pclaire  de  la  courbe  lieu  de  ce  point  est  OI;  elle  est. 
donc  constante  et  le  lieu  du  point  Q  est  une  spirale 
hyperbolique.  Ainsi  : 

La  polaire  réciproque  cT une  développante  de 
cercle^  par  rapport  au  cercle  directeur,  est  une 
spira le  hyper bo liqu e . 

La  polaire  IQ  coupe  en  R  la  droite  OM  et  l'on  a 
OR  X  OM  =  a-,  c'est-à-dire  que  le  point  R  décrit  la 
courbe  inverse  de  la  développante.  Or,  si  l'on  mène 
la  tangente  en  R  à  celte  courbe,  l'angle  de  celte  tan- 
gente avec  OR,  d'après  la  propriété  fondamentale  des 
courbes  inverses,  est  égal  à  l'angle  OMP,  ou,  ce  qui 
revient  au-même,  à  l'angle  lOR.  Donc,  si  l'on  désigne 
par  S  le  point  de  rencontre  de  cplle  tangente  avec  la 
perpendiculaire  élevée  en  O  à  OM,  on  a  RS  =  01  =  a. 
La  portion  de  la  tangente  comprise  entre  le  point  de 
contact  et  la  perpendiculaire  élevée  au  rayon  vecteur 
par  le  pôle  est  constante,  ce  (|ui  caractérise  la  spirale 
Iractrice.  Par  suite   : 

La  courbe  inverse  de  la  développante  de  cercle, 
par  rapport  au  cercle  directeur,  est  une  spirale 
tractrice. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  la  spirale  d'Arcliimède 
est  engendrée  par  un  point  invariablement  lie  à  la 
droite  IM,  lors(pie  celle-ci  roule  surle  cercle  directeur. 
La   formule   de  Savary,  appliquée  à  ce  cas  particulier, 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XV.  (Nov.   lyij.) 
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fournit  la  construction  suivante  pour  le  centre  de  cour- 
bure de  la  spirale  : 

Elever  en  I  la  perpendiculaire  à  IP  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  PM  et  Joindre  le  point  ainsi  obtenu 
au  pôle  O  par  une  droite;  cette  droite  coupe  la  nor- 
male IP  au  centre  de  courbure  C. 

En  observant  que  la  spir;ile  d'Archimède  et  la  spirale 
hvperbolique  sont  inverses  lune  de  l'autre  par  rapport 
au  cercle  directeur,  et  en  se  rappelant  que  les  centres 
de  courbure  de  deux  courbes  inverses,  en  des  points 
correspondants,  sont  en  ligne  droite  avec  le  pôle  d'in- 
version, on  voit  que  la  droite  OC  passe  par  le  centre 
de  courbure  de  la  spirale  hyperbolique,  lieu  du  point  Q. 
On  a  ainsi  une  construction  relativement  simple  de  ce 
point. 

Quand  à  la  spirale  Iractrice,  le  fuit  qu'elle  est  l'inverse 
de  la  développante  de  cercle  par  rapport  au  cercle 
directeur,  montre  que  le  centre  de  courbure,  corres- 
pondant au  point  R,,est  sur  la  droite  01;  c'esl-à-dire 
sur  la  droite  qui  joint  le  pôle  au  milieu  de  la  portion  de 
tangente  comprise  entre  le  point  de  contact  et  la 
perpendiculaire  élevée  au  rayon  vecteur  par  le  pôle. 

Lorsqu'une  courbe  mobile  roule  sans  glisser  sur  une 
courbe  fîxe^  on  sait  que  les  droites  invariablement  liées 
à  la  courbe  mobile  ont  pour  enveln|)pe  des  courbes 
dont  les  centres  de  courbure  sont  sur  un  cercle,  dit 
cercle  des  rebroussements,  tangent,  au  centre  instan- 
tané de  rotation,  aux  deux  courbes  fixe  et  mobile.  Ici 
ce  cercle  doit  contenir  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  enveloppé*.'  par  la  droite  IM,  c'est-à-dire  le 
point  O;  il  coïncide  donc  avec  le  cercle  déciit  sur  lO 
comme  diamètre.  Le  cercle  des  iidlexions,  symétrique 
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<}ii  précédent,   par  rapport   à  la  droite  IM,    est   donc 
connu  lui  aussi. 

Or,  de  la  connaissance  de  ce  cercle,  on  déduit  la 
solution  de  n'importe  quelle  question  relative  à  la 
courbure  des  roulettes   et,  par  suite,  si  l'on  veut,   de 

nouvelles  constructions  du  cercle  osculaleur  des  courbes 
considérées. 


[P'4] 

S(JR  Ui\E  CORRESPO\»l\CE  BIRATIOWELLE  IWOLITIYE 
dm  L'ESPACE; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  Six  points  étant  donnés  dans  l'espace,  on  con- 
sidère la  correspondance  biralionnelle  imolutive 
qui  existe  entre  deux  points  M  et  M'  tels  que  la 
quadrique  passant  par  les  six  points  et  par  V un  des 
deux  points  M,  M'  passe  par  l'autre.  Soit  F  la  cubique 
gauche  qui  passe  par  les  six  points;  le  point  M  étant 
donné,  si  Ton  mène  la  corde  II'  de  lacul)ique  qui  passe 
en  M,  il  passe  par  la  cubique  et  par  la  droite  des  qua- 
dri(|ues  en  nombre  siuiplement  infini,  de  sorte  que  le 
j)()iut  M'  associé  au  point  M  se  trouve  sur  la  corde  IF 
de  la  cubique.  Les  droites  I\LM'  forment  donc,  non 
pas  un  complexe,  mais  une  congruence,  ci  savoir  la 
congruencc  des  cordes  de  la  cubique  gauche  F, 
chaque  droite  a  de  la  congruencc  portant  des 
couples  de  points  M,  M'  en  nombre  infini. 

Sur  chaque  droite  ij.,  les  couples  (M,  M')  sont  en 
involutioti.    Quels  (|uc    soient    les    six    points    sur    la 
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cubique,  luo  des  couples  est  formé  des  points  d'appui  1 
et  I'  de  la  droite  sur  la  courbe.  On  a  des  couples  inté- 
ressants en  coupant  la  droite  par  le  plan  de  trois  des 
six  points  et  par  le  plan  des  trois  autres,  de  toutes  les 
manières  possibles.  L'élude  de  la  surf  ace  formée  par 
les  points  doubles  de  ces  involutions  parait  assez 
difficile. 

2.  Sur  une  biquadratique  passant  par  les  six  points, 
il  existe  des  couples  de  points  (M,  M')  en  nombre 
simplement  infini  ;  les  droites  MM'  sont  génératrices  de 
l'hyperboloïde  qui  passe  par  la  cubique  gauche  F  et  par 
la  biquadratique.  Dans  son  Traité  de  Géométrie  ana- 
lytique (t.  II,  i"  Partie,  p.  3-6),  Painvin  donne 
l'énoncé  suivant  :  5/,  par  six  points  fixes  d'une 
biquadratique  gauche .,  on  mène  des  quadriques, 
celles-ci  coupent  encore  la  courbe  en  deux 
points  M,  M',  et  la  droite  qui  joint  ces  deux  points 
engendre  un  hyperboloïde.  C'est  cet  énoncé  qui 
m'a  conckiit  aux  considérations  précédentes. 
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CORRESPOXDAXCE. 


M.  d'Ocagne.  —  A  propos  de  (a  spiiale  traclrice. 
—  Ainsi  que  M.  Balilrand  en  renouvelle  la  remarque 
<lans  la  Note  récente  qu'il  lui  a  consacrée  (A^.  A.,  '9'  5> 
|>.  348),  une  telle  courbe  est  un  cas  particulier  de  la 
■tractrice  circulaire,  courbe  que  décrit  un  point  M  lire 
à  l'extrémité  d'un  segment  JNM  de  longueur  constante 
par  un  point  N  qui  décrit  un  cercle.  Ce  cas  particulier 
est  celui  où  le  segment  MN  est  égal  au  rayon  de  ce 
-cercle. 

La  construction  du  centre  de  courbure  d'une  telle 
courbe,  et  celle  du  centre  de  courbure  de  sa  développée 
résultent  d'un  théorème  applicable  à  une  tractrice 
absolument  cjuelconque,  que  j'ai  rencontré  naguère 
à  l'occasion  d'une  théorie  géométrique  du  virage  à 
bicyclette  {Génie  civil,  t.  XXIX,  1896,  p.  i4o),  théo- 
rème que,  après  l'avoir  légèrement  modifié,  j'ai,  depuis 
longtemps,  introduit  dans  mon  Cours  de  l'Ecole  des 
Ponts  et  Chaussées  et,  plus  récemment,  dans  mon 
•Cours  de  l'Ecole  Polytechnique  [voi/-  notamment  les 
feuilles  autograpliiées  de  la  deuxième  Division  pour 
la  session  1912-1913,  p.  187). 

Ce  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  :  Si  la  courbe  (M) 
■est  tractrice  de  la  courbe  (N)  quelconque  :  i"  le 
centre  de  courbure  G  de  la  courbe  (M)  se  trouve  à 
V intersection  de  sa  normale  avec  celle  de  la 
courbe  (N);  2"  le  centre  de  courbure  C  de  la 
développée  de  (M)  est  à  ^intersection  de  la  nor- 
male à  cette  développée  avec  la  droite  qui  joint  le 


(  5i8  ) 

centre  de  courbure  O  de  la  courbe  (N)  au  point  P  où 
la  perpendiculaire  élevée  en  d  à  NC  rencontre  MN. 

Les  notalions  ici  employées  étant  celles  mêmes  de  la 
Note  de  M.  Balilrand,  ce  double  énoncé  fournit  immé- 
diatement, pour  la  spirale  tractrice  envisagée  par  cet 
auteur,  la  construction  des  centres  de  courbure  C  et  C. 
On  remarquera  que  ce  point  C  est  le  symétrique  par 
rapport  à  C  du  point  C,  obtenu  par  M.  Balilrand  [loc, 
cit.,  p.  35  i).  Il  est  vrai  que  l'auteur  dit  que  «  GC)  est 
égal  au  rayon  de  courbui'e  »  sans  dire  que  G)  soit  le 
centre  de  courbure;  mais  comme,  en  général,  quand 
on  construit  un  lavon  de  courbure,  on  le  suppose  mis 
en  place,  quelques  lecteurs  auraient  pu  s'y  tromper. 

J'ajouterai  que  la  démonstration  du  théorème  gé- 
néral ci-dessus  est  des  plus  simples  et  élémentaires. 

11  est  très  simple  aussi  d'obtenir  la  détermination  du. 
centre  de  courbure  de  la  roulette  (O)  engendrée  par  le 
pôle  O  de  la  spirale  tractrice  roulant  sur  une  droite, 
ainsi  que  celle  du  centre  de  courbure  de  la  développée 
de  cette  roulette,  sans  aucun  calcul. 

Conservant  les  notations  de  M.  Balitrand,  nous  appe- 
lons OM  elOT  la  normale  et  la  tangente  en  O  à  cette 
roulette,  qui  déterminent  sur  la  base  le  segment  de 
longueur  constante  MT  =  2a,  dont  le  milieu  est  N, 
Y  le  centre  de  courbure  de  (O),  situé  sur  OM,  entre 
O  et  M.  Si  les  perpendiculaires  élevées  en  T  et  en  M 
à  TM  coupent,  respectivement  en  /  et  en  m,  l'une  la 
normale  OlVI  à  la  roulette,  l'autre  la  normale  à  sa 
développée  (perpendiculaire  en  y  à  Oy),  on  a,  en 
représentant  par  d{M),  d(T),  d{0)  les  arcs  infiniment 
petits  décrits  simultanément  par  les  trois  points, 

d{M)  __  IM  m  d(T)  _   Tt 


(  5i9  ) 
Et  comme,  par  hypothèse,  d{M)  =  d{T)^  on  en  dé- 
duit que  Mm  =  T^.  Les  triangles  reciangles  TOt 
et  My/«  sont  dès  lors  égaux  et  0^=:yM.  Autrement 
dit  :  le  centre  de  courbure  y  est  symétrique  du 
point  O par  rapport  au  milieu  I  de  Mt  [point  situé 
sur  la  perpendiculaire  en  N  à  la  hase).  C'est  le 
résultat  obtenu  par  M.  Balitrand. 

Il  suit  immédiatement  de  là,  en  vertu  d'un  théorème 
bien  connu  de  Mannheim,  que  la  normale  à  la  courbe 
cjue  décrit  le  point  l  passe  par  le  milieu  du  rayon  de 
courbure  de  la  développée  en  y.  Tout  revient  donc  à 
trouver  celte  normale,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
tangente  au  lieu  du  point  I.  Or,  le  segment  IM,  qui 
touche  son  enveloppe  en  y,  aNant  sur  la  base  une  pro- 
jection MiN  de  grandeur  constante,  un  théorème  que 
j'ai  donné  jadis  (^V.  A.^  1886,  p.  89}  montre  que  cette 
tangente  coupe  MN  en  un  point  U  symétrique^  par 
rapport  au  milieu  de  MN,  du  pied  G  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  y  sur  MiNf. 

Pour  montrer  l'identité  de  celte  construclion  avec 
celle  qu'a  obtenue  M.  Balitrand,  il  suffit  de  faire  voir 
que,  si  la  perpendiculaire  élevée  en  1  à  lU  coupe  MlV 
en  L,  le  pied  K  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  L 
sur  10  est  au  milieu  de  ce  segment,  ce  qui  n'oOre 
aucune  difficulté. 

M.  d'Ocagne.  —  Au  sujet  d'' une  Note  récente  de 
M.  Goormaghtigh\N.  A.^  JQ'^i  P-  ^93).  —  Le  théo- 
rème donné,  au  début  de  cette  Note,  comme  fonda- 
mental (p.  396)  et  obtenu  à  la  suite  de  calculs  assez 
laborieux,  est,  en  (|uel([ue  sorte,  intuitif,  comme  je  l'ai 
fait  remarquer  il  j  a  longtemps  (yV.  y/.,  1886,  p.  88). 
Il  entraîne  immédiatement  la  construction  du  centre  de 
courbure  établie   à  la    suite  (p.  397),   en  vertu    d'un 
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théorème  bien  connu  de  Mannheim,  identique  d'ail- 
leurs à  celui  qui  fait  l'objet  du  renvoi  (2)  de  cette 
même  page  dg-  (voir  Mamvhkim,  Cours  de  Géométrie 
descriptive  de  P Ecole  Polytechnique,  2"  édition, 
p.  172,  avec  la  Remarque  de  la  page  i  ^3).  L'application 
à  riijperbole,  qui  termine  le  n°  6  (p.  4^2),  a  d'ailleurs 
été  explicitement  formulée  par  Mannheim  (Principes 
et  développements  de  Géométrie  cinématique,  p.  21). 
La  relation  entre  deux  courbes,  désignée  dans  la 
Note  en  question  par  les  termes  d' hyperbolisme  et 
antihyperbo/isme,  se  confond  avec  la  transformation 
par  l'abscisse  (inverse  dans  le  premier  cas,  directe 
dans  le  second)  dont  l'idée  a  été  émise  par  Segner 
en  1761  et  qui  se  prête  à  d'importantes  applications  en 
calcul  graphique  comme  on  peut  le  voir  dans  mon 
Ouvrage  Calcul  graphique  et  Nomographie  (Paris; 
Doin,  1908;  2"  édition,  1914)-  Le  mode  de  liaison 
entre  les  tangentes  aux  deux  courbes,  que  je  donne  à 
cet  endroit  (p.  6-),  me  semble  plus  simple  que  ceux 
indiqués  par  M.  Goormaghtigh  (p.  ^ob  et  409)-  H 
consiste,  si  l'on  se  reporte  à  la  figure  5  (p.  ^o?t)  de  la 
Note  de  cet  auteur,  en  ce  que  le  point  de  rencontre 
des  tansentes  MS  et  LS'  se  trouve  sur  la  droite  m'Y. 
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CERTIFICATS  DE  MÉCAMQIE  APPLIQllÉE. 


LiUe. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Théorème  des  flèches  réci- 
proques de  James  Maxwell;  théorème  de  Castigliano. 
Leur  application  aux  poutres  continues. 

II.  Appliquer  la  théorie  générale  des  turbines  (sur 
laquelle  on  n'aura  rien  à  dire)  :  i"  au  cas  de  la  turbine 
Jonval-Kœcklin  à  tube  de  succion;  i°  au  cas  de  la  turbine 
Girard  à  libre  déviation. 

Épreuve  pratiquk.  —  I.  Un  des  cylindres  d'un  moteur  à 
pétrole  tourne  autour  de  l'axe  O,  tandis  que  le  piston  est 


relié  à  l'axe  fixe  A  par  une  barre  de  jonction  AB. 

Diamètre  intérieur  des  cylindres  =  o™,  ii5; 

Barre  AB  =  o",  35  ; 

Longueur  OA  =  o'",o64. 

Le  cylindre  tourne  à  la  vitesse  constante  de  lioo  tours 
par  minute. 

i"  Déterminer  la  vitesse  angulaire  et  V accélération- 
angulaire  de  AB  pour  la  position  où  BOA  =  60°; 

■.».°  La  pression  dans  le  cylindre  étant  de  S"*^,  5  par  cen- 

{5. 


(     0  22     ) 

timètre  cavré^   troiivei^  le  moment  moteur  de  la  machine 
pour  la  même  position. 

II.  Exemple  de  la  détermination  des  constantes  caracté- 
ristiques d'une  voiture  par  une  série  d'essais  au  banc  et 
sur  route.  On  trouve  qu'une  voiture  fait  60''"'  à  l'heure  en 
palier,  en  quatrième  vitesse,  son  moteur  tournant  alors 
à  1200  tours  à  la  minute.,  et  qu'elle  ne  marclie  plus  qu'à 
So*""  à  l'heure,  aussi  en  quatrième  vitesse,  à  la  montée 
d'une  rampe  de  1^'""'  par  mètre.  Il  résulte,  d'autre  part, 
de  la  caractéristique  de  puissance  du  moteur  que  le 
couple  moyen  est  égal,  en  mètres-kilogrammes.,  à  11,7  à 
1200  tours  et  à  i3,G  à  600  tours,  dans  les  mêmes  conditions, 
bien  entendu,  de  distribution  et  d'allumage  au  banc  que 
sur  route.  On  donne  enfin  le  poids  P  =  i5oo''^  de  cette  voi- 
ture en  ordre  de  marche  et  le  rendement  p  =  0,75  du  mé- 
canisme de  transmission,  et  Von  demande  de  déduire  de 
toutes  ces  données  les  deux  constantes  caractéristiques  J\ 
et  X  qui  interviennent  dans  l'équation  générale  de  loco- 
motion : 

F  =  P/,^-  P  ^  -h\v^±  P/, 

oi'i    V    désigne    la  vitesse   de    la    voiture   en   kilomètres    à 
l'heure.  (Juillet  igiS.) 

Épreuve  théoriquiî.  —  I.  Cinéraaliquc  graphique.  —  Con- 
struction et  usage  du  cinème  des  accélérations. 

Application  au  système  bielle-manivelle  dans  le  cas 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme.  Règle  de  Mohr. 

II.  Dynamique.  —  Exposer,  à  l'aide  de  graphiques,  Ir 
mode  de  fonctionnement  dynamique  du  régulateur  à 
action  directe.  Montrer  les  inconvénients  de  l'isochro- 
nisme  absolu.  Comparer  entre  eux,  au  point  de  vue  de  la 
promptitude  d'action,  les  régulateurs  de  Watt  et  de 
Porter. 

On  rappelle  l'équation 

(02 —  oj'-  .     ,      ,       ,,  ,  r.  .,  ,,  ,., 

=  i»-  sin-  a(cA  p.,  ^  /'Q,  I  -(-  a-  l's  rosx .a  -, 
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qui  permet  d'étudier  le  mouvement  relatif  du  régulateur 
dans  son  plan,  et  conduit  à  la  notion  de  promptitude 
d'action. 

Epreuve  pratique.  —  I.  Deux  engrenages,  d'axes  O  et  O', 
sont  en  prise  par  un  couple  de  dents  à  profils  circulaires^ 


et  C  qui  se  touchent  actuellement  en  A,  les  centres  dei 
profils  étant  y  et  y'.  La  roue  O'  tourne  uniformément  â 
raison  de  lo  radians  par  seconde. 

Calculer  pour  la  position  dessinée  du  mécanisme  : 
1°  La  vitesse  angulaire  de  la  roue  O  et  la  vitesse  rela- 
tive de  glissement  entre  les  deux  promis; 
■?.°  L'accélération  angulaire  de  la  roue  O. 

II.  Calculer  les  éléments  d'une  turbine  à  réaction, 
d'axe  vertical,  à  établir  sur  une  chute  de  i"',6o,  ayant  uii 
débit  flfe  I™'.  9.. 

Données  : 

Degré  de  réaction  î  =  -; 

2 

Angles  de  construction  a  =  p]  =  vo": 
\ ombre  d'aubes  fixes  /i  =  i8  : 
épaisseur  de  ces  aubes  e  =  8"""  ; 
hclations  entre  les  dimensions 


a  =  -, 
'À 


(Noxciiiluc  ii|i  '5  \ 


(  524  ) 

Nancy. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Etablir  la  relation  qui  existe 
entre  les  tensions  aux  extrémités  d'un  câble  passant  sur 
un  tambour  circulaire,  en  tenant  compte  du  frottement. 
Application  à  la  recherche  des  tensions  dans  les  brins 
d'une  courroie  de  transmission. 

îl.  Deux  réservoirs  ouverts  à  l'air  libre  renferment  de 
l  eau  jusquà  des  niveaux  A.  e/  B  maintenus  constants  à 
des  cotes  Zi  et  z^  (^i>22);  ^^s  sont  réunis  par  un  tuyau 
cylindrique  de  longueur  L;  quel  doit  être  le  diamètre  de 
ce  tuyau  pour  que  l'eau  s'y  écoule  avec  un  débit  donné  Q? 

En  un  point  G  deve  tuyau.,  situé  à  une  cote  z  et  à  une 
distance  Lj  de  l'extrémité  inférieure,  est  branché  un 
deuxième  tuyau  de  longueur  L3,  débouchant  dans  un 
réservoir  ouvert  à  l'air  libre  où  l'eau  se  maintient  à  un 
niveau  constant  D  de  cote  z^  ;  calculer  le  diamètre  de  ce 
dernier  tuyau  pour  que  les  débits  d'écoulement  par  les 
deux  tuyaux  ouverts  simultanément  soient  les  mêmes  en  B 
et  D,  et  calculer  ces  débits. 

Application  :  21=356"",  ^2=300'",  z  =  310",  23=305"', 
L  =  S'"",  L2  =  3*"",  L3=  200™,  Q  =  5oo'  par  seconde. 

On  a 

I     /         0,00000647 
DJ  =  (  0,000507  ' 


4         V  '        '  R 

On  néglige  les  pertes  de  charge  à  l'entrée  des  différents 
tuyaux. 

Épreuve  pratique.  —   On  donne  un  vilbrequin  à  deux 
manetons   représenté  ci-après  par   ses  deux  projections; 


CD' 


les    dimensions    sont     les    suivantes    :    AB  =  GH  =  400"™ 
Cr»  =  EP  =  3oo""",   CB  =  GF  =  3'/o'""';    \  et  W  sont  les  mi- 
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lieux  de  deux  paliers  qui  supportent  le  système.  Le  sys- 
tème est  sollicité  :  i"  par  une  force  P  agissant  au  milieu 
de   CD  perpendiculairement    au    plan    ABGD,    et    égale 


BC 


à  Sooo''^;  1°  par  une  force  Q  agissant  au  milieu  de  EF, 
parallèlement  à  la  première,  mais  de  sens  opposé,  et 
égale  à  7000''^. 

On  demande  :  i"  de  calculer  les  réactions  des  appuis; 
1"  d'indiquer  et  de  calculer  les  forces  et  les  moments  sol- 
licitant le  bras  DE.  (Juin  1908.) 

Epreuve  théorique.  —  Première  question.  —  Théorie  de 
V écoulement  de  Veau  en  régime  permanent  dans  une 
portion  de  tuyau  cylindrique.  Calcul  du  diamètre  d'un 
tuyau  dont  on  donne  le  débit  et  la  longueur,  connais- 
sant les  différences  des  cotes  et  des  pressions  aux  deux 
extrémités. 

Deuxième  question.  —  Un  volant  est  monté  sur  un  arbre 
horizontal  ;  on  donne  le  rayon  K  du  volant  et  le  moment 
d'inertie  MK^  du  système  autour  de  son  axe  de  rotation. 
Ce  volant  est  soumis  à  un  couple  moteur  de  moment  G, 
et  il  transmet  sa  puissance  par  l'intermédiaire  d'une 
courroie.,  à  une  poulie  montée  sur  un  arbre  parallèle  au 
premier;  on  donne  le  rayon  11'  de  la  poulie.,  et  le  moment 
d'inertie  M'K'2  de  la  poulie  et  de  son  arbre  par  rapport 
à  leur  axe  de  rotation. 
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1°  On  suppose  d'abord  que  la  poulie  est  soumise  à  un 
couple  résistant  tel  que  le  mouvement  du  volant  soit  uni- 
forme^ et  que  sa  vitesse  angulaire  soit  égale  à  w;  comment 
calcule-t-on  la  section  de  la  courroie  ? 

2"  On  suppose  qu'à  un  certain  instant  le  moment  du 
couple  résistant  prend  et  conserve  une  valeur  constante 
supérieure  à  la  précédente;  quelle  sera  la  loi  du  mou- 
vement du  système  et  quelles  seront  les  tensions  dans  les 
brins  de  la  courroie  ? 

Application.  —  Le  rayon  du  volant  est  R  =  2™  ;  le  poids 
du  volant  et  de  son  arbre  est  P  =  200''°,  et  le  rayon  de 
giration  K  =  (""jSo;  le  rayon  de  la  poulie  est  K'^o^jSo; 
le  poids  de  la  poulie  et  de  son  arbre  est  P'  =  800''^,  et  le 
rayon  de  giration  K'  =  o'",3o.  En  régime  uniforme,  la 
puissance  transmise  est  5o  chevaux^  et  la  vitesse  du  volant 
90  tours  par  minute.  On  prend  ef'^  =  e/'«'  =  7.,  et  la  résis- 
tance de  la  courroie  est  de  40"*^  /?a/"  centimètre  carré. 
Dans  la  deuxième  partie,  le  moment  du  couple  résistant 
a  augmenté  de  la  moitié  de  sa  valeur;  quelles  seront  les 
tensions  et  la  vitesse  au  bout  de  5  secondes? 


\ 


Épreuve  PRATrQUE.  —  Un  régulateur  à  force  centrifuge 
tournant  autour  d'un   axe  vertical  est   représenté  pour 


une  de  ses  moitiés  par  la  figure  ci-dessus  :  les  dis^ 
tances  DD'  et  AA'  des  points  D  et  X  à  l'axe  sont  de  5o"""; 
AC  =  450""";  AB  =  BD  =  3oo;  le  demi-poids  du  manchon 
est  de  35''^  celui  d'une  boule  10''»;  les  tiges  AG  et  BD  sont 
des  barres  rondes  de  fer  forgé  de  20"""  de  diamètrey  et  de 
poids  spécifique  7,8. 

i"   Trouver  la  vitesse  angulaire  qui  maintient  le  régu- 
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lateur  dans  une  position  telle  que  le  centre  de  chaque 
boule  se  trouve  à  260"""  de  Vaxe,  en  négligeant  les  frot- 
tements et  la  résistance  appliquée  au  manchon,  et  en  sup- 
posant la  niasse  de  chaque  boule  concentrée  en  son  centre  ; 
2"  calculer  dans  ces  conditions  les  ejforts  auxquels  sont 
soumises  les  tiges.  (Octobre  1908.) 

Première  question.  —  Principes  sommaires  de  la  con- 
struction des  engrenages  cylindriques  à  développante  d& 
cercle. 

Deuxième  question.  —  Dans  un  cylindre  vertical,  ouvert 
à    l'air   libre  à   la  partie  supérieure,  se  meut   un  piston 


muni  d'une  tige  à  crémaillère  engrenant  avec  une  roue 
dentée;  ce  cylindre  renferme  une  certaine  masse  de  gaz^ 
se  détendant  suivant  la  loi  pv^  ^  const.  On  donne  la  sec- 
tion S  du  cylindre,  le  poids  P  du  piston  et  de  sa  tige.,  le 
poids  P'  de  la  roue,  son  rayon  extérieur  r  et  son  rayon 
de  giration  K  ;  on  donne  la  pression  atmosphérique  pa,  Ici 
pression  initiale  du  gaz  po  et  la  longueur  Xq  de  la  por- 
tion du  cylindre  qu'il  occupe  à  l'instant  initial;  en  sup- 
posant que  le  piston  soit  au  repos  à  cet  instant  et  qu'il  n'y 
ait  aucun  effort  résistant  appliqué  à  la  roue,  on  demande 
de  former  l'équation  qui  donne  la  vitesse  du  piston,  de 
trouver  le  point  du  cylindre  où  il  s'arrête  et  la  pression 
finale  du  gaz. 

Troisième    que&tion.    —    Un    tuyau   cylindrique  AD,   de 
diamètre  D  et  de  longueur  \j,  met  en  communication  deusa- 


(  Ô-îB 

réservoirs  ouverts  à  l'air  libre,  où  les  niveaiicr  de  Veau  No 


et  N  sont  maintenus  à  des  cotes  constantes  Zq  et  z  (on  pose 
Zo —  z  =  A);  quel  est  le  débit  de  ce  tuyau  ? 

Entre  deux  points  B  e<  G  de  ce  tuyau,  situés  aux  cotes 
Zi  et  z-2  et  tels  que 


AB  =  L, 


BC  =  L2,         CD  =  L3 


on  établit  un  tuyau  supplémentaire  de  dérivation,  de 
longueur  L'^  et  de  diamètre  D',  et  l'on  fait  couler  l'eau 
par  les  deux  tuyaux  simultanément  entre  B  et  C.  Calculer 
les  nouvelles  pressions  qui  s'établissent  en  R  et  C  et  le 
nouveau  débit  de  la  canalisation. 
Application  au  cas  où 

Li  =  Lj  =:  1>2  =  L3  =  ô 

« 
et  où  D'=  D.  Calculer  les  différences  entre  les  pressions 
nouvelles  et  les  pressions  primitives  en  ^  et  C  et  calculer 
le  rapport  entre  le  débit  nouveau  et  le  débit  primitif . 

{On  supposera  connues  toutes  les  formules  usuelles 
relatives  aux  tuyaux;  on  prendra  pour  b\  une  valeur 
unique  et  l'on  négligera  les  pertes  de  charge  autres  que 
celles  qui  sont  produites  par  les  tuyaux .) 

(Juin    1909.) 


Première  question.  —  Déterminer  la  puissance  d'une 
pompe  refoulant  l'eau  d'un  réservoir  inférieur  dans  un 
réservoir  supérieur  par  un  tuyau  cylindrique  de  lon- 
gueur et  de  diamètre  donnés;  on  donne  les  cotes  des 
niveaux  de  l'eau  ainsi  que  les  pressions  dans  les  réservoirs. 

En  supposant  que  la  dépense  de  premier  établissement 
du  tuyau  soit  proportionnelle  à  sa  longueur  et  à  son  dia- 
mètre, trouver  pour  une  longueur  et  un  débit  donnés  le 
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diamètre  le  plus  avantageux  à  donner  au  tuyau;  on 
rendra  minimum  l'ensemble  de  V amortissement  de  la 
dépense  précédente  et  des  frais  courants  proportionnels  à 
la  puissance  de  la  pompe. 

Deuxième  question.  —  Un  cylindre  plein  homogène,  de 
poids  P  et  de  rayon  R,  est  mobile  autour  d'un  axe  hori- 
zontal ;  une  corde,  de  poids  négligeable,  fixée  à  ce 
cylindre  par  l'une  de  ses  extrémités  et  enroulée  sur  sa 
sur/ace,  porte  à  son  autre  extrémité  un  poids  Q  qui  tombe 
verticalement.  Sur  ce  même  cylindre  sont  disposées  des 
ailettes,  de  poids  négligeable,  éprouvant  de  la  part  de 
l'air  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  angu- 
laire, le  moment  du  couple  résistant  étant  représenté 
par  Bw.  Etudier  le  mouvement  du  système  abandonné  à 
lai-même  sans  vitesse  initiale.  Vers  quelle  limite  tend 
la  vitesse  angulaire  ?  Trouver  l'instant  à  partir  duquel 
la  vitesse  dijf'érera  de  cette  limite  de  moins  de  lo pour  loo. 

(Octobre  1909.  j 

Rennes. 

Épreuve  TiuioiuQUE.  —  Problème.  —  Connaissant  les 
coefficients  X  et  [jl  de  Lamé,  déterminer  le  coefficient 
(l'élasticité  longitudinale  d'un  prisme  soumis  à  une  traction 
uniforme  sur  deux  bases  opposées,  le  coefficient  de  com- 
pressibilité  d'une  sphère  pleine  soumise  à  une  pression 
uniforme  et  le  coefficient  rl'élasticité  radiale  dans  cette 
sphère. 

Question  de  cours.  —  Application  du  principe  de  l'équi- 
valence et  du  principe  de  Carnot  à  un  gaz  qui  suit  la  loi 
de  Joule  et  la  loi  de  Mariotte.  Détermination,  par  l'in- 
termédiaire de  ce  gaz,  de  l'équivalent  mécanique  de  la 
chaleur  et  de  la  température  absolue. 

Épreuve  pratique.  —  l'rcmière  question.  —  Un  ressort  de 
masse  négligeable  à  peu  près  plan  est  encastré  d'une  part 
dans  un  encastrement  fixe  et  d'autre  part  dans  un  encas- 
trement appartenant  à  un  solide  tournant  autour  d'un 
axe  perpendiculaire   au  plan   du   ressort;   le  ressort   est 


(  53o  ) 

supposé  construit  de  manière  que  V encastrement  fixe  ne 
réagisse  constamment  que  par  un  couple. 

1°  Démontrer  que  le  mouvement  du  solide  tournant 
sera  oscillatoire  simple  et  déterminer  sa  demi-période  T. 

2°  Deux  ressorts  K  et  S  remplissant  les  conditions  pré- 
■cédentes  ont  été  placés  aux  mêmes  encastrements  et 
actionnent  le  même  solide  tournant. 

La  longueur  du  ressort  R  est  quadruple  de  celle  du 
ressort  S  ;  leurs  sections  sont  deux  rectangles  dont  les 
dimensions  parallèles  au  plan  du  ressort  sont  les  mêmes, 
mais  dont  les  dimensions  perpendiculaires  au  plan  du 
ressort  sont  différentes.,  celle  du  ressort  R  est  double  de 
celle  du  ressort  S. 

Sachant  que  les  deux  ressorts  produisent  des  mou- 
vements oscillatoires  simples  de  même  période.^  calculer  le 
rapport  de  leurs  coefficients  d' élasticité  longitudinale. 

Deuxième  question.  —  Un  diapason  donnant  loo  vibra- 
tions complètes  par  seconde  perd  la  moitié  de  son  ampli- 
tude vibratoire  en  lo  secondes,  calculer  l'amortissement., 
c'est-à-dire  la  décroissance  proportionnelle  de  l'ampli- 
tude par  période. 

Le  régime  vibratoire  du  diapason  est  assimilé  au 
régime  d'un  mouvement  pendulaire  uniformément  amorti. 

On  calculera  l'inverse  de  l'amortissement. 

(Juin   1910.) 
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2271.  Élant  donnée  une  hyperbole  par  ses  asymptotes  et  un 
point  M,  démontrer  que  le  centre  de  courbure  en  M  peut  être 
obtenu  par  l'une  des  constructions  géométriques  suivantes  : 

1°  On  mène  la  tangente  en  M  qui  coupe  les  asymptotes 
en  A  et  B  et  l'on  élève  en  ces  points  les  perpendiculaires  aux 
asymptotes  qui  coupent  la  normale  en  M  respectivement  en  a 
et  ji  et  se  rencontrent  en  P.  On  joint  PM  et,  par  a,  on  mène 
une  parallèle  à  la  tangente  en  iM  ;  la  parallèle  à  PB  menée  par 
le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites  passe  par  le  centre 
de  courbure, 

-1°  On  joint  [Ba  et,  par  p,  on  mène  une  parallèle  à  PA;  la 
parallèle  à  la  tangente  en  M,  menée  par  le  point  de  rencontre 
de  ces  deux  droites,  passe  au  centre  de  courbure. 

3°  On  joint  Ba  et  par  M  on  mène  une  parallèle  à  PA;  la 
parallèle  à  PB,  menée  par  le  point  de  rencontre  de  ces  deux 
droites,  passe  au  centre  de  courbure.  F.  Balitrand. 

2272.  On  mène  d'un  point  M  les  quatre  normales  à  une 
ellipse  (E;  et  les  tangentes  à  celte  ellipse  aux  pieds  des 
normales.  Il  existe  une  parabole  (P),  et  une  seule,  qui  touche 
ces  quatre  tangentes.  Démontrer  que  les  points  otj  elle  les 
touche  sont  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  (H)  de  M. 

F.  Baijthand. 

2273.  Si  A  et  A'  sont  deux  points  de  rebroussement  diamé- 
tralement opposés  d'une  hypocycloïdeà  quatre  rebroussements 
les  bissectrices  des  angles  que  les  tangentes  à  cet  courbe  font 
avec  AA'  ont  pour  enveloppes  les  deux  hypocyclo'ides  à  trois 
rebroussements  ayant  l'une  un  point  de  rebroussement  en  A 
et  le  sommet  opposé  en  A',  et  l'autre  vice  versa. 

M.  d'Ocagne. 

/  227i.  Dans  un  triangle  ABC,  L,„  U,  L^  sont  les  centres  des 
cercles  exinscrits.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  au 
point  de  Lemoine  du  triangle  L^  L/,  Le  rencontrent  les  côtés 
BC,  GA;  AB  respectivement  en  a,  [3,  y-  Montrer  que  le  cercle 
aj3Y  passe  au  point  cp  de   Feuerbach  du  triangle  ABC. 

V.  TlIKBAULT. 
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^  2275.  Les  asymptotes  dune  hyperbole  et  les  droites  qui 
joignent  un  point  quelconque  de  cette  courbe  à  ses  deux 
foyers  sont  tangentes  à  un  même  cercle. 

M.  d'Ocagne. 

2276.  Etant  données  dans  un  plan  deux  coniques  ^et  (p,  les 
tangentes  menées  à  cp  des  foyers  dey  et  les  tangentes  menées 
ày"des  foyers  de  (f  sont  huit  tangentes  d'une  même  conique. 

F.  Balitrand. 

2277.  Soient  0.r  et  0/  les  axes  d'une  ellipse;  M  un  point 
de  cette  courbe  ;  a  le  point  où  la  normale  en  M  coupe  l'axe  Ox. 
La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  en  M  et 

i,,x'i&,?ï/' la  perpendiculaire  abaissée  de  a  sur  OM  se  rencontrent  en  un 
point  tel  que  la  parallèle  à  Of,  menée  par  ce  point,  passe  par  le 
centre  de  courbure  de  l'ellipse  en  M.  F.  Balitrand. 

2278.  Une  ellipse  étant  donnée  par  ses  foyers  F  et  F'  et  un 
1^^''  point  M,  on  élève  en  F  une  perpendiculaire  à  FM  qui  rencontre 
r,  , ■                  en  a  la   normale  en  M;  au  point  a  on  élève  à  la  normale  une 

perpendiculaire  qui  rencontre  FM  en  P;  la  parallèle  à  FF' 
menée  par  ^  passe  par  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse  en  M. 

F.  Balitrand. 

2279.  Soit  OAB  le  triangle  formé  par  deux  diamètres  con- 
jugués d'une  ellipse  et  la  tangente  en  un  point  M  à  cette 
courbe.  Elevons  en  A  et  B  les  perpendiculaires  à  la  tangente 
et  soient  a  et  3  les  points  oii  elles  coupent  respectivement  les 
perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  Ok  et  OB.  Démontrer 
que  la  droite  a[3  passe  par  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse 
en  M  et  parle  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  OAB. 

F.  Balitrand. 


i:ititAiA. 


Page  3G8,  .')■  ligne  en  remonliinl,  ou  lieu  de  parabole  NT,  /ire 
parallèle  NT. 

.Même  page,  2"  ligne  en  romotilant,  au  lieu  de  de  T  est  le  ..., 
lire  de  TU  est  le  . . . 
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[M'8a]  [M^aa] 

ÉTIDE  GÉOMÉTRIQIE  SIR  LA  RECTIFICATION 
ET  LA  QIADRATIIRE  DES  ÉPI-  ET  HYPOCYCLOIDES  (')  ; 

Par  m.  m.  D'OGAGNE. 


1.  Le  but  de  celle  Noie  esl  de  faire  connaître  une 
forme  géométrique  des  plus  simples  qui  peut  être 
donnée  à  la  solution  du  double  problème  de  la  rectifi- 
cation et  de  la  quadrature  des  épi-  et  hypocycloïdes, 
envisîigé  dans  sa  plus  grande  généralité. 

Une  épi-  ou  hvpocjcloïde  étant  engendrée  par  un 
point  M  de  la  circonférence  d'un  cercle  générateur  Ç 
roulant,  soil  exlérieureinent,  soit  intérieurement,  sur 
un  cercle  base  Hb,  nous  considérerons  deux  autres 
cercles,  concentriques  à  ce  dernier,  qui  jouent  aussi 
un  rôle  imporiant  dans  les  propriétés  de  la  courbe  : 
celui  '^,  que  nous  appellerons  cercle  limite,  qui  con- 
stitue avec  iil)  l'enveloppe  des  positions  de  CJ,  et  celui  ^"ill, 
que  nous  appellerons  cercle  moyen,  qui  est  le  lieu  du 
centre  de  (j.  La  courbe,  tout  entière  inscrite  dans  la 
couronne  comprise  entre  Hb  et  .'^,  a  ses  points  de  re- 
broussemenl,équidistanls,  sur  le  premier  de  ces  cercles, 
et  ses  sommets,  également  é(|uidistants,  sur  le  second. 
Elle  est  conslituéc  par  la  répétition  identique  de  l'arc 
allant  d'un  point  de  rebroussement  au  suivant,  engendré 
pendant  une  révolution  complète  du  cercle  (,'  el  qui. 


(')  Les  principaux  tliéorcines  rencontrés  dans  celle  cUuie  ont  clé 
communiqués  par  l'auteur  à  l'Académie  des  Sciences  dans  sa  séance 
du  8  novembre  iqi^  (Comptes  rendus,  l.  CLXI,  p.  r)5(i  ). 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XV.  (Dec.  igiS.)  Sy 
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pour  cette  raison,  sera  dit  un  arc  complet;  de  même, 
le  segment  compris  entre  un  tel  arc  et  le  cercle  i)b  sera 
un  segment  complet^  le  secteur  compris  entre  le  même 
arc  et  les  rayons  issus  du  centre  O  de  il!)  et  aboutissant 
en  ses  extrémités,  un  secteur  complet.  L'aire  comprise 
entre  deux  demi-arcs  complets,  issus  d'un  même  point 
de  rebroussement,  et  le  cercle  Jasera  dite  un  segment 
complémentaire . 

Les  rayons  y,  ^,  ),,  y.  des  cercles  ()',  illj,  J^,  OÏL  sont 
évidemment  liés  entre  eux  par  les  relations 

(i)  a|ji=[B-i-X,        2Y=±a  — 3), 

le  signe  +  s'appliquant  aux  épicycloïdes,  le  signe  — 
aux  hypocycloïdes  ;  mais  la  suiie  de  celte  Note  fera 
comprendre  l'intérêt  qu'il  y  a  à  faire  intervenir  expli- 
citement ces  quatre  rayons  dans  les  formules  de  façon 
à  les  rendie  indistinctement  applicables  aux  épi-  et 
hypocycloïdes  et  à  faciliter  leur  interprétation  géomé- 
trique. 

D'une  manière  générale,  nous  désignerons  respecti- 
vement par  a  et  3C  les  épi-  et  les  hypocycloïdes. 
Lorsque  p  =  «y,  n  étant  entier^  la  courbe  devient 
algébrique  et  possède  n  points  de  rebroussement 
réels  ;  nous  la  désignerons  alors  par  Cn  ou  3€/,. 

Le  rapport  -j    ou    n,    qui  définit  la  similitude    de 

l'épi-  ou  hypocycloïde,  peut  d'ailleurs  être  dit  son 
indice. 

Les  plus  classiques  de  ces  courbes  sont  ci  [car- 
dioïde),  C2  (néphroïde),  X.3  et  3C^,  cette  dernii  re  dite 
parfois  astroïde. 

La  figure  ci-contre  s'applique  au  cas  d'une  C\  mais, 
nous  le  répétons,  les  résultats  exprimés  en  y,  p,  1,  jj. 
qui   en    seront  déduits    s'étendront  sans    modification 
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aiix3C.  Nous  indiquerons,  au  reste,  chemin  faisant,  les 
diflérences  principales  dans  l'écriture  des  formules  in- 


termédiaires   qui     interviendraient    dans    le     second 

cas  ('  ). 

(  ')  On  pourrait  sans  doute  ulLcindro  à  une  généralité  absolue  en 
ayant  recours  à  certaines  conventions  de  signe  relatives  aux  lon- 
gueurs des  tangentes  et  des  arcs  ainsi  qu'aux  aires  des  segments; 
mais  cela  risquerait  d'introduire  une  apparente  complication  sans 
bénéfice  réel  puisqu'aucunc  ambiguïti'  ne  pèse  sur  les  résultats  ici 
obtenus. 
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2.  Pour  chaque  position  de  (J,  la  normale  en  M  à  la 
courbe  C  qu'engendre  ce  point  passe  par  le  point  de 
contact  ï  de  (J  et  de  \)'.>  (centre  instantané);  donc  la  tan- 
gente passe  par  le  point  de  contact  P  de  (.J  et  de  4^.  Cette 
tangente  coupe  le  cercle  J^  en  un  second  point  Q,  et 
I  on  voit  que,  si  l'on  considère  la  position  infiniment 
voisine  P'O'  de  cette  tangente,  les  triangles  infinité- 
simaux MPP',  MQQ'  sont  semblables,  et,  par  suite, 
que  si  d(P )  et  d{  Q)  désignent  les  arcs  infiniment  petits 
décrits  simultanément  par  ces  points,  on  a 

djP)  _  MP 
rf(Q) ~  MQ ' 

Si  G  est  le  centre  de  (J,  la  similitude  des  triangles  GPM 
et  0P()  permet  d'en  déduire 

d(q)       iJ.' 

d'où,  en  intégrant  à  partir  de  la  position  initiale  Po^}o 

de  PQ 

arc  Pu  P   ^  Y 
arcQ.Q        ,a 

Dans  le  cas  d'une  JC,  la  formule  (2)  subsisterait, 
mais  les  arcs  Pq  P  et  QoQ  auraient  des  sens  contraires 
au  lieu  d'avoir,  comme  ici,  le  même  sens. 

On  lire  immédiatement  de  là,  pour  l'angle  Q  que  la 
tangente  MT  fait  avec  le  rayon  initial  G  A  (mesuré  par 
la  demi-somme  des  arcs  PqP  et  QoQ),  la  valeur 

(3)  0  =  — o), 

(0  étant  l'angle  PqOP,  et,  par  suite,  aussi  pour  l'angle 
OPM  ou  cp,  égal  à  0  —  (1),  la  valeur 
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Celle  dernière  formule  comporte  des  conséquences 
curieuses  que  nous  ferons  remarquer  en  passant  (*). 

Si  Q  est  la  valeur  de  to  correspondant  à  un  arc  com- 
plel,  on  voit  que 

(5)  .  =  î|ï. 

Donc,  si  nous  appelons  03'  l'angle  BOP,  il  vient 


,      Q 

Cl)  = w 

•2 


¥(-:-*) 


ou  encore,  si  nous  désignons  par  œ'  l'angle  de  la  tan- 
gente MP  avec  la  tangente  en  P  au  cercle  .(^, 

(4  bis)  oj'  =  -^9', 

OU  enfin,  puisque  l'angle  o,  que  BP  fait  avec  la  tan- 
gente PV  au  cercle  4^  est  égal  à  — > 


{')  Ces  variables  tp  et  oj  constituent  ce  qu'on  peut  appeler  des 
coordonnées  naturelles  pour  l'étude  en  question.  Leur  emploi 
rend  absolument  intuitives  certaines  propositions  connues  relatives 
aux  épi-  ou  hypocycloïdes,  qui  se  démontrent  traditionnellement 
de  façon  beaucoup  plus  laborieuse.  Il  suffit,  par  exemple,  ayant 
posé   OU  = 'f'   et   IGM  =  ip",  de  remplacer,   dans  l'équation    ('(), 

T.  'J>" 

l'angle   9   par  -^  — <p'   ou  •^—  pour  obtenir  sans   autre   calcul    les 
théorèmes  suivants  : 

La  développée  d'une  épi-  ou  hypocycloide  est  une  épi-  ou 
liypocycloïde  semblable  à  la  première  {même  indice),  mais 
ayant  pour  cercle  limite  le  cercle  base  de  celle-ci. 

L'enK'eloppc  du  diamètre  du  cercle  générateur  qui  passe  par  le 
point  décrivant  d'une  épi-  ou  hypocycloide  est  une  épi-  ou  hypo- 
cycloide ayant  pour  cercle  limite  le  cercle  moyen  de  la  /iremière 
avec  un  indice  double  du  sien. 
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Dans  le  cas  où  il  s'agirait  d'une  3t  au  lieu  d'une  C, 
le  résultat  serait  le  même,  mais  les  angles  'j,  et  o' 
seraient  comptés  du  même  côté  de  la  tangente  au  lieu 
de  l'être  de  part  et  d'autre.  Cela  constitue,  comme  on 
voit,  un  mode  de  génération  très  simple  de  toutes  les  C 
et  les  3C  admettant  J^comme  cercle  limite. 

Il  résulte  de  ce  mode  de  génération  que  les  courbes  C 

et  .TC  ayant  même  cercle  S^  et  correspondant  à  un 

8 
même  indice  ^  sont  telles  que  leurs  tangentes  issues 

d'uîi  même  point  P  de  (^  sont  symétriques  par  rap- 
porta la  tangente  PV  à  ce  cercle. 

3 
Si  —  =  I,  la  tangente  à  la  courbe  vL",  (cardioïde)  est 

symétrique  de  BP  par  rapport  à  la  tangente  à  ^  en  P. 
On  peut  donc  dire  que  la  cardioïde  est  la  caustique 
par  réjlexion  des  rayons  issus  de  son  sommet  par 
rapport  à  son  cercle  limite.  A  la  forme  près,  ce 
théorème  est  bien  connu. 

Si  |-  =  2,  la  tangente  à  la  courbe  ^1^2  (néphroïde)  fait 
Y 
avec  la  tangente  à  -C_  <^i^  P  ^^ii  angle  double  de  celui 

que  BP  fait  avec  celte  tangente,  c'est-à-dire  égal  à  celui 
que  fait  avec  cette  même  tangente  la  tangente  à  ^  en  B; 
de  là  découle  immédiatement  ce  théorème,  découvert 
pour  la  première  fois  par  Huygens  [Œuvres.,  t.  VIII, 
p.  2  1 4)?  ^ue  la  néphroïde  est  la  caustique  par  ré- 
jlexion des  rayons  parallèles  an  diamètre  sur  lequel 
se  trouvent  ses  rebroussements  par  rapport  à  son 
cercle  limite. 

D'une  manière  générale,  on  passe  d'une  C,i  ou  7iZ„  à 
une  autre  par  la  transformation  tangentielle  définie,  en 
chaque  point  P  du  cercle  limite -*^  commun,  par  la  rela- 
tion liant  les  angles  co„  et  ':>„■  des  tangentes  à  ces  courbes 
avec  la  tangente  PV  à  ce  cercle,  savoir 
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les  angles   C2„   et  On'  étant  de  même  sens  pour  deux 
courbes  de  même  espèce,   et  de  sens  contraires  dans 
l'autre  cas. 

Remarquons  encore  que  l'angle  de  deux  droites 
n'étant  défini  qu'à  v:  près,  la  division  de  cet  angle  en 
n  parties  égales  conduit  à  n  droites  distinctes.  Les 
/i  droites  ainsi  obtenues  pour  chaque  tangente  à  une  C« 
passent  par  les  n  sommets  de  cette  courbe. 

3.  Si  nous  prolongeons  MI  et  QO  jusqu'en  leur  point 
de  rencontre  J,  le  triangle  OU  est  isocèle  comme  OPQ 
puisque  IJ  est  perpendiculaire  à  PQ  ;  donc  J  se  trouve 
sur  le  cercle  Db  et,  de  plus,  QJ,  égal  à  la  somme  des 
rayons  OJ  =  [3  et  OQ  =  A,  a  pour  longueur  ajj..  On  a, 
par  suite,  immédiatement,  dans  les  triangles  OPH, 
IPM,  JQM,  les  relations 

(6)  OH  =     Xsincf,         PH  =     Xcostp, 

(7)  MI  =  275109,         MP  =  27  coscp, 

(8)  MJ  =  2[JLsin(j>,         MQ  =  2[JLC0scp. 

Le  point  M  divisant  PQ  dans  un  rapport  constant 
(égal  à  ^  )  et  les  normales  aux  lieux  décrits  par  P  et  Q 
coupant  en  1  et  J  la  normale  à  l'enveloppe  de  PQ, 
dont  G  est  le  centre  de  couibure,  on  sait  que  G  di- 
vise IJ  dans  le  même  rapport  que  M  divise  PQ;  autre- 
ment dit, 

MG-  iMl   _  m^ 

MI  —  MG  ~  MQ' 

ou,  en  représentant  par  /•  le  rayon  de  courbure  MG, 
MI.MQ-4-MJ,MP 


~  '2  1^11 

c'est-à-dire,  d'après  ((3),  (7),  (8), 


(9)  ;.    =    ^^SM.». 


X 
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ou  encore,  en  vertu  de  (6), 

4  yy- 
(9  *«)  ^=    Xî   ^• 

Cette  formule  subsiste,  bien  entendu,  pour  une  CJC  à 
celle  seule  difl'érence  près  que  O  et  C  sont  alors  de 
part  et  d'autre  de  la  tangente  PQ  au  lieu  d'être  du  même 
côté. 

Si   l'on  met  en    évidence    l'indice   n  =   -   dans    le 

ï 
coefficient  de  p  de  la  dernière  formule  écrite,  on  voit 

qu'elle  devient 

4(«-M)  P 

''^ÏJTT^^^         pour  une., 

4  (  «  —  •  )  «p 

/*  = -p         pour  une  Jt. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  le  /apport  —  nest  en- 
tier pour  aucune  valeur  entière  de  n  dans  le  cas 
dhine  €„,  et  qu^il  ne  Vest,  dans  le  cas  d^une  3C„  que 
pour  /i  =  3  et  n  =  /l.  On  voit  aussi  que  ce  /apport 
n^est  égal  à  i  pour  aucune  C,  et  quHl  Vest  pour 
une  3C  lorsque  n  est  racine  de 

«2—  8/j  +  8  =  o. 
c'est-à-dire  lorsque 

auquel  cas  il  est  facile  de  voir  que  te  diamètre  'j.y  du 
cercle  (j  est  égal  à  la  flèche  d^un  arc  sous-tendu 
dans  le  cercle  ^S\>  par  un  côté  du  carré  inscrit. 

En  tout  sommet  B,  on  a  /?  =  A  et,  par  suite,  il  vient, 
pour  la  valeur  du  rayon  de  courbure  /'i  on  ce  sommet, 

(.»)  '•,  =  ^^- 
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Gomme  précédemment,  on  peut  mettre  celte  expres- 
sion sous  la  forme 

A(n-\-i)  .. 

/•,  =  iî^ — ^Y         pour  une  c, 

4  (  /i  —  I  )  «p 

/•,  =  ~ Y         pour  une  Jv, 

(«  —  -2)     ' 

et  l'on  voit  ainsi  que  le  rapport  du  rayon  de  cour- 
bure /-,  au  sommet  au  rayon  y  du  cercle  générateur 
n'est  entier,  pour  une  valeur  entière  de  n,  que  pour 
les  courbes  €^,  OCg  et  5e,.   //  est  égal  à   i  pour  la 

courbe  3e  correspondant  à  n  =  ^  • 

4.  Passons  à  la  rectification  de  la  courbe.  L'élément 
d'arc  en  est  donné  par 

ou,  d'après  (9),  (3)  et  (4), 

ds  —  — P-siii'i  d^. 

11  en  résulte,  si  l'on  intègre  entre  M  et  le  sommet  B 
où  çp  =  -  et  qu'on  représente  par  5  l'arc  BM,  que 


(II) 


_  4xif 


5  =   — TT-  COSCp. 


Rapprochant  celte  formule  de  la  seconde   (7),   on 
voit  qu'on  peut  aussi  l'écrire,  en  posant  MP  =  ^ 

La  formule  (11)  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 
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ou,  si  l'on  y  remplace  j^  par  sa  valeur  t/  —  *\'  (' )? 


s  2  Y  COSC5  2  [X  COSC& 

c'est-à-dire 

2  1  I 

7  ~  Mp  ~"  mq' 

Il  suit  de  là  que,  si  U  est  le  conjugué  harmonique 
de  M  par  rapport  à  P  et  Q,  on  a 

arcBM  =  MU, 

et  conséquemment  que  le  point  U  décrit  la  dévelop- 
pante de  Vépicycloïde  cjui  part  du  sommet  B. 

il  est  facile  de  reconnaître  la  nature  de  cette  déve- 
loppante. En  efll'et,  de  ce  que  PU  =  MU  —  MP  on 
déduit  immédiatement,  eu  égard  aux  formules  (ii) 
et  (7),  que 

r 

Si  donc  la  tangente  à  la  développante,  perpendicu- 
laire en  U  à  PU,  coupe  OP  en  W,  on  a 

P\V  =  ±^ . 

Le  lieu  de  W  est  donc  un  cercle  de  centre  O,  et 
comme  les  angles  BOW  =  co'  et  OWU  =  cp'  sont  liés 
par  la  relation  (4  bis)  identique  à  celle  (4)  qui  lie  to 

(')  Dans  le  cas  d'une  3C,  on  aurait 

et,  par  suite, 

■î  I  I 

7  ~  Mp  ~^  MQ ' 

mais  comme  le  point  M  serait  alors  en  dehors  du  segment  PQ, 
cette  égalité  définirait  bien  encore  le  conjugué  liarmonique  de  ce 
[)oint  par  rapport  à  P  et  Q. 
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et  9,  on  voit  que  la  développante,  enveloppe  de  UW, 
est  une  épicycloïde  de  même  indice  que  V épicycloïde 
donnée,  mais  ayant  pour  cercle  base  le  cercle  limite 
de  celle-ci .  C'est  un  théorème  bien  connu. 

Si  l'on  en  rapproche  la  remarque  faite  ci-dessus 
relativement  au  point  U,  on  voit  que  le  centre  de 
courbure  en  un  point  d\ine  épi-  ou  hypocycloïde 
est  le  conjugué  harmonique  de  ce  point  par  rapport 
aux  deux  points  oii  la  normale  rencontre  le  cercle 
base. 

L'arc  complet  de  l'épicycloïde  d'abord  considérée 
étant  le  double  de  l'arc  AB,  et  le  segment  t  étant  pour 
le  point  A  égal  à  2 y,  la  formule  (i  i  bis)  donne  immé- 
diatement, pour  la  longueur  Sc  de  cet  arc  complet, 
l'expression 

(12)  *'^=^^- 

Si  la  courbe  est  algébrique,  sa  longueur  totale  St  est 
donnée  par  nSc,  n  étant  le  nombre  des  arcs  complets, 

égal  a  ^;  donc 

i 

(i3)  5,=  8, a, 

c'est-à-dire  que  ta  longueur  totale  d'une  Cn  ou 
d''une  rïC,,  algébrique  est  égale  au  périmètre  du 
carré  circonscrit  à  son  cercle  moyen. 

L'élimination  de  cp  entre  (9)  et  (i  i)  donne  immédia- 
tement 

(i4)  /i/-'^+p2  52=  ,(;.|,î,;,î, 

qui  est  Véquation  intrinsèque  d'un  arc  complet 
d^épi-  ou  hypocycloïde. 

La  loi  de  rectificiilion  (jue  définit  la  formule  (1  i  bis) 
est  intéressante  à  la  fois  par  son  extrême  simplicité  et 


(  H^  ) 

sou  entière  généralité.  Il  se  peut  toutefois  que,  pour 
certaines  è'„  ou  CKi«  particulières,  on  puisse  rencontrer 
d'autres  lois  de  rectification  non  moins  simples.  En 
voici  un  exemple  : 

D'une  manière  générale,  on  a 

MT  =  PT  —  PM  =  X  ^^  —  27  coso 
sinO  ' 

et 

arc  MA.  =  arc  AB  —  arcBiM  =  — ^  (i  —  coscp), 

et  la  relation  entre  ces  deux  longueurs  n'est  généra- 
lement pas  simple;  mais  dans  le  cas  d'une  3C4,  définie 
par  ^  =  4";%  ce  qui  donne  u.:=3y  et  À=2y,  on  a, 
d'après  (3),  to  =  0,  et  les  deux  formules  précédentes 

deviennent 

MT  =  ■îYd— cos^), 

arc  MA  =  3y(i  —  cosg). 
Par  suite,  pour  une  telle  courhe, 
arc  MA  =  -  MT. 

2 

Remarquons  que,  si  A'  est  le  second  point  de  rebrous- 
semenl  limitant  lare  complet  auquel  appartient  M  et  si 
la  tangente  en  M  coupe  de  même  en  T'  la  tangente 
en  A',  on  aurait  de  même 

arcI\lA'=  -MT'. 
En  somme, 

arc  MA  _  arc  M  A'  _  arcAA'  _  3 
MT      ^     MT'     ~      TT'     ~  2* 

Cela  établit  ce  fait  bien  connu  que  le  segment  TT' 
de  la  tangente  à  la  3C-,  est  constant,  mais,  en  outre, 
que  le  point  M  divise  dans  le  même  rapport  l'arc  A  \' 
rt  le  segment  TT'  de  la  tangente. 
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o.  L'élément  d'aire  <^a-,  balayé  par  le  segment  MP 
de  la  tangente,  est  donné  par 


2 

OU,  d'après  (7),  (3)  et  (4), 

dd  =  1  -^  cos2  (f  t^o  =  -^  (i  -+-  cos  2  (p  )  c?«f . 

r  P 

Intégrant  de  o  à  —  pour  avoir  Taire  1  limitée  aux 
arcs  BM  et  BP,  on  a  immédiatement 

ou,   si   l'on  remarque  que  l'expression  entre  crochels 
n'est  autre  que  Vaire  u  du  segment  MNP  du  cercle  d', 

_  ,  .  X 

(lo  bis )  7  =  —  u. 

ij 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que  Vaire  du  demi- 
segment  complémentaire  ABPq  est  égale  au  produit 

par  Q  de  celle  du  demi-cercle  (J.  Si  donc  Tq  désigne 

r 

l'aire  du  segment  complémentaire^,  on  a 

(16)  Jo=  ô'^ï' 

ou,  si  l'on  tient  couïpte  de  la  valeur  (5  )  de  l'angle  au 
centre  0  du  secteur  complet, 

iî 

(16  ùis)  ao  =  —  Xy. 

Par  suite,  l'aire  t,  du  segment  complet  sera 


(  ^Q  ) 

ou 

Q     ^ 

(17)  Ti=   -(/[JL—  p^). 

Pour  une  3e,  il  suffit  de  changer  le  signe  du  second 
membre.  On  peut  encore  écrire  cette  formule 

(ly  bis)  ^1=-* 1 ^, 

le  signe  +  s'appliquant  à  une  vl',  le  signe  —  à  une  5C. 

L'aire  du   secteur   complet   égale  à   ~ \-  a-,    pour 

,   Q32 
une  C  et  à  — ■ g-,  pour  une  5C,  est  donnée  dans  les 

deux  cas  par 

(18)  ^.=  ">^i^- 

Puisque  Q  est  l'angle  au  centre  du  secteur,  on  voit 
que  si  Von  considère  le  cercle  ï  de  centre  O  doîit  le 

rayon  est  égal  à  yi^^-i  c^^st-à-dire  celui  qui  coupe 
orthogonalement  tous  les  cercles  inscrits  dans  la 
couronne  comprise  entre  les  cercles  .'^  et  Ole,  le  second 
membre  de  (18)  représente  Vaire  du  secteur  de  ce 
cercle  S  compris  entre  les  mêmes  rayons  OA  et  OA'. 

L'égalité  de  ce  secteur  épicjcloïdal  et  de  ce  secteur 
circulaire  entraîne,  sur  la  figure,  l'équivalence  des 
aires  des  deux  triangles  niixlilignes  couverts  de  ha- 
chures. 

De  là  résulte  immédiatement  aussi  que,  s'il  s'agit 
d'une  C,i  ou  d'une  5C«,  son  aire  totale_,  égale  à  celle  du 
cercle  S,  est  donnée  par 

(19)  a/=7rXi^. 

On  peut  encore  dire  que  Vcdre  totale  est  la  moyenne 
géométrique  entre  les  aires  des  cercles  (^  et  DW. 
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Si  enfin    nous    représentons    par  t  l'aire    comprise 
entre  un  arc  de  la  courbe,  les  normales  en  ses  extré- 
mités et  l'arc  correspondant  de  la   développée,   nous 
avons 

■i 

ou,  eu  égard  À  (g),  (3)  et  (4), 

Si  donc   on  intègre   à  partir   du  rebroussement  A 

où  cp  =  o,   on  a 

et  il  vient  pour  l'aire  totale  comprise  entre  un  arc 
complet  ABA'  de  la  courbe  et  l'arc  correspondant  ADA' 
de  la  développée 

4ltY2[jL2 


(21) 


xp 


La  formule  (20)  peut  s'interpréter  géomélriquement 
de  façon  analogue  à  (i5).  On  voit,  en  effet,  tout  de 
suite  que,  si  u'  est  l'aire  à\i  pelit  segment  détaché  dans 
le  cercle  (/  par  la  corde  IM,  on  a 

(20  OIS)  -Z  =  -jj-  Il  . 

6.  A  litre  d'exemples,  nous  allons  indiquer  ce  que 
deviennent  les  formules  précédentes  dans  le  cas  des 
quatre  courbes  particulières  citées  dans  l'avant-dernier 
alinéa  du  n"  1,  en  rappelant  que  : 

p  désigne  la  distance  OH  du  centre  à  la  tangente; 
<,  le  segment  MP  de  cette  tangente; 
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;■,  le  rayon  de  courbure  MC  en  M; 
/').  le  rayon  de  courbure  en  cbaque  sommet; 
5,  l'arc  BM  de  la  courbe,  compté  à  partir  du  sommet  B; 
Si,  la  longueur  totale  de  la  courbe; 
cr,  l'aire  BMP; 

^^,  le  segment  MNP  du  cercle  Ç; 

(To,  l'aire  du  segment  complémentaire  (double  de  BAPq); 
a-,,  l'aire  du  segment  complet  ABA'; 
<Jc,  l'aire  totale; 

Te,  l'aire  comprise  entre  un  arc  complet  ABA'  et  l'arc 
correspondant  AD  A' de  la  développée. 

Epicycloïde  Ci  {cardioïde). 

Y=[î,         À  =  3.3,         a  =  2^, 
_  8/?  _  8^  _  8y  _  8X  _  4;jL 

5  =  4^,         .<(;  =  i63=i6y=  -tt-  =  *^  I^- 
9r2^s2=  6/,p  =  64y^=  ^^  =  J<3;jl2,  j  =  3«, 

ao=37:32=  37rY^=    ^    =^4^, 


r,  =   DTtp-  =   3  7tY"=    - 


-X2  5-a2 


A 


=  f)  tS-  =  G  TTY^  =    ^^—   =    — 


Epicycloïde  C^  {néphroïde). 

B  33 

Y  =  ^,  X  =  2p,  l'-^-^' 

~       4     '  '  "~      .4       ~"         '  .',  '    ' 

s  =  'it,         .ç^  =  iv>,  B  =  24  Y  =^  GX  —  8  ;ji.. 
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9>- 


4  /-2  +  $2  ^  9  ^2  =  3G  v2  ^    :—-    =   4  ;j.5 


=   .i?/, 


TTÛ^ 


^,2  


5,,=    -^  =  i-Y  = 


TJ^    _    2-7Ta2 

t:/.'         4t^1J-' 
a,=     7r[r-=    4Tr'-=      _  =  — — , 

o     o.                  .        '"'^'         -i  ~M-' 
Œ/  =  oTCp-    =  127:7-  =    — ; —    =  ■ — r; > 

_  97:^2  ^  9 7: Y 2  ^  9~>-'-  ^  "M-'  , 
'^''"~      8       ~      2  32  2 


Hypocycloïde  3C3. 


B  .8  2p 

-  '       '^  =  -T  '        ;j^  =  -7- 
00  0 


83 


/■=8/.,  .,-3 

s  =  —-'  s,=  — i  =  167  =  i()A  =  bja, 

,•2  -H  9 .ç2  =  _ij_  =  64  ■;■-  =  b4  A2  =  1 6  [JL■^  J  =  - ' 

9  •^ 


Tc^'^    _        7:72    ^        7rX2    _        -[Jl2 

"  "~      27    ~       3     ~       3  12 


.         7-r^P        7-r        7^>-        7 

7:;jL- 

"'-27-3               3 

12 

27rp2   _    ^_^^^   _   ^^^^_^    _ 

7:;jl2 
2 

i67r32         ,fi-y2         16-X2  _ 

4  7:a2 

IlypocycLuïde  TlCi  (astrotde). 

7  =  ^,       ^-t'       '^  =  T' 
3  3      ,. 

r  =  il).  r,  —  — <-  =  G7  =  0  A  =  2  .a, 

2 

.ç  ^  li,  .,^  =.  (i3  =  2i7  =  12X  =  8  a, 

2  ' 

^nn.  c/c  Mathémal.,  4'  série,  t.  XV.  (Doc.  191J.)  -^8 
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ao=:  ^=  n:=  ZîË:^  Ziii:, 

32  2  8  i8 

StiS*        5  7:-/''        5  7:Ji-        5  ru* 

O-j  r-    —    —    —   !—  . 


32  2  8  i8 

^   ^  9^^  9^  ^  9J3^  ^  -!^' 

'^  32  2  8  2 

Le  seul  examen  de  ce  Tableau  suggère  diverses 
remarques  telles  que  celles-ci  : 

Pour  un  même  cercle  base,  la  grandeur  du  rayon 
de  courbure  au  sommet  est  la  même  pour  la  car- 
dioïde  et  la  JC3  ;  elle  est  aussi  la  même  pour  la  né- 
phroïde  et  V astroïde;  la  longueur  de  la  cardioïde 
est  triple  de  celle  de  la  5C3  ;  la  longueur  de  la  né- 
phroïde  est  double  de  celle  de  V  astroïde  ;  Caire  de 
la  cardioïde  est  double  de  celle  de  la  néphroïde,  etc. 

Pour  un  même  cercle  générateur,  la  cardioïde  et 
la  JCs  cV une  part,  la  néphroïde  et  Vastroïde  de 
Vautre  ont  même  longueur;  la  cardioïde  et  Vas- 
troïde ont  même  aire,  la  néphroïde  a  une  aire 
double,  la  3^,3  a  une  aire  trois  fois  plus  petite,  Vaire 
entre  arc  complet  et  développée  est  la  même  pour  la 
cardioïde  et  la  3C:,,  la  même  pour  la  néphroïde  et 
Vastroïde,  etc. 

Pour  un  même  cercle  limite,  la  longueur  de  la 
cardioïde  est  le  tiers  de  celle  de  la  3C3,  la  longueur 
de  la  néphroïde  est  la  moitié  de  celle  de  Vastroïde; 
Vaire  de  la  cardioïde  est  le  tiers  de  celle  de  la  JC3, 
Vaire  de  la  néphroïde  est  la  moitié  de  celle  de  Vas- 
troïde, etc. 
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Pour  un  même  cercle  tfioyen,  nous  savons  déjà  par 
la  formule  (i3)  que  toutes  ces  courbes  ont  même  lon- 
gueur, ceci  étant  vrai  pour  une  en  ou  JC^  quelconque 
admettant  ce  cercle  moyen,  mais,  en  outre,  on  voit  que 
Vaire  de  la  cardioïde  est  le  triple  de  celle  de  la  5C3, 
l'aire  de  la  néphroïde  double  de  celle  de  Vastroïde, 
Vaire  entre  arc  complet  et  développée  est  la  même 
pour  la  cardioïde  et  la  5C3,  la  même  pour  la  né- 
phroïde et  Vastroïde,  etc. 

On  peut  obtenir  de  cette  façon  un  grand  nombre  de 
propositions  particulières. 

Remarquons  aussi  qu'on  peut,  des  formules  ci-dessus 
établies,  en  déduire  d'autres  applicables  à  la  cycloïde 
en  regardant  celle-ci  comme  la  limite  d'une  épi-  ou 
hypocycloïde  pour  laquelle,  y  conservant  une  valeur 
fixe,  [3,  \  et  [JL  tendent  vers  l'infini,  alors  que  leuis  mu- 
tuels rapports  tendent  vers  l'unilé. 

On  voit  ainsi  qu'à  la  limite  : 

La  formule  (  9)         donne r  =  4y  sincp  =  2MI 

»  (10)  »     '"1=47 

»  {w  bis)        »     s  =  it 

»  {i-i)  »      Si=%^( 

))  (l/,)  »        7-2-+-  52=  16  y'' 

))  (i5  bis)  »  a  =  it 

»  (16)  »  ao^TiY' 

»  (ly  bis)  M  CTi  =  :J  tiy'^ 

»  (20  bis  )  » -  =  4  « 

»  (21)  »  ~c=  4'^Y" 

On  reconnaît  là  des  propriétés  classiques  de  la  cy- 
cloïde. 

7.  La  considéiation  des  quatre  cercles  (,',  ilb,  C?  -""''- 
conduit  à  trois  modes  d'association  entre  les  c  et  les  3C 
qui  méritent  d'être  signalés. 
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Ijorsqu'on  se  donne  deux  des  trois  derniers  parmi 
ces  cercles,  le  troisième  ainsi  que  (J  sont  déterminés 
sans  amijiguïté  et,  par  suite,  on  se  trouve  avoir  défini 
une,  et  une  seule,  C  ou  3t. 

Mais,  si  Ton  se  donne  le  cercle  CJ  et  l'un  des  trois 
derniers,  on  peut  disposer  du  sens  d;ins  lequel  on  fait 
croître  ou  décroître  le  ravon  de  celui-ci  pour  obtenir 
les  rayons  des  deux  autres  et,  par  suite,  on  se  tiouve 
avoir  défini  à  la  fois  une  C  et  une  JC,  et  ce  sont  ces 
deux  courbes  qui  seront  dites  associées  par  leur  cercle 
de  hase,  leur  cercle  limite  ou  leur  cercle  moyen. 

Si  le  rayon  choisi  pour  le  cercle  (J  est  une  partie  ali- 
quole  du  rayon  du  cercle  ii'o,  -1^  ou  OU  qu'on  se  donne, 
celte  c  et  cette  3t  associées  sont  algébriques;  mais,  ici, 
il  convient  de  préciser  davantage  : 

B 
i"  Si  l'association  se  fait  par  le  cercle  \)b  et  que  ■^=z  —, 

les  courbes  associées  sont  €„  et  JC/^. 

2"  Si  l'association  se  fait  par  le  cercle  C.  et  qï^ie  y=  —, 

on  a 

B  =  (n— ■2)y,         P'=(n-i-2)Y, 

et,  par  suite,  les  courbes  associées  sont  *I."/,_2  et  3t,i^2- 
3"   Enfin  si   l'association  se  fait  par  le  cercle  OÏL  et 

M- 
que  Y=  —  5  on  a 
^        '         n 

fi  =  (n  — i)Y,         p'=  (/i-i- i)Y, 
et  les  courbes  associées  sont  *!."„_ i  et  3C„_^|. 

On  peut  d'ailleurs  regarder  comme  corresponclanls 
de  l'une  à  l'autre  courbe  associée  les  points  M  et  M' 
ainsi  définis  :  plaçant,  à  l'origine,  les  points  décrivants 
sur  un  même  rayon  issu  de  O,  on  fait  rouler  les  cercles 
générateurs,  à  partir  de  cette  position,  sur  les  cercles 
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correspondants  de  façon  que  les  rayons  unissant  le 
centre  O  au  centre  de  chaque  cercle  générateur  tournent 
dans  le  même  sens.  Dès  lors,  les  positions  M  et  M'  des 
points  décrivants  seront  dites  correspondantes  lors- 
qu'elles répondront  à  des  rotations  égales  des  cercles 
générateurs  autour  de  leurs  centres  respectifs,  autre- 
ment dit,  lorsque  les  arcs  MI  et  MM',  comptés  à  partir 
des  points  de  contact  I  et  I'  avec  les  cercles  bases, 
seront  égaux.  Dans  ces  conditions,  en  deux  points  cor- 
respondants des  courbes  ^L"  et  5C  associées,  les  quan- 
tités que  nous  avons  appelées  -j,  i,  u  sont  les  mêmes. 
Tenant  compte  de  Tidentité  de  ces  éléments  dans  les 
formules  précédentes  on  en  déduit  des  relations  entre 
éléments  correspondants  des  courbes  associées. 
Nous  allons  en  donner  quelques  exemples  : 

Plaçons-nous  d'abord  dans  l'iiypothèse  d'une  C  et 
d'une  TC  associées  par  le  cercle  Db  (').  Ici,  par  exemple, 
la  formule  (ii  bis)  donne  (puisque  ^  et  t  ont  même 
valeur  aux  deux  [)oints  correspondants) 


5 


P 


s'       |a'       ;i  —  Y 
de  même  la  formule  (i5  bis) 

1  ^  !l  ^  '^-^'^"^ 

<s'       a'        [i  —  -i  7 
et  la  formule  (17  bis) 


^1 


3  3-h->-Y 


(')    C'esl  à   ce    mode    d'association    que    nous    avons    consacr 
récemment  une  Note  spéciale  dans   les  Nouvel/es   Annales  (igij, 
p.   433).  On  y  trouvera   la   première   et  la   troisième  des  formules 
ici  données  [formules  (4),  [>.  V'7-  et  (•'),  P-  'ih]- 
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Supposons  maintenant  C  et  3C  associées  par  le  cercle  >^. 

Ici  la  formule  (i5  bis)  donnera 

a   _  ^'  _  X  -H  ■?.^( 
'^  ^  J  "  X-2y' 

et  la  formule  (19) 

^  ^  Ji  =  Lui. 
<j't        iJ.'       X  -f-  Y 

Prenons  enfin  le  cas  où  »L'  et  3€  sont  associées  par  le 
cercle  DK.  Dans  ce  cas,  on  a 

;î  =  X'=:[j,_X,       P'^a=[x  +  y- 

La  formule  (1  1  bis)  donne  alors 

5    _  3'   _   ;JL  -1-  Y 
?  ~   ^  ~  ta  —  Y  ' 

et  (i3),  comme  nous  le  savons  déjà, 

Si=  S). 

En  outre,  la  formule  (i4)  donne  lieu  à  une  remarque 
curieuse;  elle  montre,  en  effet,  qu'on  a,  entre  deux 
couples  quelconques  de  valeurs  de  /•  et  5,  d'une  part, 
de  /"'  et  s' ,  de  l'autre,  la  relation 

([^  +  .^)2,-2+(^_.^)î52=(,z-Y)2/-'^+(!a  +  Y)'*"- 

Cela  établit,  entre  les  rayons  de  courbure  et  les  arcs 
des  deux  courbes  associées,  la  loi  de  réciprocité  que 
voici  :  les  arcs  s  et  s'  étant  comptés  à  partir  des  som- 
mets respectifs  de  C  et  3C,  si  Von  prend  sur  Vune  de 
ces  courbes  un  arc  s  égal  à  l' un  des  rayons  de  cour- 
bure /•'  de  l'autre,  le  rayon  de  courbure  r  est  égal  à 
l'arc  s'. 

On  peut  encore  dire  que,  si  Von  fait  rouler  sur 
une  droite  les  arcs  complets  des  courbes  C  et  3C  asso- 
ciées, de  façon  à  faire  coïncider  les  milieux  des 
arcs  développés,  les  lieux  engendrés  par  les  centres 
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de  courbure  répondant  aux  points  de  contact  sont, 
dans  les  deux  cas,  des  ellipses  qui  ne  diffèrent 
entre  elles  que  par  une  rotation  d\in  angle  droit 
autour  de  leur  centre  commun. 

En  particulier,  on  voit,  en  faisant  /i  =  2  dans  le  3° 
ci-dessus,  qu'une  telle  relation  a  lieu  entre  la  cardioïde 
et  la  3C3  ayant  même  cercle  moyen. 

Enfin,  la  formule  (19)  donne  ici 

a<  _   X   _  |JL  -H  Y 

V't   ~'    V   ~    \X—'r 

Ces  quelques  exemples  suffiront  à  mettre  en  évi- 
dence le  genre  des  relations  existant  entre  éléments 
homologues  d'une  épi- et  d'une  hypocycloïde  associées 
suivant  l'un  des  modes  qui  viennent  d'être  indiqués. 


[K'2d] 

m\  LES  CERCLES  PODllUES  ET  ISOPODAIRES  D'l]\'  POI\T 
PAU  RAPPORT  A  ll.\  TRIA\GLE; 

Par  m.  R.  BOUVAIST. 


Étant  donnée  une  conique  S  de  foyers  réels  F,  et  F'a, 
on  sait  que  le  lieu  des  points  M,  et  Mj  d'intersection 
d'une  tangente  variable  à  S  avec  les  droites  F(M,, 
F2M2  également  inclinées  sur  cette  tangente  d'un 
angle  V  est  un  cercle  ayant  son  centre  sur  la  perpen- 
diculaire au  milieu  de  FjF^  et  ayant  pour  rayon  le 
(juotient  de  la  longueur  du  demi-axe  focal  de  i]  par 
sin  V.  On  en  conclut  immédialemcnl  que  : 

Si,  par  deux  points  inverses  F,  et  Fj  d'un  Iriangle 
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ABC,  on  mène  les  droites  F,  a,  F,  |j,  F,  y,  Foa', 
Foj^',  Fov'  égalemeiiL  inclinées  sur  les  côtés  BC^  CA, 
AB,  les  six  points  a,  ^,  y,  a',  ji',  y'  sont  conc^xiiques. 
Nous  désignerons  le  cercle  a,  ^,  y  sous  le  nom  de  cercle 
isopodaire  du  point  F,  par  lapporl  au  triangle  ABC, 
rir)clinaison  de  F,  a  sur  BC  étant  donnée. 

On  connaît  le  ihéoième  suivant  (TVoMi'.  ^i/i/i.,  1914» 
p.  218)  :  f^es  axes  radicaux  des  cercles podaites  des 
points  d' une  droite  A  par  rapport  à  un  triangle  ABC 
passent  par  un  point  fixe  co  ou,  en  d  autres  termes^ 
ces  cercles  sont  orthogonaux  à  un  cercle  fixe  de 
centre  to. 

Je  me  propose  de  montrer  que  ce  théorème  ne 
s'étend  pas  aux  cercles  isopodnires  des  points  de  A 
par  rapport  à  ABC. 

Désignons  par  V,  l'angle  constant  que  font  les 
droites  F,  a,  Fj  [3,  F,  y  issues  d'un  point  F,  de  A  avec  les 
liauleuis  de  ABC  si  (a,  [i,  y)  sont  les  coordonnées  de  F,, 
on  voit  aisément  que,  en  coordonnées  trilinéaires 
normales,  le  triangle  ABC  étant  le  triangle  de  référence, 
le  cercle  isojiodaire  de  F,  n  pour  équation,  si  l'on  pose 

A  =  ax  -\-  by  -^  cz,  Aa  =  a  a  -+-  6  3  -i-  c y, 

C  =  ayz  -f-  bxz  -+-  cxy,         Cot  =  a  (3-/  h-  ôay  -+-  ca[j, 

AaCaC  —  abc  A     -  a(Y  -l-  6  cos  A  -+-  [î  sin  A  langV) 
X  (  fi  +  Y  cos  A  —  Y  sin  A  tangV  ) 

-t-y  [îCa  +  YCOsB  +  YsiiiB  taiigV) 
X  (y  +  ^  C(js  B  —  a  sin  \'>  langV) 

H — Yf^P"""  a  cos  G  -f-  asinC  langV) 

X  (a  ^-  p  cosC  —  [3  sin  G  lang\'  )    =  o. 

Si   nous  désignons  par  (a,,  [j,,  y,),  (a^,  j^j,  ya)  les 


(  '^^:  ) 

coordonnées  des  |)oinls  d'intersection  de  à.  avec  le 
cei"cle  ABC  nous  pouvons  poser 

y.  =  ai  -+-  À  a-j,  ^=?^i^  Àl^.,  y  =  Ti  +  h'-2  ; 

d'où 

Ax  =  Aaj  -+-X  Aa-, 

Ca  =  X  [a(  pi  Y,  +  Y,  p.)  +  6(71  a,  +  a^yi  ) 

^cr^ipo  +  aopi)]  =  AK, 

l'éfj nation  du  cercle  isopodaire  de  F,  devient 

XK(Aa,-4-X  Aao)C  —  «6cA[X^D3+  À2D,  +  XDi-+-  Do]  =  0, 

équation  qui  définit  un  système  de  cercles  du  troi- 
sième ordre,  se  décomposant  en  la  droite  de  l'infini  et 

en  une  droite  pour  A  =  o,  7.  =  x,  ).  =: ,  les  trois 

•  Aa2 

droites  correspondantes  étant  les  droites  de  Simson 
généralisées,  relatives  à  l'angle  -^  —  V,  des  j)oinls  d'in- 
tersection de  A  et  du  cercle  A.BC,  et  du  point  inverse 
du  point  à  l'infini  sur  A. 

Pour  que  le  théorème  énoncé  soit  vérifié,  il  faut  que 
les  trois  droites  qui  ont  respectivement  pour  équations 
Do=o,  Da^o,  Aa,  D:>  —  A|B2D|  =  o  soient  concou- 
rantes. Si  d'ailleurs  ces  trois  droites  sont  concourantes 
la  puissance  du  point  de  rencontre  (o  de  Do=o  et 
D3^=  o  pai-  rapport  au  cercle  isopodaire  a  l'expression 


aùc  À  Aa.>  -j-  Axi 


(piiind  on   y   rcnq)la(<;    les   coor.lonnées   courantes   par 
celles  dn  |)oinl  to,  c'est-à-dire  puisqu'on  a 


a  1  expression 


D, 

r», 

Aa, 

Aa, 

C 
abc 

A  7 
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expression  constante,  qui  montre  qtie  les  cercles  isopo- 

daires  sont  orthogonaux  à  un  cercle  fixe  de  centre  oj. 

Or,  si  nous  désignons  par  D  el  E  les  intersections 

de  A  avec  le   cercle   ABC,   on  sait  que  les  droites  de 

Simson  généralisées   relatives  à  l'angle  ■_ V,  de  D 

et  E  par  rapport  au  triangle  ABC,  se  coupent  lorsque  la 
droite  DE  se  déplace  parallèlement  à  elle-même  sur  la 

droite  de  Simson  généralisée  relative  à  l'angle V, 

d'un  point  F  du  cercle  ABC,  défini  comme  il  suit  : 
AiA'  désignant  par  exemple  la  bissectrice  intérieure  de 
l'angle  A,  la  parallèle  AX  à  DE  menée  par  A,  el  la 
droite  AF,  font    avec   AA'  de  part  et  d'aulre  de  cette 

droite  les  angles  X.AA'=  M,  A'AF  =:  u  —  2  V.  Les  deux 
directions  AX  et  AF  ne  seront  donc  inverses,  c'est- 
à-dire  les  droites  Dq  =  o,  D3  =  o,  Aa,  D2  —  Aag  D,  =  o 
ne  sont  concourantes  que  si  V  =  o.  Le  théorème 
énoncé  ne  s'applique  donc  qu'aux  cercles  podaires  des 
divers  points  de  A  et  non  aux  cercles  isopodaires. 
[  Voir,  en  ce  qui  concerne  les  propriétés  de  trois  droites 
de  Simson  concourantes,  l'étude  de  M.  Lemaire  sur 
l'hypocjcloïde  à  trois  rebroussements  [Nouv.  Ann., 
'9'4,  P-  49  et  ii3).] 

Le  théorème  relatif  aux  cercles  podaires  peut 
d'ailleurs  se  démontrer  très  facilement  géométri- 
quement comme  il  suit  (je  crois  qu'aucune  démons- 
tration n'en  a  encore  été  donnée  dans  les  Nouvelles 
Annales). 

Soit,  en  effet,  I*  un  point  de  la  droite  A,  la  perpendi- 
culaire à  A  en  ce  point  coupe  BG  en  a,  AC  en  [i,  il 
existe  trois  coniques  inscrites  dans  ABC,  tangentes 
à  Pa[î  et  ayant  un  de  leur  foyer  sur  A.  Soient  F,,  Fj,  F3 
ces  foyers,  les  cercles  podaires  de  ces  trois  points  par 
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rapport  à  ABC  passeront  par  P,  et  l'axe  radical  de  ces 
trois  cercles  sera  la  per|)endiciilaire  abaissée  de  P  sur 
la  droite  de  INewton  du  quadrilatère  ABa|3.  Lorsque  P 
varie  sur  A,  cette  droite  de  Newton  enveloppe  visible- 
ment une  parabole  inscrite  dans  le  triangle  A'B'C  (A/, 
B',  C  étant  les  milieux  de  BC,  CA,  AB)  et  ayant  son 
axe  perpendiculaire  à  A.  A  a  coupe  B'C  en  a',  Bjii 
coupe  A'C  en  ^',  o."^\  droite  de  Newton  du  quadri- 
latère ABa|j,  coupe  Pajj  en  Q,  Q  est  le  point  où  elle 
touche  son  enveloppe,  la  perpendiculaire  abaissée 
de  P  sur  a' [i'  coupe  l'axe  de  la  parabole  enveloppe 
en  R,  si  cet  axe  coupe  A  en  S,  le  segment  RS  est 
constant  et  égal  au  paramètre  de  la  parabole,  le  point  R 
est  donc  fixe,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarque.  —  On  voit  facilement  que  l'axe  de  la 
parabole  considérée  n'est  autre  que  la  droite  deSimson 
du  point  inverse  du  point  à  l'infini  sur  A,  et  que,  si  des 
sommets  A,  B,  C  on  abaisse  des  perpendiculaires  AAj, 
BB,,  CC|  sur  A,  les  perpendiculaires  abaissées  de  A,, 
B,,  C|  sur  BG,  CA,  AB  concourent  au  point  R. 

Théorème.  —  Etant  donnée  une  conique  S,  un 
point  fixe  P  sur  cette  conique^  ABC  un  triangle 
quelconque  inscrit  dans  S,  les  cercles  isopodaires 
de  P  [relatifs  à  un  même  angle  \)  passent  par  un 
point  fixe  R,  quel  que  soit  le  triangle  ABC. 

En  elTet,  il  existe  une  conique  S  inscrite  dans  ABC 
et  ayant  pour  foyer  le  point  P,  les  droites  isotropes 
de  P  interceptent  dans  S  une  corde  A  qui  est  tangente 
à  S  j  l'isocline  d'un  angle  V,  menée  sur  A  par  P  coupe  A 
en  Pi,  poifit  fixe  qui  appartient  au  cercle  isopodaire 
de  P  par  rapport  à  ABC.  A  est  du  reste  la  polaire  du 
point  de  Frégier  de  l\  |)ar  rapport  à  S. 
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Remarque.  —  Si  S  est  une  hyperbole  équilalère  et 
si  l'angle  V  est  droit,  on  voit  que  le  cercle  podaire 
d'un  point  de  celte  hyperbole  par  rapport  à  un  triangle 
inscrit  passe  par  le  centie  de  la  courbe,  propriété  bien 
connue,  qui  conduit  immédiatement  au  théorème  de 
Feuerbach  :  En  effet,  soient  ABC  un  triangle,  P  et  P' 
deux  points  inverses,  le  cercle  podaire  de  Pet  P' coupe 
le  cercle  des  neuf  points  de  ABC,  en  to,  et  ojo  centres 
des  hyperboles  équilalères  ABCP,  ABCP',  si  P  et  P' 
sont  confondus,  au  centie  I  d'un  des  cercles  inscrits 
dans  ABC,  le  cercle  correspondant  touche  le  cercle 
des  neuf  points  au  centre  de  l'hyperbole  ABCl. 

2°  Le  théorème  précédent  donne  naissance  à  un 
grand  nombre  de  théorèmes  particuliers,  en  voici 
quehpies-uns  à  tilre  d'exemple  : 

a.  Etant  données  une  conique  S,  un  point  fixe  P, 
Q  un  point  variable  de  cette  courbe.,  MT  une  tan- 
gente à  S  parallèle  à  la  symétrique  de  PQ  par  rap- 
port aux  axes.,  la  droite  joignant  les  projections 
de  P  sur  la  tangente  MT  et  la  droite  MQ  joignant 
son  point  de  contact  au  point  Q  passe  par  un  point 
Jixe. 

[i.  Soient  P  uti  point  cV une  conique,  Q, ,  Oo,  Q.i  les 
trois  points  de  cette  courbe  dont  les  cercles  oscula- 
teurs  passent  en  P;  P,,  Po,  P;-.  les  projections  de  P 
sur  les  tangentes  en  (^,,  Q^,  Q:i;  M,,  iNL,  M3  les  mi- 
lieux de  PP| ,  PPo,  PP3,  les  perpendiculaires  élevées  en 
P,,  P2,  P3  aux  droites  P,  M,,  PaMo,  P3M3  et  la  droite 
de  Simson  de  P  par  rapport  au  triangle  l\i*2P:i 
sont  concourantes. 

'J'iiéorème  cpii  peut  encore  s'énoncer  comme  il  suit  : 
Si  V on  ]>rojeLte  le  point  P,  (/ualrième point  d'in- 
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terseclion  du  cercle  des  neuf  points  d'an  triangle 
ABC,  avec  la  conique  tangente  aux  côtés  BC,  CA,  AB 
en  leurs  milieux  A',  B',  C,  en  P,,  P,,  P:,  sur  BC,  CA, 
AB,  les  perpendiculaires  élevées  en  P,,  Po,  ^^  ««^ 
droites  joignant  ces  points  aux  milieux  des  seg- 
ments PA',  PB',  PC  sont  concourantes  en  un  point 
de  la  droite  de  Si  ni  son  de  P  par  rapport  au 
triangle  X'B' a. 

y.  Une  droite  variable  A  coupe  une  cubique  cir- 
culaire à  point  double  en  P,,  Po,  P3,  si  O  désigne  le 
point  double,  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  OP.Po,  OP.P:,,  OP.P.,  sont  sur  un  cercle 
qui  passe  quelle  que  soit  A  par  le  point  double  O  et 
le  foyer  singulier  de  la  courbe. 

Remarque.  —  Nous  avons  vu  que  les  cercles  ]>o- 
daires  des  divers  points  de  la  droite  A  par  rapport  à  un 
triangle  ABC  étaient  orthogonaux  à  un  cercle  fixe  dont- 
le  centre  pouvait  s'obtenir  en  prenant  l'intersection  de 
l'axe  de  la  parabole  inscrite  dans  le  triangle  A'B'C 
médian  de  ABC,  et  ayant  son  axe  perpendiculaire  à  A, 
avec  la  perpendiculaire  abaissée  sur  BC  de  la  projec- 
tion A,  de  A  sur  A,  nous  avons  vu  aussi  cpie,  S  dési- 
gnant l'intersection  de  l'axe  de  cette  parabole  avec  A, 
le  segment  RS  était  égal  au  paramètre  de  ladite  para- 
bole. Si  a;  désigne  le  symétricpie  de  A,  par  rapport 
au  côté  B'C  du  triangle  médian,  la  puissance  de  R  par 
rapport  aux  divers  cercles  podaires  est  égale  à  R  A,  .RA',, 
elle  sera  nulle  si  A',  coïncide  avec  R,  ce  cpii  exige  visi- 
blement que  A  soit  la  direclrice  de  la  parabole  con- 
sidérée. 

On  voit  donc  (pic  :  Les  cercles  podaires  d'un  point 
quelconque  d'un  diamètre  fixe  du  cercle  circonscrit 
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au  triangle  ABC  passent  par  un  point  fixe  (.0,  foyer 
de  la  parabole  inscrite  dans  le  triangle  A'B'C  mé- 
dian de  ABC  admettant  pour  directrice  ce  dia- 
mètre, et  centre  de  riiyperbole  équilatère  circons- 
crite à  ABC,  inverse  du  diamètre  considéré. 


mn  DE  LA  REDACTIOi\ 

au  sujet  de  la  question  2277. 


Le  théorème  qui  fait  l'objet  de  cette  queslion,  insé- 
rée dans  le  dernier  numéro  (p.  532),  a  été  donné  depuis 
longtemps  par  E.  Gentj  {N.  A.,  i883,  p.  aS^-aSS), 

11  a  été  rattaché  par  M.  d'Ocagne  (A^.  A.,  i88d, 
p.  3^i-3'j2)  à  une  construction  bien  connue,  que  l'on 
doit  à  Mannheim, 

M.  d'Ocagne  a  encore  donné  une  démonstration  géo- 
métrique du  même  théorème  au  cours  de  Remarques 
au  sujet  de  la  construction  des  centres  de  courbure 
des  coniques,  publiées  récemment  par  lui  dans  ['En- 
seignement mathématique  (191  5,  p.  3o^-3i4).  Dans 
cet  article,  un  grand  nombre  de  constructions  ana- 
logues, déjà  connues,  sont  ramenées  à  un  point  de 
départ  unique  d'où  l'auteur  les  fait  décoider  systéma- 
tiquement. Celle  dont  il  s'agit  ici  y  figure  au  para- 
graphe V  (p.  3i  i). 

La  question  2277^  résolue  à  l'avance,  doit  donc  dis- 
paraître de  la  liste  de  celles  qui  sollicitent  les  efforts 
de  nos  lecteurs. 
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SOLUTIOXS  DE  QUESTICXS  PROPOSÉES- 


585. 

(1861,  p.  140. 


Trois  coniques  étant  données  dans  un  même  plan,  il  y 
a  io  points  d'où  elles  sont  vues  sous  le  même  angle  ou  sous 
des  angles  supplémentaires. 

Faure. 

Solution 
Par  un  Abonné. 
Soient 

/i  =  o,         /2=o,         fz=o 

les  équations  des  trois  coniques  données; 

Cl  =  o,  G»  =  o,  Cj  =  o 

celles  de  leurs  cercles  orthoptiques. 

Désignons  par  A|,  A2,  A3  les  déterminants  des  trois  coniques. 

L'angle  sous  lequel  on  voit  la  conique  /j  =  o,  d'un    point 

{x,  y)  de  son  plan,  est  donné  par  la  formule  (Salmon,  Sect. 

con.,  p.  270). 

2v/— A,/,(.r,  jK) 
tangcf  =  -i ^• 

Par  suite  le  lieu  des  points  d'oîi  l'on  voit  les  coniques  yi  =  o, 
yj  =:  o  sous  le  même  angle  a  pour  équation 

^ifii^,y)Gi  —  \.2f.,(x,y)C\  =  o. 

C'est  une  courbe  du  sivième  degré  qui  admet  les  points  cy- 
cliques comme  points  doubles,  lîlle  touclie  les  coniquesyi=  o, 
f^=io  aux  points  où  elles  sont  respectivement  coupées  par 
leurs  cercles  orthoptiques. 

De  même,  le  lieu  des  points,  d'où  l'on  voit  sous  le  même 
angle  les  coniques /i  =  o,  /j  =  o,  est  fourni  par  l'équation 
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Les  deux  courbes  précédentes  se  coupent  en  trente-six 
points  dont  huit  sont  confondus  avec  les  points  cycliques  et 
huit  sur  la  conique  /,  =  o.  Il  en  reste  vingt  qui  répondent  à 
la  question. 

lolO. 

( 1879,  p.   288.) 

Déduire  d'une  même  identité  une  injiiàté  de  solutions 
en  nombres  entiers  de  chacun  des  deux  systèmes  : 


(I) 

(H) 


Desboves. 


^  X3  ^  Y3  4-  Z3  =  T»  +  U-5  -i-  \\ 
)  XYZ  =  TUV. 

\    A3+ B3+ C3=D3-F-  E3+F3, 

j      A  -h  B  +  C  =  D  +  E  ^  F. 

Sol  tri  ON 
Par  M.  A.  Géhardin. 


Plusieurs  questions  de  ce  genre  proposées  dans  l'Intermé- 
diaire des  Mathématiciens  m'ont  donné  l'occasion  d'obtenir, 
depuis  plusieurs  années,  une  infinité  de  solutions  par  une  mé- 
thode absolument  générale. 

L'exposé  de  ces  procédés  a  fait  l'objet  de  plusieurs  articles 
du  .Tournai  précité  et  du  Sphinx-OEdipe,  et  je  compte  y  re- 
venir avec  détails  pour  bien  montrer  la  grande  généralité  de 
ma  méthode  universelle. 

Voici  d'abord  quelques  identités  choisies  parmi  mes  résul- 
tats généraux,  en  admettant  des  entiers  négatifs: 

X  =/j2(/>3^  2^3);  T  =  pqip^^iq^); 

V  =  —  p(j  { q^  -^  'xp^);  U  =  —  q-(q-*-i-  -i /'''); 

Z  =   qi(p3—y3)-  V  =  /?2(^3_^3). 

l£xcmple  ./?  =  •/,  q  =z  \ . 

-jo^-f-  73—  343^  283-+-  203—173, 
—  ('ii).7.  34  —  —  28.';to.  17. 
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Je  citerai  encore  pour  ce  cas: 

\  =  p { p^ -^  q^  —  -i.  r^)  ;  T  =  q(p^-+-  q^ —  "2  r^ ); 

Y  =  qig^-^  r^ —  2/)');  U  =  r(q^  -\-  H —  2/)^); 

Z  =  r(p^-h  r^  —  2^3);  V  =:p(pi-{-  r^  —  iq^). 

Exemple  :  p  =  S^  q  =  2,  r  =:  \. 

33'+  4'^ —  3o*=  'xa^-t-iîî  — iS^, 
—  33.4.30  =  —  2-2. 12. 1 5, 

J'ai  obtenu  de  nombreuses  identités  de  degrés  divers,  don- 
nant des  nonibres  positifs,  avec  certaines  conditions  de  limites  ; 
ainsi,  avec  i/^  <i  ff^  <C  df^, 

X=0/*i'(é-^+9/O;  T  =  3/z,^K3/•^+^-^); 

Y=-9p(3/^+^-^)(3/^-«-3);     U  =  -27/K3/^-«-3); 

conséquence  de  mes  résultats  de  1906. 

Exemple  :  f  =.\,  g  =  ?.. 

4953  -4-  3o63  4-  32»  =  5283  ^_  ,  353  ^_  683, 
495.306. 32  =  528. ij >.68. 

Enfin,  la  méthode  visuelle  m'a  indiqué  le  procédé  suivant, 
qui  répond  entièrement  à  la  demande  de  Desboves. 
Si  l'on  a  une  solution  particulière  ou  générale 

on  aura  aussi  plusieurs  identités  semblables  à  la  suivante  : 

n^./cl./il=  hn./cn.l^, 

dont  nous  avons  des  solutions  générales  du  huiliènie  degré. 
Exemple  : 

I  203  -+-  8  1  3  +  1  o3  =  I  08'*  -i-  I  OO''  -+-  if, 
120. 81 . 10  = 108. 100.9. 

Ann.  de  Malhémat.,  \'  série,  t.  X\.  (Dec.  191').)  Sg 
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Jai  indiqué  en  1910  le  système  suivant  : 

\=  ■2p^-~-gpq  -i-6<j-^;  D  =—p^-x-gpq  —12^2; 

B  =  ipcj;  E  =  2/)2 — lopq-^iiq-; 

C=pg;  Y  ^  p-^—5pq  +6qK 

Exemple  ;  /?  =  5,  q  =  1. 

,,  3 -t- 10-1-1-5»=  123-^83+63, 

IH-IO-i-5  =  l2  —  8-1-6. 

Je  donnerai,  pour  terminer,  une  solution  générale  du  sys- 
tème simultané  : 

G3  -j-  H3  -H  K3  =  L*  -\-  M3  -h  N3, 
G  -{-  H   —  K  =  [.  +  M  -{-  N, 
GHK  =  LMN 
en  entiers  différents  : 

G=p{pq  —  r-);  h  =  q{pq  —  r'-); 

H=  q(qr  —  p'-);  M  =  r(  qr  —  p'-)] 

K  =/•(/>/• —  ^2  V,  N=p(pr~q-^). 

Exemple  ;  y?  =  3,  ^  =  2,  /•  =  i . 

153 —  1  {3 —  i3  =  lo» —  73 —  33^ 

r5  — i^  — I    =10  — 7  —  i, 

I  ") .  I  1 . 1  =  I G .  7 . 3 . 

Comme  cas  |iarticulier,  je  citerai  enfin  : 

(t  =  2  «2  —  \ab;         ]j  =  ab  —  2  b-  ; 
H  =  4a6  — 62;  I\l  =  2^'2  — 4a2; 

K  =  6*— 2<'/2;  N  =  4a2— rt^». 

J-.'xemple  :  «  =  4,  6  =  1. 

1 63  -H  1 53  —  3 1 3  =  —  623  ^-  6o3  -I-  23, 
16    '-  i5  —  3i   =  —  62  -T-  60    +-  2, 
—  1 6 . 1 5 . 3 1  =  —  62 .60.2. 
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1677. 

(  183'.,  p.  ',*.) 

On  considère  les  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère. 
Le  lieu  du  second  point  de  rencontre  de  chaque  conique 
avec  la  droite  joignant  un  sommet  au  point  de  contact  avec 
un  des  côtés  ne  passant  pas  par  ce  sommet  est  une  conique. 

A.   CvZAMIAN. 

Solution 
Par  UN  Abonné. 

Prenons  comme  triangle  de  référence  le  triangle  diagonal 
du  quadrilatère.  L'équation  générale  des  coniques  inscrites 
est 

(i)  X- ■ 1 =  o; 

P  ?  —  ' 

p  étant  un  paramètre  variable. 

Les  équations  des  cûiés  du  quadrilatère  sont 

(  ■>.  )  X  -H  a  y  -+■  bz  =  o; 

(3)  X  —  a)'  +  A-  =  (>; 

(4)  X  ^  ay  —  b z  =  o: 

(5)  X  —  ay  —  b  z  =:  (y  . 

Les  coordonnées  du  somuicl  inierseclion  de  (3)  et  (4)  sont 

o,     b,     a 

et  celles  du  point  de  contact  de  (2)  avec  la  conique  (1)  sont 

ai,     —  6  p,     «(p  —  i). 

Par  suite,  l'équation  de  lu  droite  qui  joint  le  sommet  au 
point  de  cmitacl  est 

( 6  )  ( •■>.  p  —  i)  X  -\-  a  y  —  b  z  =  o. 

I^our  avoir  le  lieu  cherché  il  suffit  d'éliminer  le  paramètre  p 
entre  les  équations  (i)  et  (()).  Or  de  (6)  on  tire 


p-i  = 


X  

ay  + 

bz 

2.r 

X  -1- 

ay  - 

bz 
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En  portant  ce?  valeurs  dans  (i),  on  obtient  pour  l'équation 
du  lieu  cherché 

x{x  —  a  y  -f-  bz){x  -f-  ay  —  bz) 

—  'i.a-y-{x  -{-  ay  —  bz)  —  o.b^z^ix  —  ay  -\-  bz)  =  o. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

{x  -h  ay  -\-  bz)[x{x  —  a  y  —  bz)  —  2(ay  —  b  z)^]  =  o. 

Le  lieu  se  compose  donc  de  la  droite  (2)  et  d'une  conique. 
Cette  dernière  est  tangente  à  la  diagonale  x  =  o  et  à  la 
droite  (5)  aux  points  où  elles  sont  coupées  par  la  droite 

ay  —  bz  =  o. 

Celte  droite  passe  par  le  point  d'intersection  des  diago- 
nales ^  =  o,  z  =  o  et  des  droites  (3)  et  (4). 

1816. 

I  1899,  p.  I  18.  I 

On  considère  les  pieds  des  quatre  normales  menées  d'un 
point  à  une  conique  (C),  et  les  quatre  triangles  T  formés 
par  les  tangentes  menées  en  ces  points  à  G  : 

1°  A  chaque  triangle  T  on  peut  circonscrire  une 
conique  A  ayant  les  mêmes  axes  de  symétrie  que  C; 

2°  Les  normales  à  la  conique  A  aux  sommets  du 
triangle  T  sont  concourantes  en  un  point  P; 

3°  De  chaque  point  P  on  mène  la  quatrième  normale  à 
la  conique  A  correspondante.  Les  quatre  normales  ainsi 
obtenues  sont  parallèles  et  leurs  pieds  sont  en  ligne  droite. 

E.    UtPOBCQ. 

Solution 
Par  UN  Abonnm:. 
Soit 

a~         b^ 

l'équation  de  la  conique  G.  Désignons  i)ar  M  le  point  d'où 
l'on  mène  les  normales;  par  A,  B,  C,  D  les  pieds  de  ces  nor- 
iQales;   par  x,,,  jo   les  coordonnées  de   .M;   par  Xi,  yi  celles 
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de  A.  On  a  d'abord  les  relations 

(3)  c^xiyi+ b'^yo^i  —  (t'^oyi=  o, 

qui  expriment  que  le  point  A  est  à  la  fois  sur  la  conique  G  et 
sur  l'hyperbole  d'Apollonius  du  point  P. 

Soient  encore  a  et  ^  les  coordonnées  du  pôle  de  AB  et 
a'  et  P'  celles  du  pôle  de  CD.  On  sait  qu'on  a 

et  puisque  le  pôle  de  AB  décrit  la  tangente  en  A,  il  en  résulte 

5^  -+-  ËZl  —  I  =o 
ou  encore 

En  remplaçant  a'  et  ^'  par  les  coordonnées  courantes  x  eiy^ 
on  voit  que  les  sommets  du  triangle  T  sont  sur  la  conique 

^i         Vi 

(4)  -i:  +  7-  +  '="- 

C'est  une  hyperbole  équilatère  passant  à  l'origine,  ayant 
pour  centre  le  point  diamétralement  opposé  à  A  sur  G  et 
pour  directions  asymptotiques  Oa:  et  Oy. 

Pour  trouver  d'autres  coniques  circonscrites  à  T,  rappelons 
les  formules  de  Desboves 

_  _  c^xiy-^  —  b^)  _  c^y(x-i—a'') 

^0-—   ^^,^2  ^  ^j^2  '  yo  -    ^j^,  ^  ^2  ^,  • 

Grâce  aux  relations  (3j  et  (4),  elles  s'écrivent,  après 
quelques  transformations  et  simplifications, 

(  -,)       6-^070^1 37--+-  b'-yoXxy'-—c''y'ixy  —  b'-c^yiX  ^  o, 
(6)      aîaroJiJ^"-!-  a'y^Xty^-^  c-^x^xy  -+-  a^c'^Xiy  =  o; 

équations  de  deux  coniques  passant  par  les   sommets  de  T. 
De  (4)   et  (5)  on    déduit,    toujours   grâce   aux   relations  (i) 
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et  (3), 

(7)  a2.rojKia;2-(-  i-j'o^î^  —  «-J'o-riJKi^  —  a^c^-Xiji  =  o. 
De  même,  de  (4)  et  (6),  on  tire 

(8)  b^yo^iy-—  b'^^o^iyi^  -+-  a-  Xoy]y  -i-  0^ c^- a: ,yi  =  o. 
Enfin,  en  combinant  (7)  et  (8),  on  trouve 

(9)  ii'-^6y'l^--^^-y5^1y'^—c'*a!:îy\  =  o; 

c'est  l'équation  de  la  conique  A. 

En  appelant  {x\  y'),  {x\  y"),  {x"\  y'")  les  coordonnées  des 
sommets  du  triangle  T,  on  oblient,  grâce  aux  équations  (4) 
et  (5),  les  relations 

(10)  xxx=——,  yyy= ~. 

En  appelant  ^  et  v]  les  coordonnées  du  pied  de  la  quatrième 
normale  à  la  conique  A,  on  trouve,  au  moyen  de  (4)  et  (9), 

,  .  „,  ^  c'^x'f  ,   „  ,,,        c^y\ 

et,  par  suite, 

c^-xl  c^y^ 

('"  ^  =  -^:    ■•-wf: 

Les  formules  (10)  et  (11)  permettent  de  résoudre  les  deux 
dernières  parties  de  la  question. 

Observons  que  l'hyperbole  équilatère  (4)  est  une  hyperbole 
d'Apollonius  pour  la  conique  (9)  et  que  par  suite  les  nor- 
males à  cette  dernière  conique,  aux  sommets  du  triangle  T, 
sont  concourantes. 

Les  coordonnées  du  point  de  concours  P  sont 

a^xly'\—^''yl^\  a'^xly\—h-^ylx\ 

Le  coefficient  angulaire  de  la  quatrième  normale  issue  de  P 

r  —  a 

est  égal  à  -^ -•   Après  des  réductions  obtenues  au    moyen 
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de  (3),  on  trouve 


i^  _     yo. 


il  est  donc  constant. 

Des  relations  (ii)  on  déduit 


3-0^   ,  jkq-'h  ^  :^  _^  Zi  =  i, 

C-  C2  «2  ^2 


Les  pieds  des  quatrièmes  normales  sont  donc  sur  la  droite 
■^•oç—Xo-r,  -4-c2=o. 

1848. 

(1900,  p.   102.1 

5/  une  cubique  unicursale  tritangente  à  une  conique 
découpe  sur  chacune  des  tangentes  aux  trois  points  de  con- 
tact un  segment  qui  soit  vu  de  V  un  des  foyers  de  la  conique 
sous  un  angle  droit,  l'un  des  segments  déterminés  par 
cette  cubique  sur  une  tangente  quelconque  ci  la  conique 
est  vu  du  même  foyer  sous  un  angle  droit. 

M.  d'Ocagxe. 

SoLtïlON 
Par  l'AuTEUR. 

Cette  question  avait  été  posée  pour  provoquer  la  recherche 
d'une  démonstration  directe  du  théorème  qui  en  fait  l'objet, 
kquel  provient  tout  simplement  de  l'application  de  la  trans- 
formation par  polaires  réciproques  (dans  le  cas  d'un  cercle 
directeur)  à  un  théorème  de  Laguerresur  les  courbes  unicur- 
sales  de  la  troisième  classe  tritangenles  à  un  cercle  et  tan- 
gentes, en  outre,  aux  normales  à  ce  cercle  menées  par  les 
points  de  contact,  théorème  consistant  en  ce  que  deux  des 
tangentes  que,  de  chaque  point  de  ce  cercle,  on  peut  mener  à 
la  courbe  sont  rectangulaires  {Bull,  de  la  Soc.  math,  de 
France,  t.  VI,  1877,  p.  56,  et  Œuvres,  t.  II,  p.  478)-  O" 
obtiendrait  donc  une  démonstration  de  la  proposition  ci-dessus 
en  transformant  dualistiquoment  celle  que  Lagueirc  a  donnée, 
à  l'endroit  cité,  de  son  ihéortme.  ^ous  laisserons  au  lecteur 
Je  soin  d'effectuer  cette  transformation.  Mais  nous  ajouterons 
ici  quelques  remarques  à  ce  sujet. 

Parmi  les  courbes  unicursales  de  la  troisième  classe,  une  des 
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plus  connues  est  Vhypocycloïde  à  trois  rebroussenients, 
entièrement  caractérisée,  dans  cette  catégorie,  par  le  fait 
qu'elle  est  bitangente  à  la  droite  de  l'infini  avec  les 
points  cycliques  comme  points  de  contact.  Une  telle 
courbe  H  est  tritangente  au  cercle  C  c[ui  passe  par  ses  trois 
sommets,  en  même  temps  qu'aux  normales  à  ce  cercle,  qui  la 
touchent  en  ses  points  de  rebroussement.  Donc,  en  vertu  du 
théorème  de  Laguerre  ci-dessus  rappelé,  le  cercle  C  est 
orthoptique  pour  l'hypocycloïde  H,  ainsi  d'ailleurs  que  cela  a, 
depuis  longtemps,  été  remarqué  par  Steiner. 

Appliquons  la  transformation  par  polaires  réciproques  à  ce 
cas.  La  polaire  réciproque  de  H  sera  une  cubique  unicursale  F 
admettant  pour  point  double  isolé  le  centre  de  la  transfor- 
mation, où  les  tangentes  (polaires  des  points  cycliques)  seront 
les  droites  isotropes.  Cette  courbe  F  sera  donc  ce  que  Salmon 
appelle  une  cubique  acnodale,  dont  le  point  double  isolé  sera 
en  même  temps  pour  elle  un  foyer  F.  Au  cercle  G  corres- 
pondra une  conique  y  ayant  aussi  pour  foyer  le  centre  F  de 
la  transformation  et  qui  sera  tritangente  à  F.  Les  tangentes 
aux  trois  points  de  contact  de  H  et  de  G  formant  un  triangle 
équilatéral,  les  trois  points  de  contact  de  F  et  de  y  seront 
situés  sur  des  rayons  vecteurs,  issus  de  F,  à  120"  les  uns  sur 
les  autres.  Aux  normales  à  G  qui  passent  par  ses  points  de 
contact  avec  H,  c'est-à-dire  aux  droites  unissant  ces  points 
de  contact  au  centre  de  G,  correspondent  les  points  situés  à 
la  rencontre  des  tangentes  communes  à  F  et  y  et  de  la  direc- 
trice 8  de  Y  répondant  au  foyer  F.  Et  comme,  sur  la  première 
figure,  ces  trois  normales  sont  pour  H  des  tangentes  de 
rebroussement,  sur  la  seconde,  les  points  correspondants 
seront  pour  F  des  points  d'inflexion.  Finalement  on  obtient 
ce  théorème  : 

Si  le  point  double  isolé  d'une  cubique  acnodale  F  est  en 
même  temps  pour  cette  courbe  un  foyer  F,  il  existe  une 
conique  -(  de  foyer  F  tritangente  à  F,  et  l'un  des  segments 
déterminés  par  F  sur  chaque  tangente  de  y  est  vu  de  F 
sous  un  angle  droit.  D'ailleurs,  les  distances  mutuelles 
des  points  de  contact  de  F  et  ■(  sont  vues  de  F  sous  des 
ongles  de  iv.o"  et  les  points  d'injlexion  de  F  sont  à  la  ren- 
contre des  tangentes  en  ces  points  de  contact  et  de  la 
directrice  8  de  y  répondant  au  foyer  F. 
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1873. 

(  1900,  p.  432.) 

On  considère  une  ellipse  E  et  un  cercle  G  concentrique 
à  E.  Si  cette  ellipse,  entraînant  avec  elle  le  cercle  G.  se 
déplace  de  façon  à  être  constamment  tangente  à  une 
droite  fixe  en  un  point  donné,  les  courbes  engendrées  par 
les  divers  points  du  cercle  G  ont  toutes  même  aire. 

E.-\.  Barisiex. 
Solution 
Par  UN  Abonné. 

Un  point,  invariablement  lié  à  E  et  entraîné  dans  son 
déplacement,  engendre  une  courbe,  appelée  glissette,  qui  est 
identique  à  la  roulette  que  décrit  le  point,  considéré  comme 
invariablement  lié  à  la  développée  de  E,  lorsque  celte  déve- 
loppée roule  sur  la  normale  à  la  droite  fixe  au  point  fixe  (voir 
Nouv.  Ann.,  r9i5,  p.  270). 

D'autre  part,  d'après  un  théorème  classique,  la  surface 
d'une  roulette  à  base  rectiligne  est  double  de  la  surface  de  la 
podaire  correspondante. 

Enfin  l'on  sait  que,  si  l'on  appelle  Sq  l'aire  de  la  podaire 
d'une  courbe  par  rapport  à  un  point  O  de  son  plan,  et  S  l'aire 
de  la  podaire  par  rapport  à  un  autre  point  P,  on  a 

S  =  So^  -PÔ". 

De  tout  cela  il  résulte  bien  que  les  courbes  engendrées  par 
les  divers  points  de  G  ont  même  aire  et  que  cette  aire  com- 
mune est  égale  à  celle  de  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  E, 
augmentée  de  l'aire  du  cercle  G. 

2118. 

■  t'.lO!»,   p.   I..0.  ) 

L'équation 

X  =  e  sin(m  -h  X)  =  o 
peut  s'écrire 

/  ni\        û  -h  e  m 

tang    .r  H )  =  ^ tanu^, 

\  ■•'■  /        P  —  e        ■    ■' 


sin.r 
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Construire  le  lieu  de  l'intersection  des  droites  menées  par 
les  extrémités  A  et  B,  du  segment  AB  =  e,  et  faisant  avec 
ce  segment  respectivement  les  angles  m  et  m  -+-  x. 

A.  Pellet. 
Solution 
Par  M.  Vaulot. 

L'équation  donnée  peut  s'écrire  successivement 

X         .    ,              ,         .     /          m\         m         .m          1          m\ 
—  =  sin(  m  -h  ^)  =  sin  {  x  -\ )  cos '-  sin  —  cos  {  x  -i , 

e  ~  \  -^   /  2  '2  \  -2  / 


/  m\         m 

{  X  -] cos  — 

V  2  /  2 


=:  tang  [  X  -, 1  -t-  tang  — , 


/  r}i\  m  r  X  ~\ 

tang  la;  H =tang— — — —  —  M 

V           -i  /                 1                /          m\    .     m  I 

e  cos  I  :r  H j  sin  —  1 


m  r  IX 

=  tang—     — ^-. : 

2   Le  sin  (/n -4- 37)  —  esina- 

mV         IX  I 

=  tang—     - — ■ — —. I 

'2   yx  —  e  SI n .r         J 


=  tang 


tang 


m  X  -h  e  sin^ 
•2    X  —  e  sin.r 

X 

-. h  e 

m  sma? 


2         X 


m  p 
=  tang  —  ' 


•2     p  —  £ 

Pour   construire    le    lieu   demandé,   je    vais    chercher   son 
Fig.  I. 


A  B 

équation    en    coordonnées    polaires,    le    rayon    vecteur    d'un 
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point  M  du  lieu  étant  AM  =  p  et  son  angle  polaire 
MAB  =  0}  =  ?n-h  X. 

On  a  les  équations 

X  =  e  s\n(ni  -+-  x), 

e  sin  m 
'         sin(2ni  -+-  x) 

OJ  =  771  -h  X. 

En  éliminant  m  et  x  on  tire  l'équation  de  la  courbe  qui  est 

e  sin(2u»  —  e  sinco) 

P  —  — '■ — } = T  ' 

'  sin(  2C0  —  e  sin  w) 

Pour  la  construire  je  remarque  qu'il  suffit,  pour  avoir 
toute  la  courbe,  de  faire  varier  (»  dans  un  intervalle  de  -xt:. 
Gomme  p  reste  le  même  quand  on  change  co  en  —  lo,  nous 
allons  faire  varier  w  de  o  à  tt  et  prendre  la  partie  symétrique 
par  rapport  à  AB. 

Remarquons  tout  de  suite  que,  pour  to  =  o  et  to  =  tz,  p  se 
présente  sous  des  formes  indéterminées.  On  trouve  sans  diffi- 
culté que  les  valeurs  limites  de  p  pour  ces  valeurs  de  w  sont  : 
pour  10  =  o, 


pour   10   =  TT, 


P7r  = 


e(i  -+-  e  ) 


Nous  allons  distinguer  plusieurs  cas  suivant  que  les  termes 
de  la  fraction  qui  donne  p  s'annulent  ou  ne  s'annulent  pas. 

P7ernie7-  cas  ;  e<  i. —  p  ne  s'annule  ni  ne  devient  infini. 
On  a 

Po<  p7i<  e. 

Fi«.  ■>.. 


La  courbe  a  la  forme  indiquée  par  la  figure  •;>. 
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Deuxième  cas  :  e  =  \.  —  L'origine  esl  un  point  de  rebrous- 
Fig.  3. 


Sèment  et  l'on  a 


i^n  = 


Troisième  cas  :  i    ;  e  <i  i.  —  On  a 

Po<o,         o<pn<e. 

L'origine  est  un  point  double^  et  l'on  a  la  forme  de  courbe 
représentée  par  la  figure  4- 

Fig.  ;. 


Quatrième  cas  :  e  =  2.  —  On  a 

3e 


En   cherchant  la  limite  de  p    pour  to  =:  o,    on  trouve   que 
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p  tend  vers  l'infini.  En  cherchant  la  limite  de  p  sino>,  on  voit 
([ue  cette  limite  est  l'infini.  Il  y  a  donc  deux  branches  parabo- 
liques {fi^.  5). 

Cinquième  cas  ;  e  >  2.  —  Ce  cas  peut  présenter  de  grandes 
différences,  p  s'annule  quand  on  a 


(0  —  «  SI  n  tu 


Ktt, 


et  devient  infini  quand  on  a 

iM  —  e  sinto  =  Ktt. 

Le  nombre  des  valeurs  qni  annulent  p  et  de  celles  qui  le 
rendent  infini  tendent  l'un  et  l'autre  vers  l'infini  quand  e  aug- 
mente indéfiniment. 

2214. 

(  1911,  p.  !M-  1 

Démontrer   V identité    suivante,   où  p    est    entier  et   m 
quelconque 

m  m{m  —  1  ) 

m{m  —  }).  .  .(m  —p)  J 

=  I  -i-AiiP-!-...+  Ap xi'. 


m'  m  (m  —  \) 

A 1  =  —  >  A  2  =  

1  \  .1 


Pour  m  entier  et  p'^m,  il  faut  faire  entrer  le  fac- 
teur m  —  m  dans  la  parenthèse,  simplifier  comme  si  ce 
facteur  n'était  pas  nul,  et  faire  ensuite  m  —  m  =  o. 

Quel  résultat  obtient-on  en  supposant  que  m,  d'abord 
quelconque,  tend  vers  le  nombre  entier  11,  avec  p  ^u? 

G.    FONTENK. 


(  5-8) 


Solution 
Par  M.  T.  Ono. 
L'identité  est  égale  à 


(I;  (i  -f-a")/'H —  (i  -^  x)p-^x 


xi> 


{ ni  —  p)( m  —  p  -\-  \)  ,  ^      ,    „ 

-!-  ^-^ j (i  -^x)P-^-x^-\-.  .  . 

(m  —  p)(m  —  p-h\)...(m  —  i)  , 

-+-  -^ '-^ -f ^ (i  -I-  xjxf-^ 

{m  — p){tn  — p  -\-  i). .  .(m  —  i) 

=  I  -^  Ai.r  -f-. .  .-^ XpXP. 

En    comparant    les   coefficients   de  x'^,   on    arrive   à   avoir 
l'identité 

Pip—  i)...  (/>  —  «-+-  |)-+-G//5'(P—  i)..  •(>  —  «+  i) 
-h  Clqiq  -^  i).  .  .{p  —  1).  .  .{p  —  n  -^  \)  ^ .  .  . 
-+-  C','r^  c/(q  -r  i).  ..(q  -^  n  —  ■f.){p—  n-t-  i) 

-^0',\g{q  -^  x)...{q  -^n—i) 
=  (p-^g)ip-^g  —  i)--  (p^q  —  n  +  i), 

où 

m  —  p  =^  q. 

Or,  ceci  est  évident;  on  le  vérifie  en  posant  dans  le  premier 
men)bre 

q  =  — /).     — /J  +  i,     — p -T- 1.     ...,     — p -\- n  —  I. 

On  peut  faire  aussi  la  remarque  eui vante  : 
F>e  premier  membre  de  (I)  est  égal  au  coefficient  de  zi'  du 
|)ioduit  de  deux  expressions 

—  I  -+-  (i  -\-  x)z-^. .  .-^  {i  -\-  x)P zi'  -^ . . .  ; 


1  —  Cl   H-  X)Z 


I  m  —  p 

(i  —  xz)"'-i>  ~     "^  i  -  —  ■  •  • 

(m  —  p) .  .  .{ m  —  I  ) 

H ; 

P- 


xPzP-\- 
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Or, 


zi'-i  ZP 

"^    (I    -XZ)"'  '^  {A—XZ)'"^^  '•" 

alors  le  coefficient  de  zi>  est  égal  à 

(ffl— />+  i)...(m—  i)w  ^p^    .. 

j^^  B,  —  Dans  l'identité  (I)  on  n'a  pas  besoin  de  distinguer 
les  cas  où  m  est  entier  ou  non. 

2219. 

(1914,  p.   Il  i.) 

Une  lijpocycloïde  {R)  et  une  épicycloïde  (E)  à  trois 
rebroussements  ont  les  mêmes  points  de  rebroussements  : 
démontrer  que  la  tangente  de  (H)  en  un  point  quel- 
conque A  coupe  (E)  en  deux  points  réels  B  et  B'  dont  la 
distance  est  constante;  les  milieux  AB  et  AB'  appar- 
tiennent à  (H);  les  normales  en  B  et  B'  à  (E)  sont  rectan- 
gulaires et  se  coupent  sur  les  cercles  des  rebroussements; 
les  tangentes  en  ces  points  se  coupent  sur  le  cercle  des 
sommets  de  (E);  le  cercle  de  diamètre  BB'  touche  les  deux 
cercles  précédents.  J-  I^kmaiuk. 

SOLITION 

Par  M"*  Annk  de  Prkiiyu. 
Soient  : 

O  le  centre  d'une  circonfi-rence  de  rayon  B; 

ce  un  diamètre  quelconque  de  cette  circonférence; 

G,  et  G',,  G2  et  G,   les  centres  de   circonférences   de    même 

rayon  —  >  tangentes  cxtérieur(!uient  ou  iulcrieuretiieut  à  O 

en  G  et  G'  ; 
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I5B'    une  parallèle   quelconque  à  CC  allant    de    la    circonfé- 
rence Cl  à  la  circonférence  G, ,  avec  BB'=CiC',  =  — ; 

D  et  D'  les  points  où  BB'  coupe  les  circonférences  C2,  Cj  avec 

arc  GB  =  arc  GD  et  arc  G'B'  =  arc  G'D'; 
E  le  point  de  la  circonférence  O  où  se  coupent  les  droites  BC, 

B'C'; 
A  la  projection  de  E  sur  BB',  G  la  projection  de  E  sur  GG'; 
E'  le  point  où  EA  rencontre  encore  la  circonférence  O; 
F  le  point  où  OE'  coupe  BB'. 

Ayant  OF  :  OE'  =  GA  :  AE'  =  CA  :  GE  =  BG  :  GD  =  i  :  3, 

L> 

la  circonférence   de   diamètre    FF/   passe   en   A  et  a  —  pour 

rayon. 

D'antre  part,  des  angles  égaux  en  F,  O  et  Gj  donnent 

arcAE'  -t-  arc  GB  =  arc  GE', 

ol  les  notations  définies   ci-dessus  se  confondent  avec  celles 
«le  l'énoncé. 

On  a  déjà  BB'  =  ^^  =  const.,  et  les  normales  en  B  et  B' 

à  (H)  se  coupent  à  angle  droit  en  Esur  le  cercle  des  rebroug- 
sements  O. 

Les  tangentes  en  B  et  B' à  (H)  achèvent  le  rectangle  BEB'L; 

..  est  su,-  AO  «  r„n  a  im.édiate.cu  01.  =  2^.  ce  q.i  jus.ir.e 

le  lieu   indiqué  pour  L  et  les   propriétés  de  la   circonférence 
<le  diamètre  BB'. 

Il  lesie  à  démontrer  que  AD  =  DB.  Or  si  K    est  la  pro- 
jection (le  (]  sur  BD,  on  a 

BD  =  >BK  =  iHA  1^  =  aBA  I  =  i  BA. 
BE  4        2 

C.  Q.   F.   T. 
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